Berichte

des

Deutschen Wetterdienstes

Nr. 14
(Band 2)

DK 518:551.509.312

Charakteristikenverfahren
in der numerischen Wettervorhersage

von

Karl Hinkelmann und Rudolf Schwarzenberger*

(mit 24 Abbildungen im Text)

# Die vorliegende Arbeit wurde unterstitzt aus Mitteln
des Deutschen Wetterdienstes und des Air Research and
Development Command auf Grund eines zwischen dem
European Office ARDC und Prof. Dr. H. Flohn
abgeschlossenen Kontrakts AF 61 (524)—434.

Bad Kissingen, 1954



Zusammenfassung ...
Einleitung ... .o, .. et

I. Theoretische Grundlagen ...................cviiurinnnnn,

A, Systeme mit 2 unabhingigen Variablen

1. Charakteristikenverfahren fiir ein System von 3 Glm-
chungen fiir 3 unbekannte Funktionen
a) Das nichtcharakteristische Anfangswertproblem
b) Das charakteristische Anfangswertproblem ......
¢) Zweiwertiges charakteristisd'nes Anfangswert-

problem .

2, Charaktenstlkenverfahren fur bestimmte Systeme
mit mehr als 3 abhiingigen Variablen ..............
a) Das nichtcharakteristische Anfangswertproblem ..
b) Das charakteristische Anfangswertproblem ......

B. Systeme mit n (n = 3,4) unabhiingigen Variablen ......
1. Charakteristikenbedingung
2. Charakteristikenverfahren fiir mehr als
2 Dimensionen ......
3. Beispiel eines dreldlmensmnalm Charaktenstlken-
verfahrens

C. Explizite Fnrmuherung der Vertrﬁgh&:ke:ts-
bedingungen e

II. Zur Charakteristikentheorie bei meteornlogisd:en
Problemstellungen A

A. Nichtspezialisierte urspriingliche Grundgleichungen
1. Das charakteristische Gebilde des Systems (1') — (5")
2. Moglichkeit eines Charakteristikenverfahrens ......

B. Einfithrung von Gleichgewichtsbedingungen in Form
der hydrostatischen Grundgleichung und der geostm-
phischen Windrelation ......

1. Streichen der Vertikalbeschleumgung e
2, Streichen der Gesamibeschleunigung ..............
3. Transformation auf p-System ... ................ ...

C. Quasigeostrophische Betrachtungsweise ..............
1. Barotroper Fall ....
a) Ableitung der Gleichung des Problems e
b) Zweidimensionales Charakteristikenverfahren
bei Annahme der Unabhingigkeit von v ... . ...
c) Mdgliche Problemstellungen ....
d) Dreidimensionales Churaktcrlshkenverfahren zur
Integration von (6 ....
e) Behandlung der nmhtlmeamswrten Gle1d1ung tﬂ:l
2, Barokliner Fall ...,
a) Ableitung der Gleichungen ..... e
b) Ansatz zu einem Charakteristikenverfahren . ...

Literatur

Anschriften der Verfasser:

K. Hinkelmann, Frankfurt a. M., Bockenheimer Landstr. 42

R. Schwarzenberger, Wiirzburg, Riickertstr, 4

10

11

12

14

14
15
15

16
16
17
17
18

18
18

19
20

21
23

24

25
26



— 14/3 —

Zusammenfassung

Im Teil I wird der Begriff der charakteristischen Man-
nigfaltigkeiten erklirt und ihre Verwendung fiir die Li-
sung von Systemen partieller Differentialgleichungen
{(Charakteristikenverfahren) auseinandergesetzt. Uber
die in der Literatur bereits behandelten Verfahren hin-
aus wird besonders auf hoherdimensionale Probleme so-
wie auf das bei meteorologischen Fragestellungen hiu-
fig auftretende charakteristische Anfangswertproblem
eingegangen. Im Teil II werden Anwendungen auf spe-
zielle, beim meteorologischen Prognoseproblem auftre-
tende Systeme gegeben.

Einleitung

Da Ausbreitungs- und Ausgleichsvorgéinge stets durch
hyperbolische bzw. parabolische partielle Differential-
gleichungen oder durch Systeme von solchen beschrie-
ben werden, wird man auch beim Problem der numeri-
schen Wettervorhersage auf derartige Gleichungen ge-
flihrt.

Bei partiellen Differentialgleichungen spielt der Be-
griff der charakteristischen Mannigfaltigkeiten eine
entscheidende Rolle. Mit seiner Hilfe 146t sich in vielen
Fillen die Frage nach Abhéngigkeits-, Einflufl- und
Fortsetzungsgebieten bzw. nach Bestimmtheit und Be-
stimmung der Lésungen durch Anfangs- und Rand-
werte beantworten. Die erfolgreiche Verwendung soge-
nannter Charakteristikenverfahren zur Lésung partiel-
ler Differentialgleichungen der Hydrodynamik legt auch
die Frage nach ihrer Verwendbarkeit fiir die Differen-
tialgleichungen der Meteorologie nahe.

Man bezeichnet als Charakteristikenverfahren alle
aufl dem Charakteristikenbegriff beruhenden numeri-
schen oder graphischen Integrationsmethoden. Nachdem
eine solche zuerst von Massau!) fiir 2 unabhiingige
Verinderliche angegeben worden war, wurden in der
Folgezeit seit 1929 auf dem Gebiet der Hydrodynamik
eine Reihe von Verfahren, die jeweils auf spezielle zwei-
dimensionale Problemstellungen zugeschnitten waren,
verdffentlicht und zuletzt in einem zusammenfassenden
Bericht von Oswatitsch?) dargestellt. Eine noch all-
gemeinere Darstellung gaben — ebenfalls fiir 2unabhin-
gige Veriinderliche — Courantund Friedrich s3).
Den Fall von 3 unabhiingigen Verinderlichen behan-
delte z. B. Sauerd), jedoch ist in dem von ihm zuerst
vorgeschlagenen Verfahren die Konvergenz gegen die

Lisung nicht unbedingt gesichert. Weitergehende Ver-
fahren — also fiir 4 unabhiingige Verfinderliche — schei-
nen bisher nicht vorzuliégen,

" Der Vorteil von Charakteristikenverfahren gegen-
ilber den iiblichen Differenzenverfahren besteht darin,
dall genau das Eindeutigkeits- oder Fortsetzungsgebiet
vollstindig mit Liésungswerten bedeckt wird und dal
sich, abgesehen wvon Ausnahmefillen, eine  natiirliche,
dem Problem angepalite Schrittweite von selbst ergibt.

Die bei meteorologischen Prognoseproblemen auftre-
tenden hyperbolischen (bzw. parabolischen) Differen-
tialgleichungen oder Differentialgleichungssysteme sind
in der Regel quasilinear, weshalb im folgenden auf all-
gemeinere Gleichungen nicht eingegangen werden soll.
Die meteorologischen Gleichungen unterscheiden sich
jedoch von denen, fiir die bisher Charakteristikenver-
tahren ausgearbeitet worden sind, dadurch, dal im all-
gemeinen 4 unabhiingige Variable, ndmlich 3 Raum-
koordinaten und 1 Zeitkoordinate, und je nach der Re-
duktionsmdglichkeit 1—5 abhiingige Variable auftreten.

Die bekannten Verfahren sollen deshalb im folgenden
von verschiedenen Beschrinkungen befreit und damit
auf meteorologische Probleme anwendbar gemacht wer-
den. Sie liefern dann Naherungslisungen fir die Werte
der gesuchten Funktionen in Gitterpunkten des Raum-
zeitkontinuums soweit, als diese durch die gegebenen
Anfangs- und Randwerte liberhaupt bestimmbar sind,
und lassen gleichzeitig die Anzahl der vorzugebenden
Anfangs- und Randbedingungen auch im Falle mehr-
wertiger charakteristischer Mannigfaltigkeiten — cha-
rakteristisches Anfangswertproblem — erkennen, wel-
chen man bei meteorologischen Problemstellungen fast
ausschlieBlich begegnet.

Im Falle zweier unabhingiger Veridnderlicher ge-
winnt man Aussagen, die den Gegenstand mathematisch
in voller Strenge auf anderem Wege bewiesener Exi-
stenz- und Eindeutigkeitssitze bilden und in wvoller
Ubereinstimmung mit diesen sind?). Der hiherdimensio-
nale Fall wird meist auf eine zweidimensionale Cha-
rakteristikenkonstruktion zuriickgefiihrt, auf diedeshalb
besonders eingegangen wird.

Die in den zitierten Versffentlichungen behandelten
Grundlagen des Charakteristikenverfahrens werden im
folgenden theoretischen Teil kurz wiederholt, da der
meteorologische Leser im allgemeinen mit der Problem-
stellung weniger vertraut sein diirfie.

I. Theoretische Grundlagen

Partielle Differentialgleichungen treten uberwiegend
in 2 Formen auf: Einmal als Einzeldifferentialgleichun-
gen hoherer Ordnung — diese ist bestimmt durch die
hichsten vorkommenden Ableitungen fir eine ge-
suchte Funktion (Beispiel: Laplace'sche Potential-
gleichung) und zum anderen als Systeme von Gleichun-
gen 1. Ordnung fiir mehrere gesuchte Funktionen (z. B.
Euler’sche Differentialgleichungen der Hydrodyna-
mik). Einzeldifferentialgleichungen hdéherer Ordnung
lassen sich stets auf ein System 1. Ordnung zuriickfiih-
ren, aber nicht umgekehrt. Fiir die Theorie ist die Be-
handlung von Systemen meist bequemer; die Ergebnisse

sind dann unmittelbar auf Einzeldifferentialgleichungen
hiherer Ordnung iibertragbar. Wir beschrinken uns
deshalb im folgenden auf die Behandlung von Systemen.
Man gewinnt einen natiirlichen Zugang zur Theorie
der partiellen Differentialgleichungen, wenn man die
Frage nach der sogenannten allgemeinen Lésung bei-
seite stellt und untersucht, wie und inwieweit sich aus
den vorgegebenen Anfangs- bzw. Randwerten eine Li-
sung des gestellten Problems unter Zuhilfenahme der
Differentialgleichung schrittweise gewinnen lift. Zur
Erleichterung des Verstiindnisses beginnen wir mit der
bekannten Theorie {iir 2 unabhiingige Veriinderliche.
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A. Systeme mit 2 unabhiingigen Variablen

1. Charakteristikenverfahren fiir ¢in System von
3 Gleichungen fiir 3 unbekannte Funktionen

Die 3 gesuchten Funktionen seien mit uk (k = 1,2,3), die
2 unabhéngigen Variablen mit x; (i = 1,2) bezeichnet.
l‘alk} sei die Matrix der Koeffizienten des aus 3 (j =

1,2,3) Gleichungen bestehenden, also bestimmten Sy-
stems. Da wir nur quasilineare Systeme betrachten, diir-
fen die a}k sowohl von den x; als auch von den uk, nicht

aber von den Ableitungen der uk abhiingen. Das gleiche
gilt fiir die inhomogenen Terme des Gleichungssystems,
die mit g; bezeichnet werden mégen.

Gegeben sei also das folgende System I. Ordnung:

ZZ Jk"

k=1 f=1

3
a:lu‘l_H' 112—[—4112141—}—4::]2 2—i—a]3 1

I -

*jalz = B¢ ) = 128

_ duk
1 dtl :

Zur Abkiirzung empfiehlt sich die Verwendung der in
der Tensorrechnung iiblichen Vorschrift, daB iiber die in
Produkten doppelt auftretenden Indices zu summieren
ist. Wir schreiben deshalb statt (1), indem wir die Sum-
menzeichen fortlassen, kurz:

k"k_ 8

Darin bedeutet wie liblich u

i= 12, k =123 j=124

.1

Gegeben sei weiter eine Anfangskurve 3 in der Form
o (%1, Xz) = 0, auf welcher die Anfangswerte der uk,
etwa als Funktion von x; oder eines passend gewihlten
Parameters, vorgegeben seien.

Fir das Folgende ist es zweckmiéBig, neue unabhin-

gige Variable &, &; gi" g“; ==0, einzufithren mit der Be-
X1 X

dingung, dal die Kurve £ = 0 mit der Anfangskurve 3,
also mit = 0 zusammenfillt (Fig. 1).

X2

A

Fig. 1

Mit der Vorgabe der Werteverteilung uk auf der Kur-

uk
08,
entlang ¢ = 0%), die als innere Ableitungen bezeichnet
werden, bekannt.

ve B sind dann auch die tangentialen Ableitungen

Wir fragen zunichst: Welche Bedingungen miissen er-
fullt sein, um mit Hilfe des Differentialgleichungs-
systems (1) und unter Verwendung der Kenntnis der
Verteilung der uk auf B die Verteilung der uk auf einer
der Kurve % unmittelbar benachbarten Kurve zu be-

‘] Iﬁt ... = ¥y, 50 schreiben wir im Anschlull an S a uer fiir die

innere Ableitung auch 'i;f
|

stimmen? Die Frage ist gleichbedeutend mit der Frage
nach der Berechnungsmoglichkeit der aus der Kurve
herausfiihrenden Ableitungen a—; Es versteht sich
von selbst, daB wir aus der inneren Ableitung und der
herausfithrenden Ableitung % jede herausfiithrende
Ableitung von uk linear zusammensetzen kénnen.

Die Einfilhrung der neuen Parameter £;,» ergibt zu-
néchst fiir

k _ Quk _ dukgg, duk 9§q

i am 9& 9 95 oxi

Eingesetzt in Gleichung (1) erhélt man:

(2) i 3§g} auk o I:I 3&'1 duk
Jk i’ 3E Jkﬁxl aE
Die aus ¥ herausfiihrenden Ableitungen ?“k bzw.
uk

g
g , die in diesem algebraischen System als Unbe-

kannte auftreten, sind dann jedenfalls eindeutig be-
stimmbar, wenn die Determinante des Gleichungs-
systems

(3) Dipyg,. vx,) = !ﬁ;k #il =

(3) stellt eine Bedingung an die Anfangskurve 33 und
an die auf ihr vorgegebenen Funktionswerte uk dar, die

1 . 2 i}
AEPa T A Py T O

ja in den afk vorkommen diirfen. Es ergibt sich also

folgende Alternative: entweder ist D & 0, dann sind
die aus B herausfithrenden Ableitungen eindeutig be-
stimmbar, oder es ist D = 0, dann nennt man die An-
fangskurve beziiglich der auf ihr vorgegebenen An-
fangswerte uk charakteristisch oder charakteristische
Grundkurve*), und dann ist die Bestimmung der her-
ausfitlhrenden Ableitungen nur — aber nicht mehr ein-
deutig — mdoglich, wenn auch die rechten Seiten des
Systems (2) sogenannten Vertriglichkeitsbedingungen
geniigen. Diese ergeben sich daraus, daB sich der Rang
der Keoeffizientenmatrix durch Hinzunahme der aus den
rechten Seiten von (2) gebildeten Spalte nicht erhéhen
darf; ihre Anzahl ist gleich der Erniedrigung des Ran-
ges der Koeffizientenmatrix beim Einsetzen charakte-
ristischer ¢;, ihr Ausdruck das Verschwinden gewisser
Linearkombinationen der rechten Seiten**). Im Falle der
Erniedrigung des Ranges um 1 ergibt sich die Veririg-
lichkeitsbedingung dadurch, daBi in (3) eine der 3 Spal-

P
ten resp. durch g — a’.k 9, '31{ ersetzt wird. Wegen des
IR dxi 954

Bestehens von D = 0 flihren die 3 moglichen Determi-
nanten dann, sofern die stehengebliebenen Spalten li-
near unabhingig sind, auf die gleiche Vertriiglichkeits-
bedingung. Im Falle, daB B eine charakteristische
Grundkurve ist, liefert das Differentialgleichungs-
system (1) in Form der Vertrﬁglidlkeitsbedingungen_ le-
diglich Bedingungsgleichungen fiir die auf 3 vorgegebe-
nen uk-Werte, die erfiillt sein miissen, wenn iiberhaupt
eine Losung existieren soll, jedoch nicht die heraus-
flihrenden Ableitungen der uk,

*) Die Bedingung (3) kann also auf zwelerlel Welse benutzt
werden: a) zur Kontrolle, ob die Anfangsmannigfaltigkeit T3
in der Form ¢ (3, ¥:) = 0 charakteristisch ist oder nicht, in-
dem man die , berechnet, in (3) einfiihrt und feststellt, ob
D verschwindet oder nicht. b) zur Bestimmung der charak-
teristischen Grundmannigfaltigkeiten, indem man die Be-
dingung (3) in der Form

Digex, fon)) = a}k ui |

benutzt, um die charakteristischen Grundkurven £, (x, X:)
= ¢onst, die diese Bedingungen erfilllen, zu berechnen. Im
aligemeinen geniligt es, deren Tangentenrichtungen zu be-
stimmen, also das Verhéltnis

= 0

= = dxg
Se¥;  SENs = b
1

Im vorliegenden Falle fiihrt dies auf die Aufldsung cubischer
Gleichungen, Man nennt diese einem festen Punkt xws, xs Zi-
geordneten Richtungen charakteristische Richiungen,

**y 5. C. Vertriglichkeitsbedingungen,
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Die Charakteristikentheorie liefert allgemein: jedem
System oder jeder partiellen Differentialgleichung kann
man eine der Bedingung (3) entsprechende, fiir eine
feste Stelle der x; giiltige homogene Form D{x’;,X’s) zu-
ordnen (x'y,x's laufende Variable der Form), die flir die
betreffende Stelle x; Auskunft gibt iber den Typ der Dif-
ferentialgleichung oder des Systems und iiber die Orien-
tierung der charakteristischen Mannigfaltigkeiten, die
ihrerseits wieder das Eindeutigkeits- oder Fortsetzungs-
gebiet, das EinfluBgebiet und das Abhéngigkeitsgebiet
festlegen®).

Die Form D ist dem Differentialgleichungssystem in
einer gegen Koordinatentransformationen invarianten
Weise zugeordnet.

a) Das nichtcharakteristische Anfangswertiproblem

Ist D = 0, so lassen sich die uk und damit alle aus %
herausfiihrenden Ableitungen eindeutig bestimmen.
Man ist also im Besitz der linearen Glieder der
Taylor-Entwicklung der Funktionen uk. Ebenso
lassen sich bei D = 0 auch hihere herausfiihrende
Ableitungen -— je nach den Differenzierbarkeits-
eigenschaften der Anfangswerte — berechnen.

Man kinnte mit diesen etwa Niherungswerte der
gesuchten Funktionen uk auf den Nachbarkurven
von B vermittels ’

5 . . duk, o dtuk L
(4} uklfymef)) =ukfo, £1) 415 (0, fa)e S (0. 81) 2
083 0§;

bestimmen und so von Kurve zu Kurve fortschrei-
tend die gesamte Ebene (x,, xs) mit Funktionswerten
uk helegen. A priori 146t sich hierbei iiber die Schritt-
weite ¢« keine Aussage machen. Es ist selbstverstidnd-
lich, dali ¢ nicht beliebig grofi gewiihlt werden darf,
andererseits wird bei unnétig klein angenommenem
¢ ein vermeidbarer Rechenaufwand erforderlich.

Im allgemeinen werden die Anfangswerfe nur in
diskreten Punkten der Anfangsmannigfaltigkeit be-
kannt und die Lésungen u* nur in diskreten Punk-
ten gesucht sein. Man wird deshalb das vorgelegte
System wvon Differentialgleichungen durch entspre-
chende Differenzengleichungen ersetzen. Das hierbei
benutzte Verhiiltnis der Maschenweiten ist nichtwill-
deiirlich, da theoretische Uberlegungen zeigen, dafi ge-
wisse Vorsichtsmaliregeln (Stabilitdtsbedingungen)
eingehalten werden miissen, wenn die auf diese Wei-
se gewonnenen Funktionswerte uk dberhaupt noch
als Niherungswerte der tatsiichlichen Lisung des
Problems angesehen werden sollen.

Wie Courant, Friedrichs und Le wy7?) nach-
gewiesen haben, ist zur Konvergenz des Differenzen-
verfahrens erforderlich, daBl ¢ eine gewisse Unglei-
chung zu erfiillen hat, die darin besteht, dali das aus
der Anfangsmannigfaltigkeit herausfithrende Inkre-
ment nicht iiber das entsprechende Fortsetzungs-
gebiet der Differentialgleichung herausragt, eine
Vorschrift, die beli dem nachfolgend beschriebenen
Charakteristikenverfahren automatisch erfiillt wird.

Wir wollen jetzt das Charakteristikenverfahren
vorerst fiir nur 2 abhiingige Variable uk (k = 1,2) er-
lautern:

Die nunmehr quadratische homogene Form D =
fa?k £al 5 L,ik = 1,2, die, gleich Null gesetzt, die Cha-
rakteristikenbedingung ergibt, legt fiir jeden Punkt
der Kurve B 2 charakteristische Richtungen fest, die
wir mit €y und €, bezeichnen wollen: Sind diese
Richtungen reell und verschieden, so heilit das Sy-
stem hyperbolisch; fallen sie zusammen, bzw, sind

sie komplex, so heiit das System parabolisch bzw.
elliptisch. Der Definitheits- bzw. Indefinitheits-

*) siche *) und vorliegende Arbeit 8. 6/7.

charakter der Form D ist dabei ein eindeutiges Kri-
terium fiir den Typ der Differentialgleichungen in
der Weise, dal definite Formen elliptischen, indefi-
nite hyperbolischen und ausgeartete Formen para-
bolischen Differentialgleichungen zugeordnet sind.

Das Verfahren erweist sich hier nur im hyperboli-
schen Fall als durchfithrbar. Zur Berechnung der
Funktionswerte uk in unmittelbarer Umgebung der
Kurve B tragen wir (Fig. 2) auf dieser eine Anzahl
von Gitterpunkten A,, Az, As... auf, deren gegensei-
tiger Abstand so klein gehalten werde, daf3 eine line-
are Interpolation der uk-Werte zwischen den Punk-
ten zuliissig ist; der Abstand wird also wesentlich von
der vorgegebenen Verteilung der uk, speziell von den
2. inneren Ableitungen, abhiingen.

Fig. 2

Durch jeden Punkt denken wir uns die beiden Tan-
genten an die charakteristischen Richtungen gezogen.
Im hyperbolischen Falle schneiden sich die von ¥
ausgehenden beiden Scharen. Die leicht berechen-
baren Schnittpunkte seien mit By, Ba, By . ... bezeich-
net. Nun identifizieren wir in erster Ndherung die
Tangenten in der Umgebung von B mit den charak-
teristischen Grundkurven.

Lings der Charakteristiken, z. B. lings A;B; und
lings A:B;, mull die Vertriiglichkeitsbedingung er-
flillt sein, die eine lineare Beziehung vermittelt zwi-
schen den Ableitungen der uk lings der Charakteri-
k Ak
duk 4 zw. den 9 und den
ds, ds2 duk
Funktionswerten auf der Charakteristik, wobei s
die Anderung der Variablen uk mit der Bogenlinge
auf einer Charakteristik kennzeichnet.

stiken, also zwischen den

Wegen der Voraussetzung tiber den hinreichend klei-
nen Abstand der Punkte A;, As .... auf 3 kénnen
wir weiterhin annehmen, dall auch die herausfiih-
renden Differentialguotienten in den Punkten A,
As .... durch Differenzenguotienten ersetzt werden
kénnen, so dall in A; bzw. A:

Quk g ey UEBY) — uk(AY) g 0 ren BBl — uk(A)
dsy FaY- dsg FaR- ™
angenihert werden kann. Wir haben also genau 2 li-
neare Gleichungen zur Verfiigung, die die beiden
unbekannten Funktionswerte uk (u! und u?) im
Punkte B, zu berechnen gestatten. Analoges gilt fiir
die Punkte Bs, Bs. ..., so dall durch dieses Verfahren
die uk-Werte in den Punkten B; auf einer zu 3 be-
nachbarten Kurve erhalten werden.

Aus der Theorie der partiellen Differentialgleichun-
gen® ist andererseits bekannt, daB das zu AjA»
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gehorige Fortsetzungsgebiet, das ist das Gebiet, in
dem auf Grund der vorgegebenen Verteilung der uk
in dem begrenzten Stiick A;As der Kurve B liber-
haupt eine eindeutige Lisung existiert, festgelegt
ist durch das Dreieck, das durch A;As; sowie die
beiden durch A;, As gehenden ,inneren“ Charakteri-
stiken (Fig. 3) begrenzt wird.

X3
Y

Fig. 3

Im Gegensatz zu dem gewdhnlichen Differenzenver-
fahren bietet die Charakteristikenmethode also die
Gewihr, daf3 die Funktionswerte nur innerhalb des
Bestimmtheitsbereiches erhalten werden, dieser aber
auch vollstindig mit Funktionswerten bedeckt
wird.

Typisch fiir Charakteristikenverfahren ist, dafl diese
zwar mit der Frage nach der Berechenbarkeit der aus
der Anfangsmannigfaltigkeit herausfithrenden Ab-
leitungen beginnen, diese Berechnung aber tatsiich-
lich nicht durchfiihren, sondern sie durch eine direkte
Berechnung der Funktionswerte uk an neuen be-
nachbarten Gitterpunkten (= Schnittpunkie von
Charakteristiken) vermige der mit dieser Frage ge-
wonnenen Vertrédglichkeitsbedingungen ersetzen.

Bei einem bestimmten System mit 3 abhéingigen Va-
riablen ist die homogene Form D (x,', x's) — vergl. (3)
— von III. Ordnung, so dal fiir jeden Punkt der
X1, ¥z-Ebene 3 Charakteristikenrichtungen angege-
ben werden konnen, von denen wir vorerst anneh-
men wollen, dall sie reell und wverschieden sind.

X2

Fallen mehrere Charakteristikenrichtungen zu-
sammen, so sprechen wir von einer mehrfach cha-
rakteristischen Richtung und entsprechend von einer
mehrfach charakteristischen Kurve.

Die oben als verschieden vorausgesetzten charak-
teristischen Richtungen méiigen resp. den Scharen
¢,, €;, €; der Grundkurven angehéren. Demzufolge
lassen sich auch 3 lings €,, €, €; geltende Ver-
triglichkeitsbedingungen angeben:

Man betrachte in Fig. 4 etwa die beiden Punkte A,
und As mit den 3 zugehédrigen Charakteristiken. Die
Vertrdglichkeitsbedingungen liefern, immer unter
der Voraussetzung, dal 3 nicht charakteristisch ist,
jeweils nur 2 lineare Gleichungen zur Bestimmung
der 3 unbekannten Funktionswerte uk in den Schnitt-
punkten S5, Ss,3 (letzterer in der Figur links oben)
und B;. Man gelangt jedoch im Punkte B, zu einer 3.
Gleichung, wenn man einen Zwischenpunkt F auf
AjAz derart bestimmt, daB seine charakteristische
Richtung durch B, hindurchgeht — gestrichelte Li-
nie —. Den Fullpunkt F findet man in 1. Niherung
dadurch, dal man zwischen den Charakteristiken €,
im Punkte A; und €; im Punkte A: interpoliert.
Durch Iteration kann man nach Vorliegen einer
1. Lisung fiir die Funktionswerte in B; den Fuli-
punkt F und die Charakteristikenrichtung beliebig
genau ermitteln. Durch bloBe Abzihlung kann man
zeigen, dall B, tatsichlich der einzige Punkt der Kon-
figuration ist, fiir den man eine ausreichende Anzahl
von Gleichungen beschaffen und damit die abhéngi-
gen Veranderlichen uk berechnen kann.

Fig. §

Die analoge Wiederholung der Konstruktion in
den Punkten Bs, By .... (Fig. 5) ergibt: Das Fortset-
zungsgebiet der Lisung ist gegeben durch das klein-
ste Dreieck, dessen Seiten gebildet werden von den
Charakteristiken, die durch die Endpunkte des An-
fangskurvenstiicks B gehen. In Fig. 5 ist das zu A A,
gehidrige Fortsetzungsgebiet das Dreieck A A,D bzw.
A agyDe,

Umegekehrt ist das Kurvenstiick AjA; das zu den
Punkten D und D’ gehirige Abhfingigkeitsgebiet auf
B (Fig. 6).

Den Bereich, der durch die #ulleren, durch die
Punkte A;, A; hindurchgehenden Charakteristiken
aus der x, x:-Ebene herausgeschnitten wird, nennt
man das Einflufigebiet, da alle innerhalb dieses Be-
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= X7
Fig, 6

reiches liegenden uk-Werte durch die Wertevertei-
lung auf 3 innerhalb A;A; beeinflullt werden.

b) Das charakteristische Anfangswertproblem

X2

Ist die Anfangskurve 2 charakteristisch, dann sind
wir weder in der Lage, die abhingigen Variablen
uk (k = 1,2,3) auf dieser willklirlich vorzugeben, da
die Differentialgleichungen das Bestehen einer Ver-
traglichkeitsbedingung zwischen den uk und deren
Ableitungen in 2 vorschreiben, noch sind wir in der
Lage, die Verteilung der uk auf den Nachbarkurven
eindeutig zu berechnen, solange nicht zusitzliche
Angaben hinzutreten.

Wir wollen im folgenden die Annahme machen, dail
die uk auf der als einfach charakteristisch angenom-
menen Anfangskurve 35 bekannt sind und die ent-
sprechende Vertréglichkeitsbedingung erfiillt ist
(Fig. 7).

—= X,
Fig. 7

Dije Vertriglichkeitsbedingungen lings A,S und A.S
liefern 2 Gleichungen fiir die 3 Unbekannten uk im
Schnittpunkt 5. Bei dem so gestellten Problem ist
die 3. noch erforderliche Beziehung fiir die uk auf
keine Weise zu beschaffen. Man erhilt deshalb eine
einparametrige Schar von Lisungen, worin sich die
Eigenschaft der Charakterstiken — B ist voraus-
setzungsgemilB charakteristisch — Verzweigungs-
linien der Lésungen zu sein, zeigt,

Das Problem wird jedoch sofort eindeutig, wenn
man z B. das Bestehen einer Relation in den uk
lings einer Kurve D vorgibt, die durch A; hindurch-
gehen moge und an jeder Stelle die Bedingung er-
flillt, daf3

ap = ag.

a ist der Neigungswinkel der Kurve I und ag der
Neigungswinkel der auf 35 folgenden Charakteristik
— hier €3 — gegeniiber der Anfangskurve. Fiir das
konstruktive Vorgehen zur Ermittlung einer Losung
lassen sich mehrere Vorschlige angeben; zweckmd-
Big erscheint der folgende:

Man berechnet in den Punkten A; As . . . . die
charakteristischen Richtungen. S sei die Spitze des
liber A,A, entistehenden Charakteristikendreiecks,
B; der Schnittpunkt von A:;S mit D (Fig. 7). Man
interpoliert die in B; anzubringende charakteristische
Richtung vorldufig aus den Richtungen in A, und
As, verlingert sie und bringt sie mit der Kurve B
in F zum Schnitt (Fig. 8). Die Lage des Punktes F
kann wieder durch Iteration so verbessert werden,
dall die in F eindeutig berechenbare charakteristi-
sche Richtung exakt durch By hindurchgeht,

Fig. 8

Zur Berechnung der Funktionswerte uk in By hat
man nun wiederum 3 Gleichungen zur Verfligung:
die vorgegebene Relation lings D, 2 Vertriiglich-
keitsbedingungen, nimlich je eine lings FB; und
lings A;B,. Die in den Vertriglichkeitsbedingungen
auftretenden Funktionswerte uk sowie Koeffizien-
ten und inhomogene Terme miissen gegebenenfalls
aus den Werten in A;, Ay interpoliert werden, falls
die Anfangswerte nur in den diskreten Punkten
Ay, As ... . bekannt sind. Am bequemsten ist die
Rechnung natiirlich, wenn die lings T vorgegebene
Relation in den uk ebenfalls linear ist, was bei me-
teorologischen Problemstellungen im allgemeinen
zutrifft. Die Verbindungslinie B,Aj ist nun nicht-
charakteristisch. Von ihr ausgehend gewinnt man
nach dem in a) beschriebenen Verfahren die Funk-
tionswerte in Bs, von BsA, ausgehend die in By und
so fort, also schlielilich die Funktionswerte in B,
Bz . ... auf der durch B; gehenden Nachbarcharak-
teristik zu B. Auf die gleiche Weise folgt die Be-
rechnung der uk auf der néchsten durch C; gehen-
den parallelen Charakteristik. Die Konstruktion
zeigt, dall bei Vorgabe einer Relation auf © und
der Anfangswerte uk auf B etwa auf dem Kurven-
stiick Aj;Ay die Lisung im Bereich A,A;D; ein-
deutig bestimmt ist und dariiber hinaus auch ge-
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mil a) in A;DyP, da A;D, nicht charakteristisch ist.
Ein entsprechendes Verfahren ldBt sich anwenden,
wenn lings D eine (echte) quasilineare Differential-
relation in den u}‘ vorgeschrieben ist, die in gleicher
Weise wie eine Vertriglichkeitsbedingung auf in-
nere Ableitungen g:: umgeschrieben werden kann.

Wie man leicht einsieht, wird dadurch lediglich der

1. Schritt des Verfahrens modifiziert und erschwert.
Das Verfahren ist auch anwendbar, falls © mit der
auf B folgenden Charakteristik zusammenfillt, also
an = ag ist.

Zweiwertiges charakteristisches Anfangswert-
problem '

Ist die Anfangskurve zweifach charakteristisch, so
sind zwei weitere Relationen auf Randkurven vor-
zugeben. Im Falle, daB die beiden Relationen auf
der gleichen Randkurve gegeben sind, vollzieht sich
die Lésungskonstruktion véllig analog dem unter b)
beschriebenen Charakteristikenverfahren. Gegeben
seien uk (k = 1,2,3) auf der zweifachen Anfangscha-
rakteristik, z. B. zwischen A, und A, die Vertriglich-
keitsbedingungen seien erfiillt (Fig. 9). Weiterhin
seien zwei Relationen bzw. Differentialrelationen in
den uk auf einer die Kurve 3 schneidenden Kurve
zwischen A, und D vorgegeben. Zur Berechnung der
uk-Werte im Punkte B, stehen die Vertriglichkeits-
bedingung zwischen A,, B; sowie die beiden Rela-
tionen auf T zwischen Ay By zur Verfiigung.

- X,

Fig. 9

Von den Werten auf As B; ausgehend gewinnt man
die Werte uk in B; vermittels der beiden Vertrig-
lichkeitsbedingungen®*) auf B;Bs und der Vertrig-
lichkeitsbedingung auf A:Bs: usw. Man erkennt un-
mittelbar, da sich auf Grund der Vorgaben die
Funktionswerte im Gebiet Ay Ay S D 5" A, herech-
nen lassen, das gleichzeitig das Eindeutigkeitsgebiet
darstellt, welches wiederum durch Charakteristiken
begrenzt ist.

Erheblich komplizierter gestaltet sich das Rechen-
verfahren, wenn die zusitzlichen beiden Randrela-
tionen auf nichtzusammenfallenden Kurvenstiicken
vorgegeben werden (Fig. 10).

Auf der zweifach charakteristischen Kurve 3 seien
die uk, die die Vertriglichkeitshedingungen erfiillen
magen, zwischen Ay und A,., vorgegeben. Weiter
sei je eine Relation auf den nichtcharakteristischen
Kurvenstiicken Ty und D, vorgegeben.

Filr den Fall, dal es léingst der Charakteristiken @,,. nur eine

Vertriglichkeltsbedingung gibt — denn es kann vorkommen,
daB der Rang der Matrix trotz Auftretens von Doppelwur-
zeln sich nur um 1 erndedrigt— (st das Problem nicht losbar.

Xy

Fig. 10

Jetzt lassen sich die Werte uk im Punkte B; nicht
mehr eindeutig aus den Werten auf AzA, berech-
nen, da lediglich 2 Gleichungen — némlich die Rela-
tion auf D3 und die Vertréglichkeitsbedingung lings
ABy — zur Verfiigung stehen. Vielmehr sind zur
eindeutigen Festlegung die Funktionswerte uk ent-
lang der Anfangskurve bis in die Nachbarschaft des
Schnittpunktes mit der weiteren Kurve Ty erfor-
derlich. '

Gesucht seien zunéchst die Wertetripel uk in den
Funkten By, By, ...., B,. Das sind 3n Unbekannte;
zu deren Berechnung stehen zur Verfligung in je-
dem Punkte B, 1 < i < n, 3 Beziehungen, néimlich
je 2 Vertriaglichkeitsbedingungen zwischen B; und
B;,, sowie die Vertriglichkeitsbedingung zwischen
B; und A . Das sind 3 (n—1) Gleichungen. Die noch
fehlenden 3 Beziehungen ergeben sich in Form der
beiden Randrelationen auf A¢B; und A,—, B, so-
wie der Vertriglichkeitsbedingung auf A, B, .

Man beniitigt also die Vorgabe von Funktionswer-
ten auf B iiber den Schnitt mit der Kurve T. hin-
aus,

Die Existenz von Lésungen dieses im allgemeinen
nichtlinearen und — auch bei guasilinearen Diffe-
rentialgleichungen — sehr allgemeinen Gleichungs-
systems ist nicht von vornherein gesichert. Es hiingt
vom Einzelfall ab, auf welchem Wege man die Li-
sung versuchen wird. Es ist nicht ausgeschlossen,
dali das Relaxationsverfahren auch bei Nichtlineari-
tit des Problems mit Erfolg angewandt werden
kann,

Hat das Gleichungssystem jeweils eine eindeutige
Losung, so macht man sich leicht klar, dall auf
Grund der Vorgaben die uk eindeutig bestimmt sind
in dém durch Charakteristiken begrenzten Gebiet
Ag ApniyChiCo Ay, vorausgesetzt, daB die Rela-
tionen auf Dy und D bis zu den PunktenQ undC,, .,
wirklich bekannt sind.

Charakteristikenverfahren fiir bestimmte Systeme
mit mehr als 3 abhiingigen Variablen

a) Das nichtcharakteristische Anfangsweriproblem

B sei eine nichtcharakteristische Anfangskurve, auf
welcher simtliche uk-Werte (k = 1, . . . . 1) vor-
gegeben seien. Die Charakteristiken seien alle reell
und zunéchst verschieden vorausgesetzt: Von jedem
Punkt der Kurve 3 gehen ebensoviele, nimlich 1
Charakteristiken aus, als abhéngige Variable im
System auftreten. S sei die Spitze des kleinsten iiber
AjAs errichtbaren Dreiecks, dessen Seiten von Cha-
rakteristiken gehildet werden,
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> X7

Fig. 11

In der Fig. 11 ist 1 = 4 angenommen. Das Charak-
teristikenverfahren kann hier in viillig analoger
Weise, wie in 1 a) beschrieben, angewandt werden.
S ist der einzige Punkt der Konfiguration, fiir den
sich geniigend Vertriiglichkeitshedingungen, nimlich
zwischen A4S, FaS, FyS, A.S zur Bestimmung der 4
abhiingigen Variablen in S gewinnen lassen. Die
mglichst genaue Festlegung der Fullpunkte F: und
Fy sowie der durch diese Punkte gehenden Charak-
teristikenrichtungen kann wieder iterativ erfolgen.
Das zu A;As gehiirige Forisetzungsgebiet, in dem
eine eindeutige Losung durch die auf A,As vorge-
gebenen u¥%-Werte garantiert wird, ist wiederum
durch das kleinste charakteristische Dreieck A1A=S
gegeben. Ist eine der Charakteristiken p-fach zu
werten, so existieren im allgemeinen auch ldngs der
p-fach ziéhlenden charakteristischen Kurve p von-
einander linear unabhiingige Vertriglichkeitsbedin-
gungen.

Das charakteristische Anfangswertproblem

Die Charakteristikenkonstruktion bei charakteristi-
schen Anfangsmannigfaltigkeiten erfihrt gegeniiber
dem in Abschnitt 1 b) beschriebenen Verfahren le-
diglich die Modifikation, dali noch weitere Scharen
von Charakteristiken auftreten (Fig. 12). S sei die
Spitze des kleinsten iiber A;As errichtbaren cha-
rakteristischen Dreiecks, B; der Schnittpunkt zwi-
schen AsS und der Kurve T, auf welcher eine Rela-
tion bzw. Differentialrelation in den uk vorgegeben
sei, die das Problem eindeutig bestimmt macht.

Fig. 12

Man interpoliert zunidchst die durch B, gehenden
Charakteristikenrichtungen ¢,, €., €, und erhilt
3 Vertriglichkeitsbedingungen zwischen BFi, B\Fy
und B;A.. Diese sowie die auf D vorgegebene Rela-

tion bilden 4 Bestimmungsgleichungen zur Berech-
nung der 4 uk-Werte in B;. Die Fortsetzung dieses
Verfahrens geschieht analog zu dem in 1 b) angege-
benen Verfahren, Die Kurve © mufi dabei wieder,
grob gesprochen, innerhalb des Winkelraumes zwi-
schen B und der Charakteristik mit dem kleinsten
Neigungswinkel gegen B liegen. Sie kann auch mit
dieser angrenzenden Charakteristik zusammental-
len.

Besonderer Erwihnung bedarf der Fall, dal} die Aus-
gangskurve 3 mehrfach (p-fach) charakteristisch ist.
Das Gleichungssystem (2) mit k,j = 1,2 .. . n, auf
das man dann stoBt, hat meist den Rang n — p¥%
und erfordert zur eindeutigen Lésung p weitere Be-
dingungsgleichungen, die z. B. aus Relationen in den
uk bzw. in quasilinearen Differentialrelationen ldngs
der Kurve © oder auch lings nicht zusammenfal-
lender Kurven bestehen diirfen.

Die Forisetzung einer Lésung iiber den Bestimmt-
heitshereich hinaus, der stets durch Charakteristiken
hegrenzt wird, ist allgemein miglich, wenn die Vor-
aussetzungen erfiillt sind, die bei charakteristischen
Anfangsproblemen zu stellen sind. Diese Fortset-
zung ist nichts anderes als die Behandlung eines
charakteristischen Anfangswertproblems.

B. Systeme mit n (n = 32,4) unabhiingigen Variablen

Wir betrachten in diesem Abschnitt n-dimensionale
Probleme mit den unabhingigen Variablen xy, Xz . . . .
Xp, wobel spiter bei meteorologischen Problemstellun-
gen X, als Zeitkoordinate interpretiert werden wird.

Vorgelegt sei ein System von 1 quasilinearen Glei-
chungen mit den | unbekannten Funktionen ut, u®..
uk , . ul der n unabhiingigen Veriinderlichen x; . ... x,
der Form

ki=12....1
) ahuk =g i =12..n
(5] a]k": Bj " rk

. = .
i oxj
Weiterhin sei wiederum eine Anfangsmannigfaltig-
keit in impliciter Form

(6) @ (X1, X2 ... Xp) =0

vorgegeben, auf der — evtl. nur in einem beschrink-
ten Gebiete — die Funkiionswerte uk und damit auch
deren innere Ableitungen (Ableitungen auf dieser Man-
nigfaltigkeit) bekannt seien.

Das vorliufige Ziel bildet die Bestimmung der aus
der Anfangsmannigfaltigkeit herausfithrenden Ablei-
tungen. Wir fithren dazu neue unabhiingige Variable
5,818, als Funktionen der alten Variablen xj, Xz . . .
x, ein und wihlen &, so, dafi die Fliche £, = 0 mit
der Anfangsmannigfaltigkeit ¢ = 0 zusammenfdllt**).
Die Frage lautet dann: unter welchen Bedingungen las-
Juk
sen sich die (i;

L
und aus den auf ¢ = 0 vorgegebenen Funktionswerten
duk

aus dem vorgelegten Gleichungssysiemn

pk (also auch aus deren inneren Ableitungen
m = 1,2 ... n—1) bestimmen?

dfm

Die Transformation liefert fir
k — duk - dul dEn‘ = 19 n

u. ) : s m
JEm  Oxi !

i Uw

) rlumltcn immer, wenn die Matrix von (2) bei Einfilhrung z. B.

d&s 0f: .

von 2% ::2Y als Variablen einfache Elementarteiler besitzt.
{:IK| i.hl

) Zweckmifigerweise wird man &) = X, §3 = X4, ... 5n =

dp

wihlen, vorausgesetzi, dad 3xn =0. Wir schreiben dann fir

duk duk
die inneren Ableitungen Ak i=12....nl auch
-1

i=12...

"i:‘-i
. n-l,
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Damit wird (5)
i ko _ i Buk ofm
kY T Mk FEm B

nuk gk
oder, wennman dieinteressierenden Ableitungen =du

i)
dn dp
besonders heraushebt
(7) i dukdyp

o i Ouk Em _
kdg ax B

un SEnm Bui =b; , m=12...n1
1. Charakteristikenbedingung

Die 1 Ableitungen uk sind demnach nur dann ein-
deutig bestimmbar, wenn

-a;k?"! = 0.
Ist die Charakteristikenbedingung
P
(8} ajkw,‘ =0.

fiir die Fliche ¢ = 0 erfiillt, so existiert eine — wenn
jetzt auch nicht mehr eindeutige — Lésung fiir die u!;_

nur dann, wenn auch die rechten Seiten b; von (7) so-
genannten Vertriglichkeitsbedingungen geniigen, die

zum Ausdruck bringen, dafi der Rang der Matrix (a;k i)

durch Hinzunahme der Spalte der b; nicht erhoht wer-
den darf*).

Die Charakteristikenbedingung 146t sich folgender-
malfien geometrisch deuten:

Die ¢; sind nichts anderes als Komponenten eines
Normalenvektors der Fliche ¢ = 0 an einer bestimm-
ten Stelle ( X1 .. .. %X,). (8) bringt dann zum Ausdruck,
dafl nur Flichenelemente ¢, deren Normalenvektoren
[¢;] dieser Bedingung geniigen, charakteristisch sein
kiinnen. Deutet man die ¢; als Koordinaten x; eines

(x,, x, ..
11 *a
betrachteten Stelle des x;-Raumes zusammenfillt, so

. x'n )-Raumes, dessen Ursprung mit der

ist :a}kx;! = 0 die Gleichung eines n-dimensionalen Ke-
|

gels l-ter Ordnung CM (des Normalenkegels), dessen

Scheitel im Ursprung des Koordinatensystems ¥, liegt

und dessen Mantellinien die méglichen Normalenrichtun-
gen angeben. Die Gesamtheit der auf den Mantellinien
senkrechten (also charakteristischen) Flichenelemente
umhiillt wieder einen n-dimensionalen Kegel (l-ter
Klasse) CS, der Strahlenkegel heillt. Die Gestalt des
Normalen- und Strahlenkegels hingt im allgemeinen
sowohl von der Stelle [x;] als auch von den ins Auge
gefalten Losungen [uk] ab und ist lediglich bei linea-
ren Gleichungen mit konstanten Koeffizienten unab-
hingig davon im gesamten Raume dieselbe. Ist die
Koordinate x, als Zeitkoordinate ausgezeichnet, so
heifit die Schnittmannigfaltigkeit von CN bzw. CS mit

%, = — 1 Normalen- bzw. Strahlenfliche.

n
Der Definitheitscharakter der homogenen Form
C= |";hgii — sie heilit charakteristische Form des Dif-

ferentialgleichungssystems — dient nun zur Typen-
unterscheidung: Das System heil3t an einer bhestimmten
Stelle des Raumes hyperbolisch, wenn die Form C
indefinit ist (d. h. Werte beiderlei Vorzeichens anneh-
men kann), es heifit elliptisch, wenn C definit ist (d. h.
Werte nur eines Vorzeichens annimmt) und es heifit
parabolisch, wenn C ausgeartet ist (d. h. sich durch eine
homogene lineare Transformation mit nicht verschwin-
dender Determinate auf weniger als n Verdnderliche
transformieren l40Gt).

Ganz entsprechend findet man bei Einzeldifferential-
gleichungen héherer Ordnung fiir eine unbekannte

*) Siehe Abschnitt C: ,Vertrdglichkeitsbedingungen®

Funktion u die charakteristische Form der Differential-
gleichung. Ist zum Beispiel

Al Vi) = g ;L k1=1....n

eine quasilineare Differentialgleichung 3. Ordnung, so
ist ihre charakteristische Form

C = ajxx,x.

Deren Definitheitscharakter dient wieder der Typen-
unterscheidung.

Die Charakteristikenbedingung ist fiir eine Fliche
@ (X1, Xs . ... X,) erfiillt, wenn gilt
Bkl Wi Pr P = 0.

Vom Standpunkt der Theorie ist der total hyper-
bolische Fall besonders ausgezeichnet. Bei diesem be-
stehen Normalen- und Strahlenkegel aus k/2 einander
umschliefienden reellen Minteln. Es gelten dann fol-
gende allgemeine Aussagen, die Erweiterungen ent-
sprechender Aussagen bei 2 unabhiingigen Veriinder-
lichen darstellen:

(1). Unstetigkeiten der Lisungen breiten sich entlang
der charakteristischen Mannigfaltigkeiten aus.

(2). Das Abhiingigkeitsgebiet eines Punktes P ergibt
sich nidherungsweise durch den Schnitt der kon-
vexen Hiille des in P angebrachten Strahlenkegels
mit der Ausgangsmannigfaltigkeit (Genauer: des
in P angebrachten Strahlenkonoids oder charak-
teristischen Konoids).

Diese Aussagen sind bislang nur {iir den Fall linea-
rer Gleichungen streng bewiesen, jedoch ohne Zweifel
auch fiir nichtlineare wenigstens qualitativ richtig®).

2. Charakteristikenverfahren fiir mehr als
2 Dimensionen

Ebenso wie im Falle zweier unabhiingiger Veréinder-
licher kann man auch bei mehreren Variablen die
charakteristischen Mannigfaltigkeiten vermdge der in
ihnen geltenden Vertriiglichkeitsbedingungen zur nihe-
rungsweisen Integration der Differentialgleichungen
henutzen.

Zur Erklirung des Prinzips 19) nehmen wir an, die
Differentialgleichungen seien linear und total hyper-
iolisch; die Gestalt des charakteristischen Kegels hiingt
also nur von der Stelle [x;], nicht mehr aber von den
[uk] ab. x, bedeute die Zeitkoordinate, die Anfangs-
mannigfaltigkeit sei x, = 0 und nicht charakteristisch.
Die Projektion des charakteristischen Kegels im Punkte
P (0,0,.... At)in die x,, x,-Ebene habe die in Fig. 13
skizzierte Gestalt.

Q@ Qe ¥ o

Fig. 13

Wir wollen zur Integration alle diejenigen in P tan-
gierenden Hyperebenen henutzen, deren Normalen-
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vektoren keine Komponente in der Xs Xs . . . Xj.1~
Richtung aufweisen, fir die also g2 = @3 . ... = @n.
= 0 ist. Diese Ebenen beriihren den charakteristischen
Kegel tatsdchlich lings der eingezeichneten Mantel-
linien PQy, PQs, . . . PQ..

Die fiir die Punkte Qy, k = 1,2 .. 1, in den einzelnen
charakteristischen Hyperebenen angeschriebenenen Ver-
triglichkeitsbedingungen, in denen die auftretenden
Differentialquotienten wieder durch Differenzenquo-
tienten ersefzt werden, liefern dann die bendtigten 1
Bestimmungsgleichungen fiir die unbekannten Funk-
tionswerte uk(P).

Die in den Vertriglichkeitsbedingungen vorkommen-
k
den inneren Ableitungengf ,m = 1,2 ...n—1, schrei-
sm
ben wir im folgenden wegen der getroffenen Wahl
dyk

Em = Xm— s. Fulinote Seite 9 — .
dxm

Fir deren Approximation durch Dif-
ferenzenquotientenist jedochzubeach-
ten,dafB die dabei benutzte Schrittweite
mindestenssogroB gewihltwerden muli,
dafl dassich dadurchergebende Abhin-
gigkeitsgebietvonPnichtkleineristals
der durch die konvexe Hiille des Strah-
lenkonoids in P aus x, = 0 ausgeschnit-
tene Bereich. Denn nur dann ist bei pro-
portionalerVerkleinerung der Maschen-
weiteneine Konvergenzder Nidherungs-
lisungen gegendieexakte LGsungzuer-
warteni),

Auf dieselbe Weise findet man die Funktionswerte
uk in allen Punkten P (xy, . . . X,.1, /\t), soweit sie
durch die Anfangswerte in t = x, = 0 noch be-
stimmt sind. Aus den Werten im Niveau /At folgen die
Werte im Niveau 2 At usw. Da man darauf Wert le-
gen mufl, dalf der maximale Durchmesser @@, des
Strahlenkegels von der Grifenordnung der verwen-
deten Mascheneinteilung des Raumes ist (die Anfangs-
werte der Funktionen uk sind im allgemeinen nur in
Gitterpunkten eines Raumgitters gegeben), folgt dar-
aus zwangsliufig eine Beschrinkung des Zeitschritts
."J'lt-

Im allgemeinen, nichtlinearen Fall kann man als
charakteristischen Kegel in P(/\t), der jetzt ja von den
erst zu bestimmenden Funktionswerten u¥ abhingt,
niherungsweise den dem Punkte P(0) zugeordneten
Kegel verwenden und notigenfalls nach Berechnung der
Funktionswerte durch Tteration verbessern.

Auf eine Diskussion des charakteristischen Anfangs-
wertproblems und der zahlreichen, bei nicht mehr
hyperbolischen Gleichungen und ausgearteten Formen
des charakteristischen Kegels sich ergebenden Sonder-
félle sei hier wverzichtet und auf die Behandlung der
meteorologischen Beispiele im Teil IT verwiesen. Sie
liift sich nach denselben Prinzipien wie auch bei 2
unabhiéingigen Verdnderlichen durchfiihren.

Statt dessen wollen wir das eben allgemein skiz-
zierte Charakteristikenverfahren an einem der An-
schauung zuginglichen Beispiel i einzelnen vorfithren
und wéihlen dazu ein Systemn mit konstanten Koeffi-
zienten fiir 2 gesuchte Funktionen von 3 unabhiingigen
Verdnderlichen, deren Werte fiir xy3 = 0 vorgegeben
seien. :

3. Beispiel eines dreidimensionalen Charakterisiiken-
verfahrens '

Zwel Funktionen u! und u? von 3 unabhingigen
Verinderlichen xi, Xs, X3 sollen so bestimmt werden,
dall sie fur x3 = 0 vorgegebene Anfangswerte anneh-

men und den beiden Differentialgleichungen

~du! | du? du?
Yom Tom Tam —°
BT T
i Tt T~

geniigen®).

Als Differentialgleichung der charakteristischen Man-
nigfaltigkeiten erhilt man nach (8)

I L4t s |
aRti| = | =169 fpat—ps® = 0
- ) — Py PPy I

Der Normalenkegel wird demnach durch die Glei-
chung beschrieben

‘2 ‘2 2
16%, -+ Xy T Xy = Q.

Die Form
‘2
3
ist von 2. Ordnung, indefinit und nicht ausgeartet, das
System also hyperbolisch (hier sogar total hyperbo-
lisch). Entsprechend ist der Normalenkegel ein reeller,
nicht ausgearteter Kegel 2. Ordnung. Seine Gestalt ist,
da das vorgegebene System konstante Koeffizienten
hat, unabhingig von den [uk] und den betrachteten
[x;] des Raumes. Als zugehérigen Strahlenkegel fin-
det man**)

U B I
C.-10x1 +x2 X

2

1 ] E
—_— ¥ —x
16 T ] E]

= 0 (Fig. 14).

Xy

Fig. 14

Die Normalen- bzw. Strahlenfléiche besteht aus dem
Inneren der Ellipsen
‘2
X

2 ‘2 1 ‘2
1611 +I2 = | bm.E-an -1,

Letztere stellt nach der allgemeinen Theorie das Ab-
hiingigkeitsgebiet des Punktes P (0,0,0) in der Ebene

Xy = —1 dar.

*) Man stellt leicht fest, daB dann u' und u? fir sich der Dif-
ferentialgleichung IT, Ordnung
o e dFu
L | 2
also einer Differentialgleichung vom Typus der Wellenglei-
chung, geniigen.

=0

n L
“*Jin der analytischen Geometrie wird gezeigt: Ist E“""‘i‘u =g
1
dieg Gleichung eines n-dimensionalen, nichtausgearteten ( s
F=0) Kegels 2. Ondnung und bedeutet {(Ax ) die Inverse der
Matnix (ax ), so stehen die Flichenelemente des Kegels
n

El'il.'dl.’_xt =0 senkrecht auf denSeitenlinien des gegebenen Ke-
1
gels und umgekehrt, Das ist aber die gwischen Strahlen- und

Normalenkege! verlangte Beziehung, 5. 2. B, auch Cou -
rant R Hilbert D).
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Entsprechend unserem Vorschlag auf Seite 10 wol-
len wir bei der niherungsweisen Integration in der
(x1, Xa)=Ebene arbeiten und erhalten als Gleichung des
Strahlenkegels im Punkte P (0, 0, h) bezogen auf den
(%1, X2, Xg)-Raum '

12

‘ =+ X — (u—hP =0,

dessen Projektion auf die (x;, x3)-Ebene gegeben ist
durch

Ilz
— — —h? =
= (xs—h) 0.
Dies ist das Geradenpaar (Fig. 15) El = + (xa — h),

das die x(-Achse in den Punkten - 4 h schneidet.

X3

3

2} %(uém o u-tloo) - #{,u?!m . “fl—m] =0

1{ 1" 107 1{ 2 2
B) 2El4i0 — “1-10} - F(“:m - “om} =0
Deren Auflésung lautet:

o = ! _ 1hf2 g [
001 100 2?( -110 -1-10;

2 2 1 h{1 1

Yoo1 = Yoo ?1«'(“110 - “;-10}'

Die allgemeine Vorschrift, daf die Maschenlinge k
so zu wahlen ist, daB der Abhingigkeitsbereich des
Niherungsverfahrens — hier unseres als Differenzen-
verfahren erscheinenden Charakteristikenverfahrens —
nicht kleiner wird als der entsprechende der Differen-

Q4 0

Pig.

Die Gleichungen der den Kegel lings der Mantel-
linien PQ,, PQ: beriuhrenden charakteristischen Ebenen
iauten also

g =% & b—h) = o
Die zugehorigen Normalenvektoren haben die Kompo-
nenten (1/4), 0, * 1), so dall bei der gem#B (1) bis (3)

durchzufithrenden Transformation die Gleichungs-
systeme werden
a) fir ¢ = -.:-x. — (xa—h)
du! du _ du! . du?
0 3 + 0 By = 4 ix, -
du! du? du? du?
—_ 4 2 = u _—
© dy o %y T %,
b) fiir p = %xl 4+ {xa—h)
du? dn? duy! du?
2 .r— +0 — = —4 — — —
dip dip 4 %, dxs
Al di® 1 H
o - du du du . du

AR TR S

Ersichtlich lassen szich in beiden Fillen die heraus-
Ak

f—;"; nicht bestinmen, da bei-

desmal die Koeffizientendeterminante verschwindet.

filhrenden Ableitungen

Als Vertriglichkeitsbedingungen erhédlt man nach
Vorschrift*)
dul du?

Der Ersatz der Differentialguotienten durch Dif-
ferenzenquotienten — in der (x;, x:)-Ebene wird ein
rechtwinkliges Netz der Maschenweiten /\x; = 4h,
Dxe = k, wobei k vorldufig offen bleibt, zugrunde-
gelegt — liefert mit der iblichen Bezeichnung der
Funktionswerte an bestimmten Gitterpunkten durch
angehingte Indizes:

al - 0 bzw. b) ::u?l — 4@ = Q.
s

l‘;ﬁ|

*) & C: Vertrédglichkeitsbedingungen

4R er
15

tialgleichungen, liefert als kleinstmégliche Maschen-
weite k = h.

Die Aufstellung des sog. -Schemas ) zu obigen
Formeln zeigt, dafl das Verfahren fiir k = h noch
stabil ist und daB die Wahl k gréfer als h die Stabili-
tit wverbessern wiirde.

Es scheint nidmlich eine allgemeine Eigenschaft von
Charakteristikenverfahren zu sein, dal bei richtiger
Wahl des Ausgangsgitters die sich ergebenden Diffe-
renzenformeln sowohl den Abhingigkeitsbereich eines
Punktes richtig wiedergeben als auch gleichzeitig sta-
bil sind.

C. Explizite Formulierung der Vertriglichkeits-
bedingungen

Jedes Charakteristikenverfahren zur Integration par-
tieller Differentialgleichungen stiitzt sich in entschei-
dender Weise auf den Schlufl, dall im Falle einer
charakteristischen Anfangsmannigfaltigkeit £, = ¢ (x),
Xs . . X} = 0 das Verschwinden der Determinante

i .
ajktpi jJk=12...1
des linearen Gleichungssystems (3} fiir die herausfiih-
Juk
renden Ableitungen %
k" Fp T8 T Tk 3 Ow
abgekiirzt
i duk )
ajkiFl a_‘F' b] .

unter Voraussetzung der Existenz einer Lisung [uk]
zur Folge hat, daf} die rechten Seiten b; gewissen Ver-
traglichkeitsbedingungen geniigen miissen.

Denn fir die Liésbarkeit linearer Gleichungssysteme

cjkxk = dj. ik=12..1,

besteht die grundlegende Alternative: Entweder ist
die Determinante 'c¢j der Koeffizientenmatrix (¢ )
== 0, dann ist das System ohne Einschrinkung fir be-
liebige rechte Seiten d; eindeutig losbar, oder es ist
¢k | = 0, dann ist das System dann und nur dann —
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aber nicht mehr eindeutig — lésbar, wenn durch die
Hinzunahme des aus den rechten Seiten gebildeten

Spaltenvektors
l ! ‘
l{l

zu den Spaltenvektoren &, =

der Rang des von diesen aufgespannten Vektorgebil-
des nicht erhéht wird.

Wenn es also eine Lisung uk des Differentialglei-
chungsproblems gibt, so miissen die rechten Seiten von
(3) diese Forderung erflillen.

Die eben wvektoralgebraisch formulierte Bedingung
1406t sich in der Form von linearen Gleichungen aus-
driicken, denen die rechten Seiten geniigen miissen und
deren Anzahl p sich direkt aus dem Rang 1-g der Matrix
lcjie) ergibt. Die Gewinnung einer Vorschrift zur Auf-
stellung solcher Gleichungen ist das Ziel der folgenden
Betrachtungen.

Diese Gleichungen stellen fiir unser Charakteristi-
kenverfahren diegesuchten Vertriglichkeitsbedingungen
— Beziehungen zwischen den inneren Ableitungen der
gesuchten Funktionen [uk] in ¢ = 0 — dar, die sich zur
niherungsweisen Bestimmung der Liéisungen [u¥] ver-
wenden lassen.

Seien also €;, €. ..... ¢, die Spaltenvektoren der
vorgelegten Matrix (¢j;) vom Rang l-o. Nach Voraus-
setlzung gibt es unter diesen l-p linear unabhiingige.
Wir denken uns die Matrix unter eventueller Vertau-
schung von Spalten, d. h. Umnumerierung von Unbe-
kannten, so angeschrieben, dall speziell die ersten 1-u
Spalten linear unabhiingig sind. Man betrachtet dann

Cyi Cpu Cl'i-(. l‘ d, I
|
G Cag € l-p | ds
: I
I
i I
g1 Cl-p2 eglg | dl-g
o cla Gle 4 |

worin d; die rechte Seite der j-ten Gleichung bedeutet.
Wir kiinnen nun weiter annehmen, dal3 die Reihenfolge
der Gleichungen bereits derart war, da3 die links oben
stehende 1 - o - reihige Unterdeterminante nicht ver-
schwindet.

Der Rang des obigen Vektorgebildes, das jetzt auf-
gefalit wird als aus Zeilenvektoren bestehend, dndert
sich nun bei sogenannten elementaren Umformungen —
Linearkombinationen von Zeilen oder Spalten — nicht.
Man kann durch eine Linearkombination von Zeilen
stets erreichen, dali die Matrix libergeht in

[t Cig Cl_lw,:) dy |

Sepi Clog,2 €l-g,l-p d"-{) '
I-

oo o fﬁ—:jdj"'dl-pn
| 1
|-
0 0 f)»gjdﬁdl

1

Die hierin auftretenden /i, 1l S iSpg,l =js1—0
sind eindeutig bestimmt.

Die Forderung, dall das aus den Spaltenvektoren der
obigen Matrix gebildete Vektorgebilde den Rang l—o
haben soll, ist #dguivalent damit, dafi alle 1 —g + 1-
reihigen Unterdeterminanten verschwinden.

Man findet unmittelbar die linear unabhiéingigen Ver-
trﬁglid'tkeitsbedingungen fiir die rechten Seiten d,

?d‘l dl-rdl-{iﬂ =0, i= 12,

Besonders einfach ist der Fall » = 1. Hier gibt es in

.’: Ciy i l-1 L_i.
{ ;

|

|
| i
"'t <l ’ B A ¥ d

iiberhaupt nur eine 1 — ¢ + 1 = l-reihige Unter-
determinante, Die Vertriglichkeitsbedingung besteht
einfach in dem Verschwinden der Determinante der
angeschriebenen Matrix. Man zeigt leicht, dall man stets
— bis auf einen Faktor —— dieselbe Vertriglichkeitsbe-
dingung erhilt, gleichgiiltig welche 1-1 linear unabhiin-
gigen Spaltenvektoren der Matrix (cj;) man heraus-
greift.

Deispiel:

Die Transformation des im Teil II, A auftretenden
Gleichungssystems (1')-(5") auf das dreifach charakteri-
stische Flichenelement ¢ = oy (x; — vit) + o (X2 — V&)
+ o3 (xg — v3t) = 0 (es ist dies, bei willkiirlichen o, das
Ebenenbiischel durch die dort auftretende Gerade G)
fithrt fiir die aus dem Flichenelement hinausfithrenden
Ableitungen auf ein System der Form

0 gnto-fhto Sl o P+ UL — o,
o o o LT — b
snn?-l-ps -Hm-a " fo g; 0- $=b|
E;;J+o ‘53; y %T“'{:—f;*i“ ET% -

{abhiingige Variable vi, o,p).

Die rechten Seiten sind zur Abkiirzung mit by ...
zeichnet. Die Matrix dieses Systems

bs be-

0 0 a 0 5
¢

0 0 0 0 i
[J

0 0 0 0 %
o

oy [N [ Q 0
0 0 0 0 0
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hat den Rang 2, da alle 3reihigen Unterdeterminanten
verschwinden und z. B. der erste und letzte Spalten-
vektor linear unabhiingig sind.

Waren b; die rechten Seiten des zugehérigen Glei-
chungssystems, so betrachtet man jetzt die Matrix

| oy 4 ¥y b
III 0 ‘; b,, '.I B Q z_,- b_1 b
| 0 | oder nach Um- | |
! ] ¢ ba | formung so, da8 | 0, ] b,
. s die links oben- '
| w2 bs | stehende 2reihi- © © b
| ge  Unterdeter-
|| 60y Qo by | minantevonNull . o bl by
| werschieden: ist. 3 |
I o 0 by I T B Y
I. [ | {3

II. Zur Charakteristikentheorie bei

Die Aufgabe,einen Zustand der Atmosphire fiir einen
spiteren Zeitpunkt mit den Mitteln der theoretischen
Physik vorauszusagen, fiihrt auf folgende Problem-
stellung:

Gegeben sei die Anfangsmannigfaltigkeit ¢ (%, v, z, 1)
= 0 — im allgemeinen wird man von der Anfangsman-
nigfaltigkeit t = const ausgehen —, auf welcher die me-
teorologischen Variablen, die den Zustand der Atmo-
sphire beschreiben, vorgegeben sind. Das Ziel ist, eine
Verteilung dieser Zustandsvariablen mit Hilfe von aero-
und thermodynamischen Differentialgleichungen unter
Beriicksichtigung der speziell in der Atmosphire giilti-
gen Bedingungen fiir einen spidteren Zeitpunkt zu ge-
winnen.

Wir fragen zuniichst nach der Verteilung der meteo-
rologischen Zustandsgréfen auf einer Fliche, die der
Anfangsmannigfaltigkeit ¢ = 0 unmittelbar benachbart
ist, also auf der in unserem Falle dreidimensionalen
Hyperfliche ¢ = ¢ wobei £ so klein vorausgesetzt
werde, dall zwischen den Funktionswerten auf ¢ =0
und ¢ = * ¢ lineare Beziehungen in ¢ angenommen
werden konnen. Ist es moglich, auf der Fliche ¢ = + ¢
eine Lisung zu konstruieren, so kann durch fortgesetzte
Anwendung dieses Verfahrens prinzipiell auch auf einer
beliebig weit von der Fliche ¢ = 0 entfernten Mannig-
faltigkeit eine Losung erzielt werden, sofern diese iiber-
haupt durch die Anfangswerte soweit bestimmt ist.

Die Frage nach der Lisbarkeit in unmittelbarer Um-
gebung der Anfangsmannigfaltigkeit ist identisch mit
der Frage nach der Bestimmungsmoglichkeit der aus

duy

dg
wenn mit uk die Zustandsvariablen bezeichnet werden.

der Anfangsfliche herausfiihrenden Ableitungen

A. Nichtspezialisierte urspriingliche Grundgleichungen

Zur Lisung stehen die folgenden aerodynamischen
und thermodynamischen Differentialgleichungen zur
Verfiigung:

Die 3 Bewegungsgleichungen mit den in der meteo-
rologischen Dynamik iiblichen Vernachlissigungen

do , 1

(1—3) T T VaP=- e v — gt + X,

Die oben auseinandergesetzte lineare Un{fcrmung er-
gibt dann:

!

0 b} bs
P -
iy 0 by
0 0 b
0 0 —Zby+b,
. 03
Ty
I\ 0 - 2hy 4+ bs
Ty ,
und daraus folgen die 3 linear unabhingigen Vertrig-
lichkeitsbedingungen:
bs = o
7y by = oy by
73 by = o, b, .
meteorologischen Problem stellungen

die Kontinuitidtsgleichung

de Tn o
{4} Fra 9"?,_ o Q
und der 1. Hauptsatz
N dp |, sdo _ dind - )
{5) 3 ¢ -de- = = a #pj.

Hierin bedeuten: » Windvektor mit den Komponen-
ten vi (i = 1, 2, 3), » Luftdichte, p Luftdruck, f =

2wsing = Coriolisparameter, c2="F Quadrat der adia-
batischen Schallgeschwindigkeit, » = <

_CE’ , g = Erdbe-
v
schleunigung, ¢ potentielle Temperatur, X mit den
Komponenten R! Reibungsbeschleunigung, j Wirme-
funktion, die ein Mal fiir alle nichtadiabatischen
Vorginge darstellt. Das System enthiilt 9 abhiingige
Variable: 3 Windkomponenten vi, o, p, 3 Beschleuni-
gungskompenenten Ri, . Da Ansitze fiir die Rei-
bungsbeschleunigung Ri und die Wirmefunktion j -
das sind Differentialbezichungen dieser Griflen mit
den weiteren abhingigen Funktionen sowie mit den
unabhiingigen Variablen - nur in bisher unbefriedi-
gender Form vorliegen, wird im folgenden angenom-
men, dafi sowohl R! als auch j vernachliissigbar sind
oder zumindest als inhomogene Bestandteile des Sy-
stems betrachtet werden kinnen.

Mit dieser Annahme werden die Gleichungen (1-5)
zu einem bestimmten System. In Komponentendar-
stellung erhélt man anstelle {1+5) die Gleichungen**);

(1) v: +vivi1 + %pl = fvz + Rt

@) vi v b lp, = tvi Re

@ o i 3 i . - unaphéingige
) v, —|—wvi —I-{—Jp;. = —g -+ R% . Variable: x

w ; L . i=1,23).t,
) {‘I—FVPi e =0

(5) p,t+v'p; — o +v'e) = xpi

*) Besser geeignet wire eine Darstellung in Kugelkoordinaten,
tiir das weitere ergibe diese aber lediglich eine Modifikation
der Koeffizienten,

**) Indices an den abhingigen Variablen drilcicen stets eime par-
tielle Differentlation nach den unabhiéingigen Variablen aus.
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worin liber Terme mit doppelt auftretenden Indices
zu summieren ist.

. Das charakteristische Gebilde des Systems (1) — (5)

Einen entscheidenden Einblick in den Charakter der
Lisungen des Systems (1) — (5) und damit ein Ur-
teil diber die in Frage kommenden Lédsungsverfahren
gewihrt die Untersuchung der dem System zugeord-
neten charakteristischen Form. Nach den Ausfithrun-
gen auf Seite 10 findet man diese rein formal, wenn
die linken Seiten des Systems in Form einer Deter-
minante geschrieben werden, wobei Terme mit Ab-
leitungen der vi, g, p respektive je in einer Spalte zu
stehen kommen und wobei die Ableitungen der ab-
hingigen Variablen nach x; bzw. t durch x| bzw. t' zu
ersetzen sind.

Ist dann g = x, baw. '%‘{- = t, so sind im Falle des
1

Verschwindens dieser Form die Flichenelemente

@ (x;, ) = const an der betrachteten Stelle des (x , t)-

Raumes fiir die ins Auge gefalite Lisung charakteri-

stisch. .

Man erhilt:
t-:—-\rln. 0 Q [} 1 X
1 p 1 |
0 t‘~|—v"xj o ] 1 :'
1 ¢ 2
o g P
Cixpt)= I\ o t4vy 0 s X,
o% [ 0% 3 t—l—\'rxi o
Q 0 0 -c3t +v'xi} t"'VlJ(].

Kiirzt man den Ausdruck t' + vix, durch L ab, so ist

(6) C (x'q, x'g, X', ) == L3 (L2 (x2 + %92 + x32)

und C = 0 fir eine bestimmte Losung (vi, o, p) die
Gleichung des Normalenkegels an einer bestimmten
Stelle x;,, 1. Seine Seitenlinien stehen senkrecht auf
den Tangentialebenen des Monge'schen- oder Strah-
lenkegels.

-

i P .

Der Normalenkegel zerfillt hier in die dreifach zu
zidhlende Ebene L. = 0 und den Kegel II. Ordnung
Li-g? (%32 + x'* + x%%) = 0. Dieser ist reell und
nicht ausgeartet, wie man mit Hilfe der Hesse'schen
Determinante nachweist.®)

Die Form (6) entscheidet nun nach den auf Seite 10
angegebenen Kriterien iiber den Typ des vorgeleg-
ten Systems. Da sie als Form ungerader Ordnung in-
definit und bereits einer ihrer Bestandteile nicht
ausgeartet ist, ist das vorgelegte System also unab-
hiingig von den betrachteten Lésungen (vi, o, p) an
jeder Stelle des Raumes hyperbolisch.

Den beiden Teilen des Normalenkegels entsprechen
folgende Teile des Strahlenkegels:

1) die dreifach zihlende Gerade
G= {x‘1 = vl xX's = Av? X'y = Ivi t" = ,’.}
als Normale der Ebene L. = 0 (1 Parameter),

2) der nicht entartete Kegel II. Ordnung**)

a
K=" —3x1—vi'P = o
1

Die Geraden nach 1) wirden bei konstanten v! die
Bahn des die Stelle x; zur Zeit t passierenden Teil-
chens im vierdimensionalen Raum-Zeitkontinuum,
also eine Welllinie darstellen, bei verinderlichen vi
liefern sie nur die Bahnrichtung an der betrachteten
Stelle. Entsprechend sind die Projektionen dieser
Geraden in den (xX;, Xs X3)-Raum Tangenten an die
Stromlinien.

Der Kegel unter 2) entsteht durch Projektion der
B

Kugel (Fig. 16) .2

=1

1" = 1 vom Nullpunkt aus. Diese stellt als Strahlen-
fliche mit t' = 1 gleichzeitig das Einflugebiet einer
zur Zeit t = 0 im Nullpunkt angebrachten Stérung
dar. Es ist nicht Gberraschend, dafi dieses sowohl von
der Wind- als auch von der Schallgeschwindigkeit
abhéngt und sich einfach dadurch ergibt, daB man
eine Kugel vomn Radius ¢ um den Windvektor vom
Ursprung aus verschiebt.

(x; —wvi2 = ¢2 in der Ebene

Fig. 16

In der Figur findet sich auch noch der Schnitt des
Strahlenkegels mit der Hyperebene x'. = 0 darge-
stellt. Man beachte, dal} in der Atmosphiire magn vi
= 10 m sec-1, dagegen ¢ = 300 m sec-1.

Miglichkeit eines Charakteristikenverfahrens

Aus der Form (6) liest man ab, daB die Flidchen
@ =t = const nichtcharakteristisch sind. Da fiir je-
des die Gerade G beriihrende und deshalb dreifach
charakteristische Fléchenelement ¢*) der Rang der

*) Imn Abschmitt C, Veririiglichkeitsbedingungen ist dicses Bei-

spiel ndher ausgefihrt.

*) Ist C eine Form in xi, X ..,

Matrix (aj'k) sich um 3 erniedrigt, hat man zusam-
men mit den in 2 verschiedenen Tangentialebenen
von K geltenden Beziehungen genau 5 Vertriglich-
keitsbedingungen zur Verfiigung, die die Durchfiih-

X5, 50 stellt dle Glelchung
= #C | _ g

T
eing notwendige Bedingung dafiir dar, dad C sich durch
elme homogene linears Transformation mit nicht verschwin-
dender Determinante auf eine Form von wenlger als n Ver-
andertichen transformieren 80t, Hinreichend ist die Be-
dingung nur in den Fidllen n = 4 und allgemein bej quadra-
tischen Formen.

“*) & Fufinote 5, 11.
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rung des auf den Seiten 10, 11 vorgeschlagenen Cha-
rakteristikenverfahrens prinzipiell erméglichen. Ab-
gesehen davon, dall die Beschaffung aller Ausgangs-
werte vi, o, p kaum in befriedigender Weise miglich
sein wird, ergibt sich auch wegen der Griile der
Schallgeschwindigkeit ¢ zwangsliufig ein aulleror-
dentlich kleiner Zeitschritt der Griflenordnung

Min ‘ﬂc—“ {/\x; Maschenliingen des Raumgitters).

Fiir das reine Anfangswertproblem, fiir das also auf
keinem der Riinder des Prognoseraums der zeitliche
Verlauf einer hinreichenden Anzahl der gesuchten
Funktionen vi, o, p vorgegeben ist, ergibt sich sogar
—ebenfalls wegen der Grille der Schallgeschwindig-
keit ¢ — eine einschneidende Beschrinkung des Pro-
gnosenzeitraums.

Es liegt deshalb auch von diesemn Standpunkt aus
nahe, die meteorologisch - dynamischen Gleichungen
50 zu modifizieren, dai der Einfluli der Schallge-
schwindigkeit verschwindet.

. Einfithrung von Gleichgewichtsbedingungen in Form

der hydrostatischen Grundgleichung und der geo-
strophischen Windrelation

In der dynamischen Meteorologie wird weitgehend
Gebrauch gemacht von Gleichgewichtsbeziehungen,
die dadurch entstehen, daBl die Beschleunigungster-
me in den Bewegungsgleichungen gegeniiber den
einzelnen Kriéften, die an der Masseneinheit angrei-
fen, als wvernachléssigbar betrachtet werden, also
nahezu Kriftegleichgewicht vorausgesetzt wird.

Streicht man in der Bewegungsgleichung die Verti-
kalbeschleunigung, so entsteht die sog. hydrostati-
sche Grundgleichung. Streicht man die horizontale
Beschleunigung, so entsteht die geostrophische Wind-
beziehung.

GriBenordnungsabschiitzungen ergeben, dall die
Vertikalbeschleunigung von héherer Ordnung klein
gegeniber den vertikalen Kriiften ist als die Horizon-
talbeschleunigung gegeniiber den Horizontalkriften,
g0 dall die Annahme der Giiltigkeit der statischen
Grundgleichung

ap
{:':I ij.q
eher gerechtfertigt ist als die des geostrophischen
Windgesetzes®)

= — g

_tdp

of 0%, °
Wir wollen deshalb beide Fille getrennt behandeln,
die Herleitung der entsprechenden charakteristischen
Kegel jedoch allgemein durchfiihren und zur Unter-
scheidung die einzelnen Beschleunigungsglieder
durch Koeffizienten ¢, £s, £3 markieren. Durch Ver-
fligen iiber diese kann dann die Unterscheidung
leicht durchgefiihrt werden:

(8) v — 1 iE (@) v?

g1 = ga — 1, &3 = 0. Vertikalbeschleunigung ver-
schwindet.

Gesamtbeschleunigung ver-
schwindet.

Die Charakteristikenbedingung lautet dann allge-
mein:

& = g2 = gg = 2

*) Es sei betont, da in der meteorologischen Dynamik von den

glelchzeitig ja bestehenden theidgl:ungen
. codvt dv®
a0 Q bz“'?l—“ gt =1
kein Gebrauch gemacht winrd, so daf die Annahme des
Kriftegieichgewlchts lediglich zur Definition approximativ
glltiger Relationen flr die (fiktive) statische Dichte und fir
den (fiktiven) geostrophischen Wind benutzi wird, Die re-
sultierenden Losungen koénnen deshalb auch als vertridglich
angesehen werden mit von Null verschiedenen Beschleuni-
Bungen, solange diese nur relativ Klein sind.

&L 0 v] o F ¥y
Q £4L. o 0 % Fxy
0 0 el 0 1 Px, = 0
e
e, oFx  0Px L o
Q o .0 — 2L L

Dementsprechend erhidlt man fiir die homogene Form
CN bzw. den Normalenkegel

CN = L2 [e)ve0o65l% — c"{s,f;x:? - EgEX7 b £189%])] = O
L=t -tvix, x; = (Px.
Der Normalenkegel zerfillt also wieder: einmal in

die dreifach zu wertende Ebene C|' = L = 0, die zum

gleichen ausgearteten Strahlenkegel filhrt wie unter
A 1, zum anderen in den Kegel II. Ordnung

Cﬂ' = g Ea-FlY - c"{r-,-e;‘x? -+ 535.1:;1 o e,:gx:f] =0,
Der zu diesem gehorige Strahlenkegel ist flir &, &,
=3 #+ 0 gegeben durch

Cli=ct? = wfvit — I, i = 1,2,3.

Streichen der Vertikalbeschleunigung
Mit &y = g2 = 1, £3 = 0 geht C{f uber in x_'f = (), also
in die doppelt zihlende Ebene x; = 0. Als zugehdriger
Strahlenkegel ergibt sich deshalb die doppelt zdh-
lende x, - Achse: Jedes die x; - Achse enthaltende
Flichenelement wird doppelt charakteristisch.
Die charakteristische Form ist in diesem Falle pa-
rabolisch ausgeartet; die lineare Transformation mit
nicht verschwindender Determinante

§1=l‘,, §'_0=:l;. fn——‘ﬂ;, =1L
fiihrt ndmlich CN (x') in die Form

CNE) = —a8le]
mit nur 2 unabhéngigen Variablen iiber.

Durch einen Grenziibergang, der sich auf die Ver-
hiéltnisse bei linearen Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten stitzt, fiir dessen Zulis-

Fig. 17
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sigkeit jedoch ein strenger Beweis aussteht, finden
wir das zu erwartende Abhingigkeitsgebiet:

Fiir ¢y = 2 = 1, g3 = 0 wird die Gleichung der Strah-
lenfléche

(vix)* ()2 - el x,) = e

Das ist ein Rotationsellipsoid (Fig. 17), dessen Mit-
telpunkt in (—v!, —v2, —v3) liegt und dessen halbe

. sind.

Fes

Fir ¢y — 0 entsteht als Grenzflache der auf der Ebene
x'y = 0 senkrechte Kreiszylinder vom Radius ¢

(xy + vl 4 (X b o) = e

dessen Achse durch den Punkt (—v1,—v?,0) geht. Die-
ser stellt fiir x'y = ¥, X2 = X2 den Abhingigkeits-
bereich der Lésung im Punkt (0,0,0) zur Zeit t = 0
von den Werten zur Zeit { = —1 dar.

Das Streichen der Vertikalbeschleunigung in den
Ausgangsgleichungen bewirkt also, dal sich Storun-
gen in der Vertikalen jetzt mit unendlich grofier Ge-
schwindigkeit, dagegen in der Horizontalen noch im-
mer mit einer Geschwindigkeit ausbreiten, die aus
der Windgeschwindigkeit und der adiabatischen
Schallgeschwindigkeit resultiert.

Da sich fiir das die x, - Achse enthaltende und des-
halb doppelt charakteristische Flichenelement t —
const der Rang der Matrix nur um 1 erniedrigt,
erhilt man in ihm nur eine Vertriglichkeitsbedin-
gung. Da die Fliichenelemente durch G 3 Vertriglich-
keitsbedingungen liefern, hat man also (man bend-
tigt wegen der 5 gesuchten Funktionen 5 Bedingun-
gen) eine zu wenig und ein Charakteristikenverfah-
ren ausgehend von Werten zur Zeit t = const ist
deshalb nicht moglich*).

Achsenlidngen ¢, ¢,

. Streichen der Gesamibeschleunigung

Mit £, = £2 = &3 = 0 ergibt sich CN = 0.

Wiirde es sich um ein lineares System mit konstanten
Koeffizienten handeln, so kiénnte aus dem identi-
schen Verschwinden von CN der Schlufi gezogen wer-
den, daB jede der gesuchten Funktionen einer Einzel-
differentialgleichung niedrigerer Ordnung als 5 ge-
niigt.

Im AnschluB an eine Arbeit von Rellich (14) ist
hier zu vermuten, daBl statt eines charakteristischen
Kegels 5. Ordnung ein Kegel niedrigerer Ordnung
dessen Rolle iibernimmt. Fiir 2 unabhéingige Verin-
derliche ist diese Aussage allgemein, fiir mehr als
2 unabhiingige Veréinderliche fiir halblineare Sy-
steme von Rellich bewiesen.

Wie Hinkelmann (15) an anderer Stelle gezeigt
hat, geniigt in unserem Falle z. B. p bereits einer
Differentialgleichung 3. Ordnung, so dall auch der
charakteristische Kegel von 3. Ordnung wird. Da der
Fall des Verschwindens der Gesamtbeschleunigung

*) Beim Ubergang 2u ecinem System mit p als unabhingiger
Variable, wie er in B 3 vorgenommen wird, erndedrigt sich
der Rang der enisprechenden Matrix fiir t = const um 2 und
man erhilt 2 Vertrdgiichheitsbed ngungen. Wir lassen es

dahingestellt, ob die auf anderem Wege — 2. B. A. Elias~

sen : The guasistatic equations of motion with pressure as
independent variable, Geofys, Publ. 17, & Abschn. I, 3. —
gewinmbare sogenannte Richardson'sche Gleichung, die
gleichfalls nur Ableitungen in t = const enthalt, dde fehlende
Vertriglichke!tsbedingung hier ersetzen kann.

Die Richardson'sche Gleichung lautet im Falle ver-
schwindender Wirmezufuhr:

1

) ¥ - =
—viLin® — Lovi): 4+ | (ov § = x,
vi: “In‘} y[gvl}xi-kup 5[9# Jyidxs, #=Constp™- 9

X

dv?
— =
dxy

vom meteorologischen Standpunkt aus uninteressant
ist, soll auf diesen nicht weiter eingegangen werden.

Transformation auf p-System

Die Annahme der Giiltigkeit der hydrostatischen
. o) , . ..

Gleichung %= —gp, (wir schreiben kiinftig an Stelle

von Xy, Xs, X3 auch x, y, z) li6t eine bemerkenswerte
Transformation des Gleichungssystems (1) zu, die im
allgemeinen zu einer einfacheren Formulierung der
GesetzméBigkeiten fiihrt und deshalb kiinftig be-
nutzt werden mige.

Sie besteht darin, daB die Variablen z und p ihre
Rollen als unabhiingige und abhingige Variable ver-
tauschen und ist im einzelnen von Eliassen (16)
durchgefiihrt worden.

An Stelle von (1 — 5) erhilt man jetzt mit einer un-
wesentlichen Vernachléssigung

du dz

q—v—l— L J——

a ; d__ ? 3 P
. d_dJd_ 9 g g
g oL F—n'mTYyten
Jp 3 j = 0

du | dv B0 _

dx ' dy ' 9p )

s — c’%$:=o.

Als unabhingige Koordinaten werden nun betrach-
tet x, v, p. t, als abhiingige Variable

b _dy o dp
l[—d[,\-—dt,tu-—--d:,g,z,

Nach Festlegung einer Anfangsmannigfaltigkeit ¢ = o
und Einfihrung neuer Koordinaten x, ¥y, p, ¢ =
¢ (%, ¥, p, t) erhdlt man

dz

Lug + pyazy = f—oVgu—gg=b
Lvip+ pygzy = -fu —D-V,Pv—gg; = by

P pBig = % — :—;= ba
Pxip+Pyvept Fpop = -l‘;—:—i—g—;+§—;"1 = b,

—t L{"(p = b,

mit:

= — m+€"r‘-‘7¢9
l‘-'\?,'.j = uﬁi}r.+ \rw(f?}-mﬁ—ﬁp
L= upy+vepy+wppte;

und die Gleichung des charakteristischen Kegels
wird:

'L 0

o 0o g
0 L 0 o By

CN = 0 0 0 0 Bp’ i = c'glip? =0
Xy w0 o
Lo 0 o L o

mit L= t' + ux’ + vy’ + wp’. Die Form ist also wie-
der parabolisch ausgeartet. Der zu diesem System
gehiirige Normalenkegel zerfilit
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in die dreifach zéhlende Ebene L. = 0,

b) in die zweifach zdhlende Ebene p’ = 0.

a)

b

—

a)

b)

die p-Achse (o, 5z, 5, beliebig, jedoch o’ -|-a3-1 a] + 0)

Entsprechend artet der Strahlenkegel aus in

die dreifach zdhlende Gerade G: (x' = iu, ¥ = iv, p’
= dw, t' = 1) '
und

die doppelt ziihlende p'-Achse.

Infolge dieser Ausartung des Strahlenkegels sind
keine sich auf eine allgemeine Theorie stlifzende Aus-
sagen liber Abhingigkeitsgebiete usw. mehr mig-
lich. Auch ein Grenziibergang wie unter 1) ist hier
nicht durchfiihrbar.

Prinzipiell gibt es fiir dieses System ein Charakte-
ristikenverfahren, wie folgende Uberlegungen zei-
gen:

Man betrachte ein beliebiges Flachenelement durch
G(x = iu,y = v, p = dw, t = 1) (51, 03, 03 beliebig,
jedoch of + o + o 4 0)

@ =oy(x—ut) + oa (y —vt) + o3 (p — wt) = 0.
Die charakteristische Matrix wird fiir dieses

0 0 0 o g0,
0 E02
| 0 0 0 0 By
iy Ty Ty ] 0
4] Q Q 0 @

hat also auf jeden Fall den Rang 2, da mindestens
ein o, = 0. Man erhilt deshalb fiir jedes solche Fli-
chenelement 3 Vertriglichkeitsbedingungen.

Man betrachte ein beliebiges Flachenelement durch

g= Xt oy toagt=0 L=agut+ ov-i
Die charakteristische Matrix wird flir dieses

Ty

L 0 0 0 87
0 L 0 0 L
0 0 0 0 o
ay Ty 0 0 0
I\ 0 [\l -¢IL 0

und hat, wie man durch Streichen der 3. Zeile und
Spalte erkennt, im allgemeinen den Rang 4. Ledig-
lich fiir oy = a2 = 0, a4 == 0 wird der Rang 3 und man
erhélt demzufolge 2 Vertriglichkeitsbedingungen,
némlich by = 0 und by = 0.

Letzterer Fall ist aber gerade der in der Meteorologie
interessierende. oy = 0z = 0, o4 + 0 bedeutet p =1
= const als Anfangsmannigfaltigkeit, wihrend sich
mit by = ound by = o hydrostatische Grundgleichung
und Kontinuitdtsgleichung als Vertriglichkeitsbedin-
gungen einstellen. ’

Zusammen mit den 3 Vertrédglichkeitsbedingungen
unter a) reichen diese dann zur Bestimmung der 5
unbekannten Funktionswerte in einem neuen Punkt
aus. Wegen der oben schon erwihnten Ausartung des
Strahlenkegels miissen die dem Charakteristiken-
verfahren zu Grunde zu legenden Maschenverhilt-
nisse (5. Teil I) jedoch auf eine andere Weise be-
schafft werden. Fiir die Anfangsmannigfaltigkeit
@ =t = const liegt natiirlich ein charakteristisches
Anfangswertproblem vor.

. Quasigeostrophische Betrachtungsweise

Bekanntlich darf die Kontinuititsgleichung nicht als
vertriglich mit der geostrophischen Windrelation be-
trachtet werden, wenn man verniinftige Resultate
erhalten will. Das liegt daran, dal der horizontale
Divergenzterm %7 + v geostrophisch nicht approxi-

a

—

miert wird. Wir wollen deshalb von einem modifi-
zierten Gleichungssystem ausgehen, das dadurch ent-
steht, dal an Stelle der Kontinuititsgleichung der
sog. Ertelsche Wirbelsatz (17) eingefiihrt wird, der
durch eine Kombination der Bewegungsgleichungen
und der Kontinuitdtsgleichung entsteht, und der den
Divergenztermm nicht mehr explicit enthilt: Er
schreibt sich — mit einer nur unwesentlichen Ver-
nachléssigung — im p-System:

d, @ .0 d
{10) -d-r[%+{fxmp}-‘?|fp—!%+:P><93p}-vla-tqr

_ —E'['\?'ll.b){'\f%}
Hierin bedeutet i eine beliebige skalare Grife,
7= i1
YT O pl+ay'pl'
= BV x B)4-L

B/} horizontaler Windvektor.

Die skalare Gleichung (10) wird in ausreichender
Niéherung als vertrdglich betrachtet mit der geo-
strophischen Windbeziehung

(7.8) V= t‘x%vgz
und der statischen Grundgleichung
(s}

i

BZP = e

Als 5. Gleichung tritt die Adiabatenbeziehung hinzu:
dp_,, _ de

() F=o=cf

1

oder, wenn * = const p”p_l eingefithrt wird,
dind _
dt
‘Wird Uber w als Funktion der abhiingigen Variablen
verfiigt, so entsteht ein bestimmtes Gleichungs-
system zur Berechnung der unbekannten Funktio-
nen u, v, w, o, z in Abhiingigkeit von x, v, p, t.

0.

. Barotroper Fall

Ableitung der Gleichung des Problems

Wir betrachten vorerst durch Elimination der Koor-
dinate p ein dreidimensionales Problem, auf das man
gefiihrt wird durch die Annahme, dal sich die At-
mosphire barotrop wverhilt, daB also o eine ein-
deutige Funktion von p ist.

Dann gilt Ve = Vp = 0.

Weiterhin setzen wir y = p und erhalten mit %‘1
= @ aus (10) !
di;

dt !II;JP+{['X"‘8P1] EAYETN

Wegen (7, 8, 9) und der Barotropieannahme ist

ﬂ)p = O
Damit vereinfacht sich obige Gleichung und wir er-
halten

{107

dy
@ = e
o _ . _ d dy _ .
Mit Bp 0 ist auch 7p Frie T 0. Wir wollen

jetzt durch Integration der obigen Gleichung iiber die
Koordinate p zwischen den Grenzen p = 0 und
p = p* (Luftdruckwert am Erdboden} diese elimi-
nieren. Mit der Grenzbedingung wi(p =6} = 0 —
kinematische Grenzbedingung fir die Obergrenze
der Atmosphire — ergibt sich

« dy

t
Betrachten wir die Erdoberfliche nahezu als eben,
so wverschwindet an der Fliche p* die Vertikalge-

schwindigkeit %Et d. h.

- liln‘.l.l',
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(ze + B-Vz 4 wzp) = o.
Da P senkrecht auf %z steht, ergibt dies
w = — (z_‘J = go'ze
Ip. : .
und man erhiilt mit der Abkiirzung H = 2,

d 14
oW o o B

T Hzt 0; % Ivz—f—f.

Filhrt man den rechts stehenden Ausdruck fir #
. dy

in ein, so entsteht eine Differentialgleichung fiir

die abhéngige Variable z:

T 4+ By iz 4+ B.Vi— i‘.‘ﬁ () = o

Im allgemeinen ist der letzte Term vernachlissigbar;
wir wollen deshalb dafiir niherungsweise setzen:

foy E
2 U | —
a gH Ity a "
ar..
und erhalten schlielllich mit ag—g’- = n* = const

{12) i - Q'l-vv’z_--}--‘ﬂ]-vf — n¥ry = 0,
worin man sich noch den Vektor 'I"lﬂ} durch

u i Iy, ¥ fz;c
eliminiert denke.

Die Gleichung (12) wird in dieser Form hiufig fiir
numerische Wetterprognosen benutzt. Linearisierung
mit der Grundstrémung 8 = Ui, U = const, fithrt
auf die lineare Gleichung 3. Ordnung in z

! ARG AR E ML 207 _ § - i
(129 (E}t Ui:ht)v L ol il L o, oy const.
Der nur hichste (hier dritte) Ableitungen der abhiin-
gigen Variablen enthaltende Hauptteil der Differen-
tialgleichung (12) bestimmt Typ und charakteristi-
sche Mannigfaltigkeiten der Gleichung und schreibt
sich

Zxxt - 2y |- Uzaxn - Vxxy + uzsyy 1 vaypy.
Die zugéhiirige homogene Form bzw. die Gleichung
des Normalenkegels lautet:

CN == (x* + y3) (' + ux’ -+ vy') = 0.
Da CN von 3. Ordnung und nicht parabolisch ausge-

artet ist, ist die Differentialgleichung (12) von hyper-
bolischem Typ.

Der Normalenkegel zerfillt wiederum in
C'rlq =L=1¢Luw-vw =0

das ist eine einfach zdhlende Ebene, defen Nor-
male den zugehirigen ausgearteten Strahlenkegel

cf . i‘_ - u ii = v definiert
und in

CR‘ = x4 y? = 0.

'Cll'fI ist also identisch mit der zweifach zu wertenden
t'-Achse.

Der zugehérige Strahlenkegel ist in die zweifach zu
wertende Ebene t° = 0 entartet.

) Zweidimensionales Charakteristikenverfahren bei
Annahme der Unabhingigkeit von ¥ :

Zur Vorbereitung der dreidimensionalen Behandlung
untersuchen wir die Losung der Gleichung (129 bei
Annahme der Unabhingigkeit von y.

Die Differentialgleichung (12") vereinfacht sich dann
Zu

Zxxt 4 UZxxx - fzx — ¥z = 0,

die sich mit Hilfe der die Funktionen u® ul, utt de-
finierenden Relationen

[ —

u =1
ul = xn
IJ“ = Ixx

in das System von 3 Gleichungen fiir die 3 Funktio-
nen u?, ul, utt

?,_ u’ = y!
dx )
';}';1 = uit
_ 4290 (d___ L T
e T a “ax) . pu

liberfiihren 1408t.

Dabei verwenden wir hochgestellte Indizes, um spi-
ter die Argumentstellen durch angehingte untere
Indizes bezeichnen zu kinnen.

Fiir das charakteristische Gebilde obigen Systems
findet man

X, o o
1 " ] . v
CNL! 0 X, 0 | = {x, +ux,) = 0.
W, 0 Xt ux,

Der Normalenkegel besteht also

a) aus der doppelt zéhlenden x’s-Achse
b) aus der Geraden x's + ux’y = 0.
Der Strahlenkegel besteht aus

a) der doppelt zéhlenden x’'y-Achse
b) aus der Geraden x'y — ux’s = 0.
Wihlen wir im Falle a) ¢ = t = const als Ausgangs-

mannigfaltigkeit, so werden charakteristische Matrix
und die rechten Seiten:

0 0 0 I'i | W U
1 ! 1
;o 0 o . - rf;‘x Eogn
) d i 1
Voo [\ 1! L - 'uri:x — du!
Da der Rang der Matrix 1 ist, hat man 2 Vertrig-
lichkeitsbedingungen, niémlich .
du" ut
) dy
a
dut _ u
dx

Wihlen wir im Falle b) ¢ = x — ut = const als Aus-
o
gangsmannigfaltigkeit und betrachten il als heraus-

fithrende Ableitung, so werden charakteristische Ma-
trix und die rechten Seiten

f 1 0 o | / u' !
| | | |
| o 1 o ! i ult |
| i |
] [

\ g / | dut  do''
l'.\ uge= o 0 |I| I'u_ - ;?U‘ + .H'-= ?[- —_ TI; IS

Die in Teil I C vorgefiihrten Uberlegungen liefern
— der Rang der Matrix hat sich um 1 erniedrigt —
als Vertriglichkeitsbedingung

Su? | dylt
b) gu! — u? T?T +?"'t—+.u’uu' = 0.
Wir nehmen an u = const und kinnen dann zur ni-

herungsweisen Integration ein Gitter aus kongruen-
ten Parallelogrammen zugrunde legen (Fig. 18).
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Fig, 18

Die Gitterpunkte bezeichnen wir durch Doppelindi-
zes (i, k), hy und hy haben die aus der Zeichnung er-
sichtliche Bedeutung.

Die als Differenzengleichungen geschriebenen Ver-
triglichkeitsbedingungen werden damit

0 _ o i
Supge =gy haug g

LI | i
e = iy e haugl

1 11 ] o 1
Ui = gy H (ol p —upy ) heete

—ha (34 pa)u]y .

Die Schrittweiten h,, hy sind so zu wihlen, daB das zu
obigen Formeln gehirige s¢-Schema stabil ausfillt. h,
und he hiingen demnach von der Gréfie von u? und
fi + p2u ab.

Migliche Problemstellungen

Nach den Ergebnissen von Teil I ist bei charakteri-
stischen Anfangswertproblemen die Vorgabe weite-
rer Beziehungen fiir die gesuchten Funktionen auf
einer transversalen Mannigfaltigkeit notwendig.

Es sei etwa auf der doppelt charakteristischen An-
fangsmannigfaltigkeit 1 = 0 u® und damit auch u!,
ull, auf der dazu transversalen Mannigfaltigkeit g
u? und u! vorgegeben (Fig. 19).

T - X
€ [, d

Fig. 20a

u [d ]

Fig. 19

Dann geniigt ul! vermdge
L {10 4 ) ut 4 p? S
dt ot

lings g einer Differentialgleichung 1. Ordnung, liegt
also durch Vorgabe eines Anfangswertes ebenfalls
fest.

Niherungsweise Integration der letzten Gleichung
ergibt

Cl T o T (T AR B ML S e

und daraufhin folgen die Werte von u?® und u! lings
g’ vermige der Beziehungen

o _ .0 1
up =i+ h Uik
i i il
g = gy hyug g

Damit ist die Ausgangssituation wieder hergestellt
und man gelangt nun auf dieselbe Weise zu den
Funktionswerten auf g” usw.

(2) Eine Vorgabe wie unter (1) ist jedoch fiir unser

meteorologisches Beispiel wenig sinnvoll; angepali-
ter wire die Vorgabe des zeitlichen Verlaufs der ge-
suchten Funktionen z. B. an der Stelle x = 0, die nach
den allgemeinen Ergebnissen von Teil I das Problem
auch zu einem bestimmten macht.

t

= - X
7 0 [d d

Fig. 20b
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Denn zuniéichst folgen aus den Funktionswerten auf
x == 0 die Werte im gestrichelt eingezeichneten Drei-
eck (nichtcharakteristisches Anfangswertproblem)
(Fig. 20a). Da damit die Werte auf g bekannt sind, ist
dieser Fall hiermit auf (1) zuriickgefiihrt.

Die Vorgabe von u!t auf x = 0 146t sich vermeiden,
wenn statt dessen eine Vorgabe von u? auf der riick-
wirtigen Verlingerung der x-Achse erfolgt (Fig.20b).
Diese bestimmt zusammen mit den auf x = 0 gege-
benen Werten u? und u! die Funktionswerte im Drei-
eck POQ@ und dariiber hinaus im Parallelogramm
POP'Q, womit das Problem wieder auf den Fall (1)
zuriickgefiihrt ist.

(3) Jedoch ist auch noch die Vorgabe des zeitlichen Ver-

laufs von u! fiir x = 0 eipe einschneidende Forde-
rung. Es zeigt sich, daBl man diese ersetzen kann
durch die Vorgabe des zeitlichen Verlaufs von u? an
einer Stelle x = a. Dies fiihrt auf eine ausgespro-
chene Anfangs-Randwertaufgabe, wie sie im Teil I
bereits behandelt wurde,

Man teile etwa das Intervall (o, a) (Fig. 21) in n glei-
che Teile, wozu (zusammen mit 0 und a}) n + 1 Teil-
punkte notwendig sind.

/1 /] )

Eq

O« ldu] e
Fig. 21

Da u%(x = 0) und u?(x = a) als bekannt vorausgesetzt
werden, sind im Niveau At insgesamt 3 (n + 1) —2
Funktionswerte zu bestimmen.

Wollte man mit Funktionswerten des Intervalls
0 < x = a allein auskommen, so stinden zur Berech-
nung zur Verfligung

n Vertriglichkeitsbedingungen auf den
Schrigstrecken

2n Vertréglichkeitsbedingungen auf den
Horizontalstrecken,

zusammen also nur 3 n Gleichungen fiir 3 n + 1 Un-
bekannte.

Ist jedoch u® auch links vom Punkte 0 bekannt, so
wird eine weitere Vertriglichkeitsbedingung auf
einer Schrigstrecke benutzbar, ochne daB sich die
Zahl der Unbekannten erhiéht, das Problem wird
also bestimmt. Zur Berechnung der Funktionswerte
im Niveau 2,1 mull ein weiterer Funktionswert auf
der Geraden t = 0 vorgegeben werden usw. (Fig. 21).
Ist u nicht konstant, so ldBt sich zwar noch he = At,
aber nicht mehr hy = /\x konstant halten. Man er-
hilt dann ein Netz von im allgemeinen inkongruen-
ten Trapezen. Im Prinzip bleibt das Integrationsver-
fahren jedoch unverindert.

Das zweidimensionale Charakteristikenverfahren
zeigt, daBl fiir die Bestimmung der gesuchten Funk-

tion z in einem Intervall 0 < x £ a zu einem Zeit-

punkt ty die Vorgabe der Anfangswerte z (x, 0) fir

0= x = aund der Randwerte z (o, t) und z (a, t) fiir
0 <t < ty nicht ausreicht, sondern daB die Anfangs-
werte z (%, 0) auf einem griBeren Intervallx; <x <x;
vorgegeben werden miissen, dessen genaue Abgren-
zung von u abhingt.

Entsprechendes ist auch bei der dreidimensionalen
Aufgabe zu erwarten.

d) Dreidimensionales Charakteristikenverfahren zur

Integration von (12)

Die bei Vorgabe geeigneter Anfangs- und Randwerte
zu integrierende Differentialgleichung lautet:

5 (2 OV e, 02 a0z _
(1) (3l+n3}x:]vz—r'3iix “a =0
Um das Verfahren bequemer auseinandersetzen zu
kiénnen, sei vorerst wieder u = const angenommen.
(12 1aBt sich in ein System aufspalten von 5 Diffe-
rentialgleichungen 1. Ordnung fiir die 5 unbekann-
ten Funktionen

u' =1z, u! =z¢, UM = zax. UM =y, u¥ =gy

Das System wird

e . dull _ gut
iy = 0, _—imy— =
X - dy dx
du' du'?  dud
o i

ﬂ_' i 11 22 L '_'_;_un —
','dt‘ b ual}lu + u®?} 4 du "o 0.

Die dem System zugeordnete charakteristische Form
wird mit L = x'y + uxy

x, © 0 o o0

0 % 0 D |
N ' ] ’ g 2
CN= o' 0o x, =x © | = x Lt ).
| P |
| 0 \] \} x; X, '
I ;0 Lo L

Der Normalenkegel CN des Systems zerfdllt also

in die doppelt zdhlende Ebene x; = 0,

in die einfach zihlende Ebene x'y + ux’y = 0,

in die doppelt zihlende x'3-Achse.
Dementsprechend zerfdllt auch der Strahlenkegel
C8 in 3 ausgeartete Teile, ndmlich

in die doppelt zdhlende x'j-Achse,

die einfach zihlende Gerade G: x'; = iu,

x's = 0, x's = 4 und

die doppelt zihlende Ebene x'y = 0.
Infolge dieser Ausartung kénnen fiir die Abgren-
zung von Bestimmtheitsbereichen usw keine allge-
meinen Sitze herangezogen werden, sondern es ist
erforderlich, die niitigen Aussagen aus den aufzu-
stellenden Differenzengleichungen selbst abzulesen.
Um ein Charakteristikenverfahren zur Anwendung

zu bringen, {iberdecken wir den (x, ¥, t)-Raum mit
2 Scharen charakteristischer Ebenen, nidmlich

den Ebenen ¢=1t = const,
den Ebenen w = x-ut = const.
In den Ebenen t = const als Anfangsmannigfaltig-

keit wird die charakteristische Matrix und die rech-
ten Seiten
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/ o 000 0f [ 8
! | T & \
i 00 0 0 ul |!l ~dul
rr | I N |
i L Gutt | dur
‘ o o0 0 0 0, I m e
| dut? | dy?? |
l 0o 0 0 0 O.I !I I = !
| | \ 1 Sg22 |
I N e

\ ! i !
Die Matrix erhélt in diesem Falle also den Rang 1
und die Vertriglichkeitsbedingungen' werden be-
grifflich identisch mit den ersten 4 Gleichungen des
gegebenen Systems:

fu® dult  dutr _
I ut = 0, P .m = 0,
riu'l o i fiu‘! . Ju!" _
OV T TR T

In den Ebenen x — ut = const als Ausgangsmannig-
faltigkeit wird die charakteristische Matrix und die
rechten Seiten:

1 0 0 0 0 ut
01 0 0 0 u'! '
o o0 0-1 0 , M
Ay
0 0 0 o0-1] | S ,
*iy '

i 10y, 89y el 200"
d'({u +u??) - gu +'HTE

Die Matrix hat den Rang 4 und man erhilt als Ver-
triglichkeitsbedingung nach Teil I C:

—i{u" +u®) — gu' ‘",du“ — pfun! = 0
3t ! rn '
Integriert ergeben die Vertr&glidikeitsbedingumen
o Q
(Vi) uljk=ul-r.]k+h|u|1-|,_j|.:'
(Vs) “:jk = ”i1-1 ,;k‘H‘ |u1'_', jk*
12 12 1 hyy 1 .
Va) Ui = Ui, .jl:+?ﬁ:{".-'| g+ ,I.:_"'[]-11,j- vk} bz
2 12 h
=0 bR s o )

am vorderen Rand des Integrationsbereichs, wenn
die Bildung des zentralen Differenzenquotienten un-
mdglich ist,

22 a2 thy 12 12
Vi aige=u et g0 v ) baw

12 [l

22 by 12 12
U =0 it B e kg und
1 11 22 22 s 1
(Va) =g (o) - haleotdug g,
I a0 0
T {uijk Uy ey )

Dabei kennzeichnen (i, j, k) den Gitterpunkt des
(x, v, t)-Raumes, an dem der Funktionswert zu bil-
den ist. Die Maschenlingen h,, hs, hy haben die aus
der nachfolgenden Figur 22 zu entnehmende Bedeu-
tung.

Die zur Integration benutzten Maschenlingen h;, hs,
hy sind wiederum so zu wihlen, dali das zu obigen
Formeln gehdrige ¢-Schema stabil ausfillt.

Fig. 22

Wir betrachten folgende, zur Problemstellung (2)
auf Seite 20 analoge Aufgabe:

Uber einem Bereich 3(x, y) — er ist hier quadratisch
bzw. rechteckig angenommen — den zeitlichen Ver-
lauf der Funktion z zu finden, wenn gegeben sind
z (x, ¥, 0} tber B hinaus
z (0, y, t) und z3 (0, y, t).%)

Auf unser System ilibersetzt sind also gegeben
u? fiirt = 0
u? und ut filr x = 0,

Lisung:

Auf Grund der Vorgaben sind fiir t = 0, also auch im
Punkt @y bekannt u®, (u!, u®, ull, ut2, u2),

*) Der Fehler der im folgenden geschilderten numerischen In-
tegration wird sich im allgemeinen wverkleinernr, wenn u°
auch noch am vorderen (y = o) bzw, hinteren (y = b) Rand
vorgegeben wind, Dafiir ist dann ein Teil der filvr vorderen
bzw, hinteren Rand angeschriebenen (und im fokgenden be-
nutzten) Vertriglichkeitsbedingungen entbehrlich.

In x = 0, also auch im Punkt Py sind bekannt
uf, ul, (u? ul? u), ’

U]
(Das hier formal hinzugenommene u? = ai wird

nirgends bentitzt). dy

Mit Hilfe der Vertriglichkeitsbedingung V; folgt
daraus der Wert von u!! im Punkt Py und entspre-
chend in jedem Punkt P;. Sodann liefern die Ver-
triglichkeitsbedingungen V, — V, fiir hy = uhy die
Werte von u?, ul, ui2, u in den Punkten R,, R, . . .

Der Wert von u!! in diesen Punkten folgt wieder
durch Anschreiben von V; fiir die Verbindungslinien
SR

Damit ist die dem wvorgeschlagenen Charakteristi-
kenverfahren zugrunde liegende Ausgangskonfigu-
ration hergestellt. (Die Funktionen sind auf 2 cha-
rakteristischen Mannigfaltigkeiten, nidmlich t = 0
und x-ut = 0 gegeben) und die Beziehungen V,-V;
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liefern jetzt unmittelbar die Funktionswerte in der
Schicht t = hy iiber 3.

Um die Funktionswerte in der nichsththeren Schicht
t = 2hg zu- erhalten, mull man sich zunichst die
Werte auf der Reihe My, M; ... verschaffen. Das ge-
lingt fir u®, ut, u2, w22 dadurch, daBl man in V-V i
mit i-1 vertauscht und h; < 0 nimmt, wihrend man
utlt mittels der Nachbarreihe N; von @, ebenso wie in
den Punkten P, erhilt. Es folgen schliefilich ebenso
wie beim Schritt von t = 0 auf t = hy die Werte in
der Schicht t = 2hs usw.

Man sieht, daB fiir die Bestimmung der Funktions-
werte tiber B zu einem Zeitpunkt t, die Anfangs-

werte in einem vergroBerten Bereich B’ bekannt sein
miissen. Die Vergroflerung hingt ab von ty und u.

Analog zu der Aufgabenstellung (3) auf Seite 21 136t
sich auch hier die Vorgabe von ul auf der Ebene
% == 0 ersetzen durch die Vorgabe von u? z. B, auf der
Ebene x = a. Weiter wollen wir, im AnschluB3 an die
Bemerkung in der FulBlnote zur vorhergehenden
Problemstellung, u® auch auf ¥y = 0 und y = b vor-
geben.

Gegeben sei also u? in den Ebenen t =
Xx=a y=0undy = b,

0, x =0,

und es sei der zeitliche Verlauf von z zu bestimmen
liber

BO<x<a 05y < b

Fig, 23

Dazu sei, wie die Figur 23 niher zeigt, 0 = x = a in
n, 0 <y = bin m Intervalle eingeteilt (in der Figur
ist n = 4, m = 3). Das Niveau t = hj enthilt dann
(n -+ 1) - (m -+ 1) Punkte, in deren jedem 5 Funktions-
werte zu bestimmen sind. Infolge der Vorgaben sind
an 2 (n + m) Randpunkten u? an 2 (n -+ 1) Rand-
punkten u! und ult sowie an 2 (m + 1) Randpunkten
u®?, insgesamt also 2 (2 m + 3n + 3) Funktionswerte
bekannt.

Wir zeigen durch eine Abzéhlung, dall das durch die
Figur beschriebene Vorgehen auf ebensoviel Glei-
chungen fiihrt, als Funktionswerte gesucht werden.
Man verwendet an Vertriiglichkeitsbedingungen

je eine lings jeder nicht auf ¥y = o oder ¥y = b ver-
laufenden Schriglinie, (V;)

Zusammen (n + 1) (m—1)
je 2 lings jeder inneren

Masche Ax (Vi, Va) " 2n (m—1)
je 2 fur jede Masche der

hl)
Gestalt h;}? Vs Vo n (m—1)
je 2 fiir die vorderen und
hinteren Randmaschen

h,

der Gestalthy|___ und h.| Zn-2

hy
Dazu bekannte Funktionswerte
" 2(2m -+ 3n + 3)

Das gibt zusammen 5 (n + 1) (m + 1) Bedingungen,
also ebensoviel Bestimmungsgleichungen wie Unbe-
kannte.

Damit ist gezeigt, dall auch beim dreidimensionalen
Problem fiir die Bestimmung der Lésungen iiber
einem Bereich ¥ neben der Kenntnis des zeitlichen
Verlaufs auf Réndern von B die Kenntnis der An-
fangswerte auf einem B umfassenden Bereich® not-
wendig ist. 3 ist abhéngig von u und t; (dem Zeit-

e}

punkt, zu dem die Losungen gesucht werden) und
geht im Falle eines konstanten u einfach aus 3 her-
vor, indem man den dem Wind zugewandten Rand
von B um uty entgegen der Windrichtung verschiebt.

Behandlung der nichtlinearisierten Gleichung (12)
Auch fiir die Gleichung

(12) i+ BT+ BT — % = 0

oder ausgeschrieben

zaxt-HZyy ozt oy vizoy gy ol iy — otz = 0
mit u = —-%z}-, v--%-z_‘

ist prinzipiell ein Charakteristikenverfahren mog-
lich. Wir schreiben sie

d ol il 1
{ﬁ -+ ug v ﬁ] (zxx—t2yy) 4 €12 — wpzy — p*n = 0,

i, = -%—f_y, y = %fg
und spalten sie mittels

"= - ult

=

= Ixx

I

X u — Iy

1 = k-t
u Iy u

= yy
in folgendes System flir 6 unbekannte Funktionen
auf:

du’ du! du' de?

ot = LA I, § [ el ikl
X u B b u o, Iy X Q,
aull_.M_ M—guji=ﬂ
ay Ty
a L TINC L TAR IR W 120
(ﬁ+uiﬁ+vﬁ}{u Fu??) — aou® 4 cqu’ - o o 0.
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Die charakteristische Form des Systems wird:
| i

'x, 0 0o o 0o o
o x, o 0 0 o i
o0 x, x, 0 o 0 e
CN = | . ) o UL D),
| @ o0 0 x -x 0
|
|

0 0 ©° o x5 X
w0 o Lo L
mit L = u; -+ LI.I.: - \r}r.;.

Der Normalenkegel CN = ( besteht demnach
aus der dreifach zéihlenden Ebene x, = 0,
aus der einfach zihlenden Ebene L. = 0 und
aus der zweifach zihlenden x; -Achse.
Entsprechend zerfillt der Strahlenkegel C5 in 3 aus-
geartete Teile:
die dreifach ziihlende x,-Achse,
die Gerade G = |x, = ju, x,= v, x, = 1| und
die zweifach zihlende Ebene x; = 0,
Analog zu d) verwenden wir fiir ein Charakteristi-
kenverfahren die charakteristischen Flichenelemente
p =t = const
i = ux +vy — (u? + vt = const.
In den Ebenen ¢ = const wird der Rang der cha-
rakteristischen Matrix 1 und man erhilt als Vertrig-

lichkeitsbedingungen die ersten 5 Gleichungen des
Systems wieder:

riu,_l‘-' ol = dut dut ot

ix u o, T u , E F Q.
dut? _ dal? _ dul? o PITEE -0
dy dx tody Ax ’

In den Ebenen v == const hat die charakteristische
Matrix fiir u 4 0 den Rang 5 und man findet die
Vertriiglichkeitsbedingung

[(% i t"%} {u' o) + ayu’ —legut - ;-'—*%':'; u -

+ 1 vt =0,

Legt man der Integration ein rechteckiges Netz in der
(x,y)-Ebene zugrunde, so verschiebt sich beim Uber-
gang zum Niveau t = hy jeder Gitterpunkt in Rich-
tung des drtlichen (u,v). Dadurch tritt eine Deforma-

tion des Netzes ein, die sehr komplizierte Differen- .

zenformeln zur Folge hat. Da qualitativ die Ver-
hiltnisse wie unter d) fortbestehen, sehen wir von
der Aufstellung expliziter Formeln ab.

Barokliner Fall

a) Ableitung der Gleichungen

Wir wollen uns nunmehr von der einschrinkenden
Annahme der Barotropie — ¢ = g (p) — wieder frei-
machen und betrachten kiinftig barokline Prozesse.
Wir sehen wiederum den Ertelschen Wirbelsatz
als vertriiglich an mit den Gleichungen (7, 8, 9), wih-
len jedoch

i = Ind = const —— l]np !
)

Lla—.
{l

Fiir (10) erhélt man wegen*) %" = 0, \_h;:xu'% =0

*) Unabhiingig davon, oby =ind oder ¢= p gesetzt wird, 1461

sich das System (T—11) auf eine einzige Differentialgleichung
IIT. Ordnung in 2 reduzieren. Beide Systeme fiihren jedoch
nicht zum gleichen FErgebnis: allerdings treten nur Unter-
schiede in vernachlissigbaren Termen auf,

{13) dit[-’mp + EXxBp)-vy] = 0.

Aus (7, 8) folgt zunéchst Bp = £ 1 V(ezp und
ExBp = —-i- Vigzp

Aus der Definition = In & folgt weiter

Vy = Vhd = vln% = — oV(g2p,

so dald

(ExBp)- Ty = $(vezl.
Fiir (13) erhilt man mit der Abkiirzung

5 = —yp= ——ap— (statisches Stabilitdtsmal)
{13 g—tl—ﬂ +%{ngp}'] = 0 oder nach Ausfithrung
der Differentiation
dy ; ds 29 d _ 24 0 _
5 &t + trdl.' T WV gzp d—tvﬁzp ("7 gzp) e Q.

Durch Substitutionsprozesse 1Bt sich das System
(7, 8, 9, 11, 13) auf eine einzige Gleichung mit der ab-
hiingigen Variablen z = z (x, ¥, p, t,) reduzieren. Wir
beschréinken uns vorerst lediglich auf die Betrach-
tung des Hauptteils dieser Gleichung, das sind Ter-
me, die lediglich hdchste (hier dritte) Ableitungen
von z nach den unabhiéingigen Koordinaten enthalten.
Wir vermerken:

b -l‘-{vx[fx%‘-;gﬂr b f -E-‘:r‘”gz—'— '-.;.;.-ng-{-[.
dy _ 1 d
dr t dre

wobei die Punkte, wie auch in den folgenden Rela-

tionen, an Stelle von Termen mit Ableitungen niedri-
ger als ITI. Ordnung stehen,

o il 1 @1 i

S = w e 54—:{;:»»

ds  d

de = 0,5 +..

¢ e

d l -_—

dtp
Die Koeffizienten u, v, w des Differentialoperators
‘% enthalten nur bis zu 2. Ableitungen von z, denn

u = —i v, ¥V -z-i-gz

£ B B

w 140t sich aus (11) %ft-' = ¢ -+ N. "-."l." b wgp = 0

eliminieren; man erhilt

o= — E‘ (gz?t _i_g '._‘v',EIP' =

-1
Der Hauptteil der resultierenden Differentialglei-
chung III. Ordnung in z 148t sich aus (13) nach Sub-
stitution von j—:’ j—: schreiben

d s wobd 2 d

VR e — T VB o Vet
Mit der Abkiirzung L = t' + ux' + vy’ + wp’ erhilt
man fiir die homogene Form bzw. den Normalen-
kegel daraus

CN = Lty lfjp”—Efszpnx'p'—%szpw'p*}
mit C}' = L = o (einwertig)

und Cﬁ' = x'?4-y2-4 %‘ p* — L-;iszmx’p'—l- 8zpyy’p’) = 0.
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C,"I" ldBt sich, wie die Berechnung der H e s s e'schen
Determinante

1 Q —Sslp:

T of .
-gszpy -%[s'f—%(vs?-p]’l}ﬁ

T
li

0 1
not
e fgy AT
zeigt, nicht auf weniger als 3 Veridnderliche trans-
formieren. Die Form C.’E' ist, wie die Umformung

Cl = Lgzpup)Hy' —Lgzosd -+ Gls1— H T gzo)lp =0

engibt, positiv definit, stellt also im ', ¥, p', )=
Raum die doppelt zihlende t'-Achse dar. Da in Ch.']

t' vorkommt, it sich CN insgesamt nicht auf weni- -

ger als 4 Veriinderliche umschreiben. CN und damit
die betrachtete Differentialgleichung ist also nicht
parabolisch ausgeartet und, da von ungerader Ord-
nung, hyperbolisch.

Der Strahlenkegel zerfillt in die beiden ebenfalls
ausgearteten Bestandteile

1. die doppelt zihlende Ebene t' =0

2. die einfach zdhlende Gerade x' = ut’,
p' = wt'

Fiir die Entwicklung eines Charakteristikenverfah-

rens wollen wir uns jedoch mit einer einfacheren

Fassung des Ertelschen Wirbelsatzes begniigen

und betrachten an Stelle (13) lediglich die verein-

fachte Gleichung d (sn} = 0%%).

y' =vt,

Ausfithrung der Differentiation ergibt

(14) s

Wir benutzen weiterhin d— m T H' gz -+— 3'

(hierin sind Glieder mlt Ableitungen wvon -I;-ver-
nachlh‘.ssigt] und erhalten

ds .1 d ;o d
& = T ‘f“ egzpp) = + ;Ei w4 fgz'ﬂp — @ d_tszpp_
d 1
Wegen _{J 5 (_1‘}: = g_" o

und aus dcr Definition fiir s ergibt sich daraus

5 . . 1 1 1
it 5 P ””’T{’mﬂppf mit = [5—:—5[1 + :}]
Fiir (14) erhilt man deshalb ausfiihrlich
(14%) a ?’g:+ 'M—s'zp —l—i—

400t oo,

Die charakteristische Form der Gleichung (14') wird
CNa=Lix? -y + %ﬂ p*) mit L = t'4-ux'+vy'+ op’.
Sie ist fiir "'Sﬂ == 0 hyperbolisch.

Beschrinken wir uns auf den Fall %f T= 0, 80 zer-
fillt der Normalenkegel CN wiederum:

- {TJ (Vgzp) ist wegen (13') bel festgehaltenem

Luftteilchen unabhinglg von t und werde 2, Zt, t = 0 > 0
vorausgesetzt,

++) Man gelangt zum gieichen Engebmis, wenn man im Ertel -

schen Wirbelsatz v — p setzt, was die Gleichung

%:’ = qep = (£ Bp)- Vo ergibe,

hierin das Spatproduki vernachlissigt und beachtet, da

wegen ¥ — o und %@,-‘?In& =0 folgt ~ %5 = — g .
ap

s dr

1. in die einfach zéhlende Ebene L = 0
2. in die doppelt zéhlende t'-Achse.

Der Stirahlenkegel zerfiillt in die beiden ausgearte-
ten Bestandteile
1. die Gerade G E{x‘ =ud, ¥y = vi, p = ol
= 1l
=i
2. die doppelt ziihlende Ebene t' = 0.

b) Amnsatz zu einem Charakteristikenverfahren

Die Differentialgleichung (14} mit den Hilfsgrifen
1
5 = P + o 82pp
= —Szp

u = —%sr.v- Vo= ITEI:(- "= — Sﬂszpr + BV gzp)

N = Vgt V- Vet
1 1 1
T o= —;fl—l‘;gfl +;ﬂ

lieBe sich als Differentialgleichung III. Ordnung in
4 unabhiingigen Variablen durch Einfithrung der 10
voneinander verschiedenen 2. Ableitungen der ge-
suchten Funktion als neue unabhingige Verdnder-
liche auf ein System von 10 Differentialgleichungen
I. Ordnung umschreiben, um die fir Systeme ent-
wickelte Charakteristikentheorie zur Anwendung
bringen zu kénnen. Dabei ist es notwendig, wih-
rend des Fortgangs der Rechnung die aufgefiihrten
Hilfsgrofien laufend durch Integration der 2. Ablei-
tungen wieder zu gewinnen.

Hier ist jedoch eine andere Aufspaltung in ein dqui-
valentes System moéglich, bei der direkt einige im
Verlauf der Integration ohnedies benttigte Terme
als neue abhiingige Veriinderliche eingefiihrt wer-
den. Wegen der speziellen Gestalt der Gleichung
kommt man mit 9 gesuchten Funktionen aus. Es sind
dies mit # ~ gz

u":'ﬁ UIE@M UEE@y, = mp
utt =@y, u'?=Dyy, ul? =Dyp, u?? = Byy, u® = Ppp.

Zwischen diesen bestehen die Gleichungen

du” du' du' _ du*

m—ul -, m—u“ =Q, E_ W= .
gt _ut ol gt dut du
dp dx "oy dx toidp dx
dutt  dur But®  Qui

dy ax dp dx
und die Differentialgleichung (14), in der man

B ] t ]
o = =Yg+ BTg) = — G 4 1B

einsetzt:
(& +02 + v%, o D)@ e+
(15) ’"f'( +ug +-v g .mi)u“-

dy op,
4 oo o

d: enthalten keine

Ableitungen der abhiingigen Variabeln, fiir das in
(15) explicit auftretende w ist man jedoch gezwun-
gen, einen Niherungsausdruck zu verwenden, der
keine zeitliche Ableitung enthilt (z. B. dirfte die
GriBenordnung von @, und V.7 &, gleich sein).

Die Koeffizienten u, v, 7, 5, g, é—
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2)

3

3)

6)
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Man erhilt mit
"‘E‘ ]
P o= P 1.

L1
h

I

L = x,+ ux, + vx, + ox,
L' x; + ux; -+ vx;

als Gleichung des charakteristischen Gebildes
CN = 2 Ll 4 7 - o))

mit Hilfe der Determinante

[

I

X, 0 0 0 0 0 0 o o

o x © 0 0o o0 o

0 x, o 0 o o

0 x 0 =x 0 0 0o 0o o

0 0 0 0 % X 0 0 0 |=cCN
; .

a o ©° 0 % 0 % 0 0

0 0 0 0 0 x 0 -x, 0 |

0 0 0 0 0 0 x 0 -x

o o o -l L o o L uL

Der Normalenkegel des Systems zerfillt also

1) in die 6-fach zéhlende Ebene x: =0,

2) in die einfach zihlende Ebene L' = 0,

3) in die doppelt ziihlende x ,-Achse.

Der Strahlenkegel zerfillt entsprechend in die aus-
gearteten Bestandteile

1) die 6-fach ziihlende x,-Achse _
2) die einfach zdhlende Gerade G = i (u, v, w, 1)
3) die 2-fach zéhlende Ebene x, = 0.

Fiir die Flichenelemente ¢ = t = const als An-
fangsmannigfaltigkeit wird der Rang der charakte-
ristischen Matrix 1 und man erhilt die ersten acht
Gleichungen des Systems als Vertriglichkeifsbedin-
gungen wieder.

Fiir die Flichenelemente ¢ = wx—up = 0 durch die
Gerade G ergibt sich entsprechend die Vertriiglich-
keitsbedingung
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