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Vorwort

Das vorliegende Heft der Berichte des Deutschen Wetterdienstes ent-
hilt die Referate, die bei dem von der Deutschen Meteorologischen
Gesellschaft, Zweigverein Frankfurt, im Mai 1956 veranstalteten ,Sympo-
sium tiber Numerische Wettervorhersage* gehalten worden sind.

Soweit die Vortrige bereits in Fachzeitschriften versffentlicht wurden
oder an anderer Stelle veriffentlicht werden sollen, ist eine kurze Zu-
sammenfassung des gehaltenen Referats aufgenommen worden.

Leider muBten die Vertreter der japanischen Gruppe wegen der Ent-
fernung dem Symposium fernbleiben. Der von dieser Gruppe eingereichte
Beitrag wurde jedoch in dieses Heft mit aufgenommen,

Die Veriiffentlichung der Referate soll auch denjenigen, die an dem
Symposium nicht teilnehmen konnten, einen Uberblick {iber dieses relativ
junge Fachgebiet und einen Einblick in dessen spezielle Probleme ver-
mitteln und damit einen Beitrag zur Férderung der guantitativen Vor-
hersage leisten,

Dr. Bell
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Some Estimates of Nongeostrophic Effects Calculated from a Vertically Integrated
Nongeostrophic Model

by

Louis Berkofsky
(with 3 figures in the text)

Abstract

By making certain assumptions concerning the varia-
tion of temperature and geostrophic deviations with
height, it is possible to derive a system of twodimen-
slonal nongeostrophic flow equations. By assuming ana-
Iytic initial conditions, it is possible to obtain solutions
in closed form to the one-dimensional nonlinear equa-
tions. Initial height tendencies for geostrophic and non-
geostrophic flow may then be compared.

Zusammenfassung

Mit Hilfe gewisser Annahmen iiber die Anderung der
Temperatur und der geostrophischen Windabweichung
mit der Héhe ist es moglich, ein System von zwei-
dimensionalen nichtgeostrophischen Gleichungen fiir
das Strémungsfeld abzuleiten. Mit Hilfe analytisch vor-
gegebener Anfangsbedingungen ist es miglich, Ldsun-
gen fiir die ein-dimensionalen nicht-linearen Gleichun-
gen in geschlossener Form anzugeben. Die Geopotential-
tendenzen des Ausgangsfeldes fiir geostrophische und
nicht-geostrophische Strémung kénnen dann miteinan-
der verglichen werden,

1. Introduction

It is well known that most numerical prediction work
done in recent years has been based upon the use of
the geostrophic approximation. The two main advanta-
ges to be gained from the use of this approximation are

a) the geostrophic approximation acts as a filter to eli-
minate the gravity waves from the fluid model being
studied;

b) the equations are greatly simplified.

Very recently, several investigators (1), (2), (3), have

- been studying nongeostrophic models. An important

consequence of these studies is the establishment of the

“balance condition” as a filter for the gravity waves.

This condition, which obtains from neglecting the diver-

gence terms in the divergence equation, serves the same

purpose as, and in fact is a generalization of, the geo-
strophic approximation. The advantages to be gained
from the use of this approximation are

a) nongeostrophic effects may be included;
b) the eguations remain valid at low latitudes,
However, as might be expected, the equations become
more complicated than the quasi-geostrophic equations,
so that the problem of numerical integration is greatly
magnified.

From experience with gquasi-geostrophic models, it
has been found (4) that the solutions given by vertically
integrated equations may be extrapolated to any other

desired levels to yield reasonably accurate forecasts.
The extrapolations are carried out by means of the
~modelling approximations“, which constrain the ver-
tical structure of the fluid in some fashion. The compu-
tation problem for obtaining forecasts at many levels is
therefore greatly simplified, for it is not necessary to
solve the flow equations at each level for which a fore-
cast is desired. It therefore seems reasonable to formu-
late a nongeostrophic baroclinic wvertically integrated
model. In addition to the computational advantages to
be galined from such a model, it will also he possible to
make direct comparisons between non-geostrophic fo-
recasts and quasi-geostrophic forecasts computed from
the thermotropic model (5).

In what follows, we shall derive a system of simple
baroclinic nongeostrophic flow equations, based on cer-
tain assumptions regarding the nature of the geostro-
phic deviations and the thermal structure of the fluid.
In the effort to assess the importance of nongeostrophic
effects, we shall then solve the one-dimensional non-
linear forms of the equations, given analytical initial
conditions,

2 The Modelling Approximations

In order to obtain two-dimensional mean flow (verti-
cally integrated) equations, one integrates the appro-
priate equations with respect to pressure throughout
the depth of the atmosphere, and then introduces mo-
delling approximations. The latter represent constraints
on the vertical structure of the fluid such that parame-
ters at any level may be made to depend upon parame-
ters at a specific level. To illustrate how such modelling
approximations might be formulated in the nongeostro-
phic case, we consider that the horizontal wind vector
may be represented as the sum of an irrotational vector
and a nondivergent vector

v=kxVy+ Vg [1]

where v = iu + j v, u, v are the horizontal velocity
components positive eastward and northward respecti-
vely, i, j are unit vectors in the east and north direc-
tions, %/ is the honizontal del-operator in a pressure
surface,

The expression [1] may be written
Vvt Ve = kx V{+kx V' + Vo

vy = kx v"f’ = geosirophic wind

(2]

[2a]

Vag = Kx V' + /¢ = geostrophic deviation '

where & = gz is the geopotential, g is gravitational ac-

celeration, z is contour height of a pressure surface, y*

is the deviation of y from the geopotential, f is the Co-
riolis parameter,
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The hydrostatic equation is
. R (3]
p P
where p is pressure, T is temperature, R is the gas con-
stant for dry air.

The mean value with respect to pressure throughout
the depth of the atmosphere is defined as

)= 20" ) (4]
0 Po JU
where p, is surface pressure,

Integration of [3] with respect to p yields
® = _R\Idp+rtx,y.:} ‘ 5

where f (x,y,t) it is an arbitrary function. If we apply
[4] to [5) and subtract the result from [5], we get

® = $+R(§:dp - {; dv) 6]

1f we make use of [2] and [6] in [1], apply [4] to the
result and subtract the latter from [1], we obtain

v = kX 7p+kx v {lw‘—ﬁ'H[Hi— dp—\ —;-dp]], +v¢ (7]

where
RT

¥ =
f
— [8]
F=2+v
In order to be able to express the wind in terms of
integrated variables, we must first introduce modelling
approximations invto [7]. To do this, we assume that

oy pt) =9 oy fal
Trlxy.pt) = Blp) vy [b) [81
Tyt = Clp) Voo lay.t) [¢]
where @ is the value of ¢ at p = pe.

The assumption [9a] means that the deviation of
from the geopotential is invariant with height. As a
consequence, v satisfies the hydrostatic equation, apart
from a constant factor. For

dyp _ o @ dy’
dp ip f dp
But ¥ = 2% — ¢ due to [9a), so that
dp ap
) dap T
== (10
op P J

whence

Po= Cdp — 1" dp)
/ v+{jpdp }p Pl [11]
Assumption [9b] means that the isotherms are pa-
ralle]l at all levels along a given vertical, although the
temperature gradient may vary in intensity with eleva-
tion, This assumption is the basis for the formulation
of the thermotropic model. As will be seen, [9b] as ap-
plied to the thermotropic model means that the wind
shear cannot turn with elevation, but in the present mo-
del a turning of the shear is permitted due to nongeo-
strophic effects,

Assumption [9c] states that the divergent wind may
be expressed as a certain fraction of its value at the
ground. It also states that the lines of equal ¢ are pa-
rallel at all levels along a given vertical, although the
intensity of the horizontal gradient of ¢ may vary with
elevation. C(p) is defined such that € = 0. This must be
so to be consistent with the hypothesis, made later omn,
that the mean divergence be equal to zero. (Vg = 0).
In other words, we assume that the mean wind is non-
divergent,

When the assumptions [9] are introduced into [7], we
obtain for the wind

v =1k X V [y + Bup)rl + CpYV o 21
and for the absolute vorticity
=k -V Xv+t="2[yp+ Bup)] + ¢ [181
where )
TB, B
=|2dp— 124 14
Bop) = | pdp—{ e [14)

and k is a unit vecb:"w in the vertical.

It will be recognized that if we neglect all ageostro-
phic terms in [12] and [13], we have exactly the expres-
sions for the wind and wvorticity in the thermotropic
model.

If we differentiate [12] with respect to p, we find
av B

-

15
p > [15]

which shows that the wind shear may turn with eleva-
tion due to the presence of the nongeostrophic wind
vector /gy, In the thermotropic model, however,

v B

p = - [186]
which is the thermal wind relation, which shows that
the wind shear cannot turn with elevation. Indeed, the
only way in which such a turning of the shear may be
introduced into a geostrophic model is to consider a
more general modelling approximation, i. e one on
the stability, In that case, one is led to a three-para-
meter model (6).

k < v?+g§~7%

kx Ve

3. The Physical Model

Since one of the aims of this study is to compare re-
sults obtained from a nongeostrophic model with those
obtained from a quasi-geostrophic model, the physical
model to be considered will be one which bears a close
resemblance to a known quasi-geostrophic model, The
thermotropic model (5) is a vertically integrated quasi-
geostrophic model, from which sixty twenty-four hour
forecasts have been made at GRD. The vorticity equa-
tion for this model was derived by neglecting certain
terms in the unintegrated vorticity equation at the very
outset. For example, the terms which represent the wver-
tical advection of vorticity and the “twisting" effect
were neglected, as was the relative vorticity in the di-
vengence term. It should be emphasized that there is no
formal difficulty in including these effects, but we shall
here retain these simplifications to derive nongeostro-
phic flow equations which may be directly comparable
with the quasi-geostrophic equations, to that the non-
gestrophic effects may be clearly brought out. We also
assume that the hydrostatic law holds, that the flow is
frictionless and adiabatic, and that the vertical struc-
ture of the flow is that described in the previous sec-
tion.

The vorticity equation in the (x,y,p,t) system is

%—'f+v-vn—f%9;?—o [17)
where w = dp :
dt
The adiabatic equation is
g:+v-vr+ow=0 (18]
where o = ; ‘;? , © = potential temperature. The
continuity equation is
Vv + '33_‘: ~0 [19]
The hydrostatic equation may bewritten
ag _ i [20]

ap p
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The balance equation, obtained by setting the diver-
gence equal to zero in the divergence equation, is
— i+ VE-EXv+2Ve X V) - k=T [21]

The balance eguation is included here in order to
close the system. It will be seen that it need never be
solved after the initial instant in onder to determine the
flow. In this sense, the balance equation is regarded in
the same way as the hydrostatic equation, the introduc-
tion ‘'of which implies that the flow is always in hydro-
stafic equilibrium. The introduction of the balance
equation implies that the flow always maintains the
balance given by [21].

The boundary conditions onr w are taken to be
w=0atp=10
w=4~0atp = p
These conditions imply that the mean divergence is
zero, If we had set w = ay at p = py, then the effect of
irregular terrain could have been introduced, and the
mean divergence would have been differént from zero.
While there is no formal difficulty in including this ef-
fect, it will be omitted from the present development
for purposes of comparison with the quasi-geostrophic
model,

The vertically integrated vorticity equation is

(22

W T =0 (23]

If we introduce [12] and [13], we obtain '
W a o . T, 7% -4

v+ v+ D+ B (v 4 [24]

+BCvg-v (V7)) = 0
[24] is the integrated wvorticity equation, which may

be'solved as a Poisson equation for E:j—'f provided that

the initial values of 1, 7, go are known. It will be noted’

that, if we set the ageostrophic components v and gy
both equal to zero, the resulting equation is exacily the
vorticity equation for geostrophic thermotr:o_pic __ﬂmE.
The development terms are represented by B2 J (r,/21)
whiich is the advection of thermal vorticity by the ther-
mal wind, and B;C Ve V (V21), which is the advection
of thermal vorticity by the surface divergent wind,

The vertically integrated adiabatic equation is
1.0+ BC g vitom = 0 [25]

where we have assumed ¢ = constant. This assumption
was made to be consistent with that made in the ther-
motropic model, It may be shown that ¢ = constant fi-
xes B(p) in [9b], while if the former constraint is re-
moved, one is led to an entirely new model.

The vertically integrated continuity equation is

Y]

T!?’u - ';C [26]
Further, since w = h C(p")dp* 72 o,
w = Gp) w
where
\" Cp) dp’
G = e 27
(p) o [27]

It now remains to derive an equation for w. For this
purpose, we return to the vorticity and adiabatic equa-
tions [17] and [18]. We differentiate [17] with respect to
p, take the Laplacian of [18]), multiply by appropriate
factors and add. The result is an equation in w, which
may be vertically integrated, and gives, upon the in-
troduction of the various modelling approximations, the

following equation in w:
o) +jEmoip+6)
1 —_— = —
ﬂLv’ J )+ =HEB]—1]J =)

—-{p ]Wuv{v'w+ﬂ [28]
+u 1—{p ;+mm-v(vm}
—BC7Tge-vT)
whera
M) = |78 )
aC [29]
NG = |7 p 35

The system [24], {25], [26), [28] represents a set of four
equations in the four unknowns P, T, @, w. Given ini-
tial values of these quantities, r and y may be predic-

. ted,a:hdmwvalmleso&qsomdanmyﬂ:enbemmpwm

Initially, @ and ¢y may be calculated from iterative so-
lutions of [26] and [28], if r and y are known. 7 is known
from observations. Hence i will have to be calculated,
and this may be done by solving the integrated balance
equation

o [(ER) - SE ] -~
2B [(EIT:;}' g—ﬁgi;] [30]

In the derivation of [30], terms involving ¢, were
neglected. This assumption is unnecessary, but its use as
first approximation simplifies the caleulations conside-
rably. It is to be noted that, after the initial instant, v
and 7 may be predicted by [24] and [25], so that [30]
need never be solved again, unless one wishes to calcu-
late the predicted geopotential at any time step. It is of
interest to note that the integrability condition in order
for [30] to be elliptic in character, and hence sohnable
as a boundary-value problem, is

@_1 231 LR ’]__E
- = vhve> (ax05) | — 2
If we appromimate the second term on the left geostro-
phicaﬂl}',
e _ 2B, % [8% 8% __ (8% =]_i
F—p v vE>T e (aia_y) ,  [30a]

Bolin (T) has found that the integrability condition
for the barotropic case, which is the same as [30a], but
with the r terms excluded, is mot satisfied at about
3—5% of the total area on an ordinary 500 mb chart. It
may be that the inclusion of the baroclinic effects will
render [30a] a sufficiently strong inequality so that it is
satisfied everywhere, If this turns out to be so, then the
problem of numerically integrating [30] may be simpli-
fied, since the convergence rate will undoubtedly be
greater than when the inequality is weak. This hypo-
thesis is now being tested.

The imposition of the balance condition [30] implies
that gravity waves have beeri filtered from the model.
For the balance condition is obtained by assuming that
the divergence is small compared to the vorticity, in the
large scale motions of the atmosphere, Gravity waves,on
the other hand, are characterized by the fact that the
divergence is large compared with the vorticity. An
analysis of the linearized one-dimensional equations for
the present model reveals that only long waves may be
propagated in this system.
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The fact that gravily waves are excluded from the
present model may be shown by the following conside-
rations, The complete divergence equation is

aD-{—v—vD-i—D’ (4 - kXv+2(ToX Tu)- ke

- =520 [30b]
It has been shown (3) that an w equation may be deri-
ved by making use of [30b], [17], [18] and [19]. This
equation contains time derivatives of @, and hence is
capable of propagating gravity waves. This circum-

stance arose due to the presence of % in [30b]. In a

vertically integrated model in which the mean diver-
gence is zero, the term %’ disappears. Hence it is im-

possible for time derivatives of w to arise in the w equa-
tion, If we further neglect the very small terms v-V/D
+D2, we are led to the balance equation [30] for this
model,

We may summarize the solving procedure for the
system in the following way:
[a.] Given ®, 7, solve [30] for .
[b.] With these values of 7, i, solve [28] for w, setting
wo = 0.
Solve [26] for .
Return to [28], using the g, computed in [c.] to ob-
tain a better approximation for w.

[e]
[d.]

[e] Return to [c.]. Continue this process until a conver-
gent value of w is obtained.
[£] Solve [25] for z:

[g.] Solve [24] for ﬁ

[h.] Iterate to get new fields of T and .

[i.] Return to [b.), using the convergent value of ¢y
computed in [e.] at the previous time step, as a first
approximation.

4, Analytical Caleulations

In order to study the effects of geostrophic deviations,
we shall consider one-dimensional nonlinear flow, with

analytical initial conditions., We shall assume w and 7 )

fields, as perturbations on basic fl_owa, att = 0. If we
use these fields to solve [30] for @ at t = 0, we shall

then be able to calculate @ 9 . @o for four cases,

which we list below: o

[l o0, v 0, v=kxV (y + Byz) + CVpp
(0] o =0, v 0, v=kxV (y + Byr)

[e] po0, ¢’ =0, v="kxV ({ + By + CVgps

[d] e =0, ¥ =0, v=kxV (-‘F+ Bi1) (geostrophic
case)

In all cases, we shall keep the fields of vy and 7 the
same. Corresponding to this field of 1, there exist two
fields of @, depending upon whether 1, is or is not zero,
When 3 = 0, we have geostrophic initial conditions of
geopotential, corresponding to cases [c.] and [d.]. When
W % 0, we have nongeostrophic initial conditions of
geopotential, corresponding to cases [a.] and [b.].

At any time t, the 3 and 7 fields will be given by

= — Uy -+ asin EJT-' {x—ct) sin %—F
31
J-—-y+b5|n x—ct) sin 3 la1]
L (s g
where U = constant, %—; = constant, L. = 2D, ¢ = con-

stant,

We have written [31] in two-dimensional form in or-
der to be able to solve the balance equation [30] without
sacrificing the nonlinearity. That is to say, the non-
linear terms of [30] disappear when this equation is spe-
cialized to one dimension. We shall solve [30] as a two-
dimensional Poisson equation for @, and then specialize
the result to a particular y.

If we assume that the motion takes place in the (x,y)
plane between the rigid lateral walls y = 0, y = D, then

by _ g 198d _

'is';' f d at y Q, D

a¢ fra - _ . 39
i fU-—I—-Esm T (x—ct) aty = 0 [32]
ap fza .

E —fU—— sin & [x—ct} aty =D

The solution of the balance equation satisfying the
above boundary conditions is

D (xy1) = ( a™+b7B,* ) 2 cos"

5 g1

(x-—:t}+ 3 cus

-} atsin El-i:{x—ct} 5inng—ny
o AUy? %a:.? sin 2]? {x—=-ct) cos %' [33]

In the case where v’ == 0, & = f(M].

fy' = ((’j‘flﬁ' ) o o8 4 (x—ct) -+ * [.’ cos _)']
ﬁUY + @ sin " [x—ct) cos ‘E‘F [34]
In the case where p’' = = fip,
¢ = —fUy+a fsm x—ct} sin ’g [35]

At a fixed y and t = 0, (38] represents the initial geo-
potential field for cases [a.] and [b.], while [35] repre-
sents the initial geopotential field for cases [c.] and [d.].

In seeking solutions for the one-dimensional forms of
[24], [25], [26], [28], we have neglected, as a first appro-
ximation, the g, terms in the w equation. This is equi-
valent to saying that the wind is nondivergent. We
hawve done so here only in the w equation, and nowhere
else, in order to avoid mathematical complications in
determination of g Such a procedure will of course

lead to an error in w, and hence an error in g, g: and
a—‘f But at least we will be able to obtain rough estima-
tes of nongeostrophic effects in this way.

The one-dimensional forms of [24], [25], [26], [28], are
therefore:

31,&3;': B—B:B':+TB%&: 3

w0 1+‘33x ay ax® ' dyan dx ax° [36]
T ow gy 3y o HBC ¢ g toB=0 (8T

e - =

e S TR o A FULS E

The initial conditions are obtained by setting t — 0
v = D/2 in [31], i e,
¥ = — Uy + asin 7 I

L
drg

[40]
T o= H—y—[—-bsin-z-g“‘ l
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We first solve [39], which becomes

1w 27

Frm @ =K cos [41]
where
f , 3°G
{ ®op? [42)
K = 2% (8ndny |, —H:( —1) + b
Lo L+ dy I

The solution of [41] subject to the condition that o be
periodic in x, is

K 2%

— - OS5 L [43]

The solution for ¢, obtained by substituting [43] into
[38], and requiting that ¢ be periodic in x, is
KL®

amx

Pg == e ——— cos [44]
arpClo (V)1 L |
The solution for gt‘ obtained from [37], is:
o _ o_i_( ___2znade, __ 2wh U] cos El:ﬁx+
L ‘H } L d¢y L L
L _BChK -lfx ]

2pCla,+ (]

To obtain the solution for the geopotential tendency
from [36], we write

P _ oy _

:]'t at ot

We may estimate —f.--‘g- for inclusion as a nonhome-

genous term on the rjght. snde of [36]. me [34], at t=0,
v = D/2,
gy’ _ a®(a® 4 b? B,?) 4ax
— [D® L (47
The phase speed ¢ may be obtained by the usual method
of investigating the linearized system corresponding to
equations [36] through [39], We obtain a quadratic fre-
quency equation, whose solutions correspond to long
waves. For purposes of estimating c at t = 0, the sub-
stitution of [31] into the linearized form of [36] leads to
the sufficiently accurate expression for the propagation
of stable waves

[46]

¢ sin

CALE == bode,

=V, F 48]
whence
dah Bt 2 3 . T
fd;i a® (a L“'E)E Blk}ﬂ_} 4’“ — B,* : dd_';'; 51n4Ex [49]
Equation [36] becomes
9* (9P| _ anaf [‘2::"‘ _ . bgs dr, 23X
e (50 = T () o= S B (Y S o 0

B fB,CbK o,_u+n={a=+b*a,ﬂ(u P
2Ptfﬂ +(2:1] LD.! 4t
= b dr\ 0% . 4ax
- B aa—“}ﬁ’““ L

The solution of [50], subject to the condition that
be periodic in x, is

b dd) afil , 2abB,2de, 2720 2A%
r'l. {T!)rJ+f(2I+ L ' _E;_ -L.- ){cos L _1]
tf— BCB:(, R
BpC[a,-H
— B :i;ﬂy }m anx

where(df) m&ewﬂueoid—watx = n

(a"") is obtained from [33], using ¢ from [48]:

ad 27a fc 2ma f b dz,
(G7), = gl et - —ma b
Finally
1ol b e
S+ f BCbK a*(a ’+b’_B_’J[ __dL:
opCla,+(27) LD 4
. bd!o 4:1
Bl ady}}

‘We may now summarize the results:

Case [a]

PoF0 ¥ =0, v=kx V(pt B LCvag,

& D.0) = —TUD L BUDY gpgp 2mx
2 2R
(a +: BI)DQ{ 4-rx —1)
K aax
0= — 05 T
FE AL L
a, -+ ( L )
o = KL 3 Cosz'—”
4 pCla (P T
s o K 2xade, _ 2ab 2%
it L _J_('zn']! L dy L U]ms T
! L
BCbK sin 47X
2pC{a, ! 21}] L
i 2aaf a‘[. b de 27X
aw =L VU, Bl,a do)”'l:
+ [= B,CbK a¥{a?4-b* B,?) U— g
chla-_]_(z[.:r)?J fLD® 4t
s b dr, dax
B.? a dy}} s
Case [b]
wo=0,v F0,v=kxV (yp + Byr)
P& (x, E—,{‘)- IUD }—ﬁUD +a {smzl':x -
(a:-l-:z B. ) D-’{ws 4{:( —1)
a1, gy solutions given by [43], [44].
ar a K 2xade, 2ab 2K
= | : P L--U]cos L

© ot . _"_(;i_;f)n
! L,

i - 2xaf A s b d!u 2:Tx
at L (U= G B e
, 7 (a?4b?B,® b dry) . d4mx
" {a[j‘]_j“ 1 J{ 4,1 Hi!a ]sm =
Case [c]
G 0,7 = 0,v = kxV (] + Bio) + CVsps
D fuD . Rax
‘pfx.2.0}=— 2 +afsu1-L

w, py Solutions given by [43], [44].

[52]

[53]

[54]

[43)

[44]

[45]

(53]

[54]

[55]

[56]

[57]



0B _ _amafy_ AF _pabde,  2m
LU s B e
[BCHK o dirx (58]
<[ (22 L
¢ PC[“' + )]
Case [d]
o= 0% =0,v = kxV ({ + B
D fuD . Rmx
tﬁ{x.z.o}-n—---z--—l—afsln L [57]
w, o solutions given by [43], [44].
dd _ amafiy pLE 5y bdryy | 2ax
o L (U qn® B, a dy)mb'hL [59]

5. Numerical Calculations

To find the latitude corresponding tc-'the value of
v = D/2, we use the approximation

r - . "
cos P (sin ® — sin @)
where r = radius of the earth, &y = latitude of southern
poundary of region (» = &, corresponds to y = 0). See
(8). Then, for y = D/2, & = 30N, D = 2000 km,
r = 6371 km,

y = [60]

D= 400N
To determine a, we let Unpax = Vimax
solve for a form
a = L/2x vjyax = 3182 x 1012 cmsec-t
We shall use b = a, s0 that the initial temperature per-
turbation is the same as the perturbation of the stream

‘fj’y = —3x 10 em/sec
(corresponding to a northward temperature gradient of
10 per 100 km),

7 s calculated from

= 50 m/sec, and

field. We use U = 2 x 103 cm/sec

RT |
D — s
fgp { f]
where I" = adiabatic lapse rate, y = actual lapse rate,

taken to be 60 C per km. With I" = 980 C x 10-1 cm-1 and
p=500mb, T = 2450 K, 0 = —1.6751 x 10? cm2sec-imb-1,

To determine B(p) and B,(p), we make use of the fact
that the assumption ¢ = constant fixes B(p) in the fol-
lowing way (6):

7 o= -

B = (1+K)(P)

whence

B (5 = |1 —( +K1(_;)K|

We shall assume that the divergence varies lineraly
with pressure, i. e.,

Clp) = *P — 4
(p) .
whence w varies parabolically with pressure
Gl = — P (P —
(pi P {PD )

We may summarize the numerical values used:
I = 0.98 X 10-4 deg cm-!
= 0.60 X 10~ deg cm-1
= 2,87 X 106 cm2zec-2 deg-l
= 980 cm sec-2
5 X 102 mhb
245 deg A
= . 9375 X 10-4 gec-1
—1.6751 X 10¢ cm2sec-lmb-1

El ™ - I R
I

B = 1.754 X 10-13 cm-tsec-!
L = 4 X 108 cm
D = 2 X 108 cm
u = 2 X 103 cm sec-t
4% _ 3 10% e sec-t
dy
a = b ==.3182 X 1042 cmsec-1
Po = 108 mb
BC = .1259
BiC = —. 4371
B,* = , 6345
pC = , 1667 < 103 mb
a8t
P 5;5’ = —6 X 10-3 mb-1
a, = 3.3580 X 10-16¢m-2
K = . 3232 X 10-""cm-2zec mb
— o= 10855 X 107" mb sec™!
»+(T)
KL*

= 1350 % 10? cm? sec™?!

4t pC[a, _.r_(ir.-r}u

c=U— I‘L-,, o le b d!’n= 3.1026 3 10° em sec-!
4a* a dy
Camafyy  dlF oo bdey L
L {U 4 By a dy)_ 1-4961 = 107 cm® sec

| Tk __ 2aa de, _ 2ab

4 [Ray L dy L
2+ (T,

BCbHK

il

Pt B (u- 2 8

4.1t

UI = - 0430 ¥ 10* cm® sec™?

== - Q067 = 10" cm® sec™?

2pC

b -; (i;’} = 1-0232 > 10" ¢cm? sec™?
. _E,B’c-!’-]g;!-:!- = —.0542 > 10% em® sec™?
exclo+(T)]
We shall express the height tendencies in 100°s ff
day-1, and the temperatures in deg day-1. Thus
iz
at
aT
dt

= . 00280 E:f (100’s ft/day)

= . 2822 X 107 g: (deg/day)

In order to express the initial heights Z as peturba-
tions (in 100°’s ft), we shall omit terms involving the
basic current from this calculation.

Then the equations, in numerical form, are:
Case [a]:
woE 0,9 =0, v = kxV(p + Byr) + CVpy

0L _ 4-3237 cos X 1 2.8004 sin 1°¥

at L T

(100’s ft day-1)

',*).E = — 121346 cos ZEK + 1-8907 sin ?—‘Z—x (deg day-1)

Zix, E 0) = 9.0860 sin E'EI -+ +8530 {cos 4{1 —1) (100's 1)
Case [b]:

po =109 =0, v = kx\/(yp + By1)

Az

ar ™ 4:3237 cos 2? ~+- 2:0570 sin 4';’{ (100°s ft day-1)
L

T 12.1346 cos 27X

o 1 (deg day-)

¥4

L

¥

L" — 1) (100°s ft)

Zx, E 0) = 0.0860 sin =¥ -+ .8530 (cos *
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Case [c]: .
Pk 0y =0, v = l!n'cv("fEf + Byr) + CVqp

3z _ _ .. 2ax _ . 4ax .
at 43237 cos T + 1566 sin T (100°s ft day-1)

Zix, ? . 0) = 00860 cos ?-E-x (100's £t)
Case [d: _

Po=0,p =0,v = kxvc%ﬁ + By

aZ 2%

— = — 43237 cos L (100's ft day-1)

at

Z(x, E 0) == 9-9269 sin EE’ (100's ft)
All Cases
¢ = —. 0555 > 107! cos 2-"["-:( mb sect
Py = - 1350 > 10'? cos 2—;‘[’? cm? sec?!

6. Discussion of Resulis

We have obtained rough estimates of the height ten-
dencies for varying degrees of departure of the initial
conditions from geostrophic conditions, all correspond-
ing to the same initial stream field. As previously men-
tioned, there are two initial geopotential fields corres-
ponding fo the initially assumed stream field. These
are shown in Figure 1. The solid line is the nongeostro-

Z (s00’s [v)

Fig. 1 Initial height distributions

phic height field, the dashed line is the geostrophic
height field. Corresponding to each of these two fields
of contour height, there may or may not be initial fields
of g. Thus there are four possible combinations of ini-
tial conditions corresponding to the same stream field.
To each of these conditions corresponds a method of de-
termining the wind field, which we have listed as Cases
[a] — [d] in Section 4. It is not intended to use these re-
presentations to determine the wind field in the present
study, but they are listed simply to show the type of
wind field to which each of the tendencies corresponds.

What should actually have been done would have
been to assume an initial geopotential field, and solve

the balance equation as a Monge-Ampere equation for
the stream function. This approach is actually the one
to be used in forecasting, and would have been more
palatable from the point of view of comparisons. Due
to the mathematical difficulties, however, the present
approach was used.

Nevertheless, several interesting results are brought
out in this study. Figure 2 shows the height tendencies,

7=

6- , \

-l -

H- (mo's §u doy™) —=

-g-/
_-:-7‘ A= — — Qago §axo \
8- B—— — Ruo Fao %
€ ——— fg =0
8- \.h;

0 ————— gu=0 §'=0

Fig. 2 Height tendencies

in hundreds of feet per day, for each of the four cases
listed above, The solid line is Case [d.], which corres-
ponds to a geostrophically computed tendency from
geostrophic initial conditions. When the initial ¢, field
is included in the calculations, so that the wind heco-
mees divergent, then the tendency is given by the dotted
line, Case [c]. There is hardly any difference between
this case and Case [d.]. The initial height field is the
same in both cases, but Case [c] represents a slightly
nongeostrophic wind field, due to the presence of the
divergent part of the wind. The dashed line is the ten-
dency field for Case [b]. Here the initial height field is
nongeostrophie, but the wind field is nondivergent. The
dash-dotted line is the tendency field for Case [a], in
which the initial height field is nongeostrophic, but the
wind field is divergent. Again, the presence of the di-
vergent part of the wind makes very little difference in
the tendency compared with that computed from Case
(bl

On the other hand, there are marked differences be-
tween the tendencies for Cases [a] and [b], and those
for Cases [c¢] and [d]. If we assume for the moment that
Cases [a] and [b] are identical, as are Cases [¢] and
[d], then it becomes clear that the greatest differences
in compubed height tendencies arise when the latber are
compubed from nongeostrophic initial heights, corres-
ponding to a nondivergent nongeostrophic wind field,
as compared with those computed from geostrophic ini-
tial heights, corresponding to a nondivergent geostro-
phic wind field.

From these results we may draw the fellowing con-
clusions, at least insofar as the model under discussion
is concerned:

a) The height tendency is hardly affected at all if cal-
culated from an initial divergent wind field, rather
than from an initial nondivergent wind field.

b) The height tendency is significantly affected if cal-
culated from an initial nondivergent nongeostrophic
wind field.

Thus is appears that the introduction of the expres-
sion

v=kXVwy [61]
for the wind field, instead of
vekxv? [62]

t
whene vy is obtained from the balance equation, should
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lead to greater geostrophic departures than if one in-
troduces ‘
v=KkxX v ‘f +ve
instead of [62]. This means that the solution of the con-
tinuity equation to obtain ¢ is unnecessary. In the pre-
sent case, this would mean that, in order to obtain non-
geostrophic forecasts which differed markedly, from
geostrophic forecasts, it would be sufficient to solve the
system [24], [25], [28]) (with the g, terms omitbed), and
[30] to obtain indtial v fields.

It should be recalled, however, that the above results
are based on calculations in which the g terms were
neglected from the equation [28]. This scheme may have
led to underestimates of ¢y, and hence underestimates
of its effect on the height tendencies. What should real-
ly be done is to solve [26] and [28] iteratively, starting
with @y = 0, until a convergent value of ¢, is obtained.
Until this is done, the above conclusions about the ef-
fects of ¢y cannot be considered final. -

We have also calculated the temperature tendency. It
is clear from equation [37] that one can only distinguish
between the cases when the initial field is divergent or
not, insofar as calculation of the temperature tendency
is concerned. In both cases, however, the initial wind
field is nongeostrophic. Thus Figure 3 shows the tempe-

U (ieqday™) —=

an

Fig. 3 Temperature tendencles

rature tendencies corresponding to Case [a] (dashed
line), and Case [b], solid line. It is evident that the in-

[63] .

. clusion of the divergent part of the wind in the initial

nongeostrophic field can make a maximum difference
of 1.8¢ C per day, due to a phase shift, No comparisons
are possible for Cases [c¢] and [d], due to the
nature of the equation for the temperature benden-
cy. The maximum temperature difference is of the
order of the radiational temperature change in the free
atmosphere, and so may have greater significance than
the difference between the height tendencies for the
corresponding cases. That is to say, it may be possible
that an dmitial nondivergent nongestrophic wind field
may lead to greater errors in temperature forecasts
than in height forecasts, But this speculation must be
considered further, using more accurate values of gy,
and perhaps calculating forecasts from actual initial
conditions,
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Fjoértoft (2) schreibt die barotrope Vorticity-Glei-
chung in folgender vereinfachter Form

ol -
= —p.-Tpl. 1
e ? L tl

In der Gleichung [1] ist die absolute Vorticity

=

f=2z—1— Sly).
L= 1 (zx-i-d.y + Zx—d.y = % y-4d —F 2x.y—d) .

o) = (2*d* sing cosgp
) = (LT 0
und
p e n g = —gAdvt Upz b —gA Tt wpb{p) X 21

z bedeutet die geometrische Hoéhe des dquivalent-
barotropen Niveaus (der isobarischen Flidche 50 cb), d
die Maschenweite des benutzten Gitternetzes, Q die
Winkelgeschwindigkeit der Erdrotation, ¢ die geogra-
phische Breite, k () den Koeifizienten der elementaren
Lingenverzerrung, g die Schwerebeschleunigung, i den
Coriolis'schen Parameter und f den vertikalen Einheits-
vektor des kartesischen Koordinatensystems.

Die Funktion S(p) ist von der Zeit t unabhingig und
ihre Form ist fiir verschiedene Kartenprojektionen ver-
schieden, Das S(g)-Feld fiir Lambert'sche konforme Ke-
gelprojektion (lngentreu auf dem 300 und 60° Breiten-
grad) ist auf der Abbildung 1 veranschaulicht.

Abb, 1
Das S{p)-Feld.

Aus dem Vergleich des S(g)-Feldes mit dem rdumlich
gemittelten Feld der geometrischen Héhe z ist ersicht-
lich, daB3 die Advektion der absoluten Vorticity { vor-
wiegend durch die rdumlich gemittelte Stromung er-
folgt. Bei geeigneter Wahl der Maschenweite d ist die
rdumlich gemittelte Stromung mit der Zeit weniger

verinderlich als das Feld der geometrischen Hohe z.
Wihlen wir zum Beispiel d = 120 Léngengraden auf
dem 609 n. Br,, dann sind nach Fjortoft die vierund-
zwanzigstiindigen Veriinderungen des Vektors v ver-
nachldssigbar, und dieser kann praktisch als zeitlich
konstant angesehen werden.

Die zeitliche Inwvarianz des raumlich gemittelten
Translationsfeldes ermoglicht uns, die Gleichung [1] in
einem einzigen Zeitschritt zu losen. Die Lésung der
Gleichung [1] erfolgt im Grunde in drei Etappen. Wih-
rend der ersten Etappe verlagern wir die Isolinien {t im
geostrophisch approximierter Stréomung b*t und bestim-
men die neue Lage dieser Isolinien im Zeitpunkt t + Aft.
In weiteren Etappen berechnen wir aus bekannten Fel-
dern [t und {tTAt die lokalen Zeitinderungen der abso-
luten Vorticity im Intervall At und durch die Lisung
des Differenzanalogons der Poisson’schen Gleichung [1]

dz - Az = AL
ermitteln wir das isallohypsische Feld der gewihlten
absoluten Topographie und dadurch auch das prognosti-
sche Feld von z in der Zeit t + At

Alle in obenerwihnten Etappen auftretenden Opera-
tionen (einschlieBlich der Berechnung der Anfangsfel-
der von [ und v*) lassen sich mit Vorteil graphisch
durchfiihren, und zwar gleichzeitig flir das ganze Vor-
hersagegebiet, Die graphische Lésung der Prognosen-
gleichung [1] ist technisch sehr einfach, verhiiltnismiifig
schnell und dabei auch genau, Die Berechnung des isal-
lohyptischen Feldes dauert selbst in komplizierten Fail-
len hiéchstens drei Stunden und die Genauigkeit 16t
sich nach unseren Erfahrungen wvollauf mit der Ge-
nauigkeit der numerischen Integration vergleichen.

Im Meteorologischen Institut der Karls-Universitit
wurden mittels der Fjirtof t'schen Methode dreizehn
zwolfstliindige Prognosen der absoluten Topographie
der 50 ch-Fliche und die gleiche Anzahl analoger vier-
undzwanzigstiindiger Prognosen berechnet. Bei graphi-
scher Berechnung dieser Prognosen haben wir die exakte
Lisung der Gleichung [1] durch die Beziehung

Nz = AL+ 3AL
approximiert. Diese Beziehung gilt nach Fjértoft
vor allem fiir Wellenlingen von etwa 8d, Andere in der
Fjortoftschen Arbeit erwihnten approximativen
Losungen wurden systematisch nicht untersucht.

In zwei in den Tabellen 1 und 2 mit Stern bezeichne-
ten Fillen wurde bei der Berechnung des prognostischen
Feldes die vereinfachte Gleichung [1]

oL
ot
angewandt. Beim Vergleich der nach den Gleichungen
[1] und [3] berechneten [sallohyptischen Felder hat es
sich gezeigt, dall die Vernachldssigung des Terms
o-VpSypl und — 8- Tpl
keinen Einfluf auf die Prognosengilite hatte. Trotz der

- —0Vpl—2) [3]
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geningen Anzahl verglichener Fille sind wir der Mei-

nung, dafl es praktisch in der Regel miglich sein wird,
auch mit vereinfachter Gleichung [3] erfolgreich zu ar-
beiten. Durch Anwendung dieser Gleichung wird sich
die Anzahl der bed der Konstruktion von Anfangsfel-

die in den Tabellen 1, 2 und 3 angefiihrt sind. In diesen
Tabellen bedeutet r den Korrelationskoeffizienben zwi-
schen der beobachteten (x) und der berechneten (y)
zwolf- bzw, vierundzwanzigstiindigen Tendenz von z,

dern { und v* notwendigen graphischen Operationen 1 % 1o J(Eigl Sy
verringern und die Berechnung des gesuchten progno- X= [ %. S"‘nz,?i- "s"] = “!"V—--h- .
stischen Feldes einigermafien beschleunigen. = I=1
Die Qualitit einzelner Prognosen ist objektiv durch P = I/z'lx— WS nd o= ¢
die Werte einiger statistischer Parameter ausgedriickt, i n o
Tab. 1
Zwilfstlindige Vorhersagen
1953 r x v 3 Fx Ty i
29. 1., 0300 — 1500 GMT 0,60 14 5 65 38 8 1,71
30 I, 0300 — 1500 GMT 0,36 10 —16 69 i) 44 1,00
30. I, 1500 —31, I, Q300 0,53 —29 i 75 a1 90 0,82
31. I, 0300 —1500 GMT 0,89 ] 2 70 121 108 0,56
31. I, 1500— 1. II., 0300 0,68 —22 —=6 91 95 128 0,96
1. IL, 0300 — 1500 GMT 0,56 20 ki 54 66 51 0,82
1955
15. I, 0300— 1500 GMT 0,80 6 —25 72 61 104 1,17
15. I., 0300 — 1500 GMT*) 0,76 6 14 62 61 104 1,00
16, I, 0300—1500 GMT 0,74 0 —5 32 63 79 0,83
17. 1., 0300 — 1500 GMT 0,66 —26 1 86 56 106 1,52
18. 1., 0300 — 1500 GMT 0,62 10 18 62 52 B4 1,20
21. L., 0300 — 1500 GMT 0,77 21 2 42 56 B2 0,74
22, 1., 0300 — 1500 GMT 0,72 20 32 45 64 64 0,70
23. 1., 0300 — 1500 GMT 0,73 30 13 5l 65 67 0,78
23. 1., 0300 — 1500 GMT*) 0,76 35 12 58 65 21 0,88
Tab, 2
Vierundzwanzigstiindige Vorhersagen
1853 r X ¥ £ x Ty y
29, —30. I, 0300 GMT 0,44 22 0 98 61 109 1,60
30.—31. 1, 0300 GMT 0,54 —20 —4 101 122 80 0,83
30, —31. I, 1500 GMT ~ 048  —21 20 154 168 130 0,01
31. I.— 1. IL, 0300 GMT 0,60 —13 25 151 178 156 0,85
31. L. — 1. II., 1500 GMT 0,48 4 —17 160 141 180 1,14
1.— 2. I, 0300 GMT 0,48 18 [ 111 115 105 0,97
1955
15, —16. I, 0300 GMT 0,70 B —4 B85 94 119 0,90
15.—16. 1., 0300 GMT=) 0,75 i 9 85 94 130 0,90
16. —17. 1., 0300 GMT 0,81 —8 —9 73 109 122 0,67
17.—18. I, 0300 GMT* 0,72 —41 25 118 a0 140 1,31
18.—19. 1., 0300 GMT 0,62 15 31 83 79 106 1,04
21, —22, 1., 0300 GMT 0,74 29 a7 65 88 100 0,73
22.—23. I, 0300 GMT 0,60 48 48 94 124 105 0,76
23.—24. 1., 0300 GMT 0,74 27 3 83 98 115 0,85
23, —24, 1., 0300 GMT®#) 072 27 —1 110 98 151 1,13

Aus den Tabellen 1 und 2 ist emsichtlich, daB in der
Periode vom 20, Januar — 1. Februar 1953 die Giite der
graphischen Prognosen recht unterschiedlich war, Fast
unmittelbar nacheinander folgten in dieser Periode die
schlechtesten und die besten Prognosen der ganzen un-
tersuchten Serie. Der durchschnittliche Korrelations-
koeffizient der zwolfstiindigen Prognosen betrug in die-
ser Periode 0,60, der der vierundzwanzigstiindigen 0,50.
In der Periode vom 15. — 23, Januar 1955 hat sich die

Qualitit einzelner Prognosen wesentlich werbessert.
Die Korrelationskoeffizienten einzelner Prognosen wa-
ren in diesem Zeitabschnitt ziemlich hoch, in allen
Fillen war r = 0,60, Der durchschmittliche Korrela-
tionskoeffizient betrug dabed 0,72 fir die zwdolfstiindi-
gen, 0,71 fiir die vierundzwanzigstiindigen Prognosen.
Einige der besten Prognosen der ganzen untersuchten
Serie sind auf den Abbildungen 2a, b und 3a, b veran-
schaulicht. )
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Vierundzwanzigstiindige Isallohypsen vom 16, — 17. I. 1955,
0300 GMT
b) becbachtete,

a) prognostische,

1953
. 0300 — 1500 GMT
G
N
o 1600 —31, I, 0300
G
N
., 0300 —31. I, 1500
G
N
. L, 1500 — 1. IL, 0300
G
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In der Tabelle 3 werden die Ergebnisse der zwiolf-
stiindigen graphischen Prognosen mit den zwdlfstiindi-
gen isallohyptischen Feldern verglichen, die durch li-
neare Interpolation aus den Werten momentaner Ten-
denzen in zwei aufeinander folgenden synoptischen Ter-
minen berechnet wurden, Die Berechnung der letzt-
genannten Felder wurde ausfiihrlich von Bolin und
Charney (1) beschrieben. Aus der Tabelle 3 und aus

r

0,36
0,61

0,53
0,86

o088

0,90

0,68
0,86

Tab. 3

X
10
21

—29
—1G

9
9

—22
—13

—22

—42

69
70

5
48

0
61

91
53

69
74

o1
121
116

9%
88

128
o0

i

1,00
0,95

0,82
0,53

0,56
0,53

0,96
0,60

den Abbildungen 4a, b, c ist ersichtlich, dafi die Giite
der numerisch berechneten Felder wesentlich grifer
war als die der graphischen Prognosen, Beim Vergleich
beider Felder mull man jedoch bedenken, dall die nu-
merisch ermittelten Felder nicht als Prognosen angese-
hen werden kémnen. Bei echten numerischen Prognosen
wire der Unterschied in der Qualitit beider Felder we-
sentlich geringer.
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Zwilistiindige Isallohypsen vom 31. I. 1953, 0300 — 1600. GMT
b) numerische ,Prognose”,

a) graphische Prognose,
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¢) beobachtete.

Zikmunda (3) hat bewiesen, daB die Fehler der ba- wo py den Bodendruck bedeutet. Beim Vergleich von
rotropen Prognosen mit den Bodendruckinderungen eng  Fehlern graphischer Prognosen mit den Bodendruck-
zusammenhingen. Aus der Theorie geht ndmlich hervor, dnderungen wurde in fast allen Fillen eine ziemlich

dall gute Ubercinstimmung der Konfiguration beider Felder
7p! (x —y) = konst dpe (4] festgestellt, Im Einklang mit der Formel [4] waren die
P Y S Gebiete positiver Fehler identisch mit den Gebieten des
& @ i m W B 1401 1958038
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Abb. 5 '

a) Bodendruckiinderungen vom 16. — 17. I. 1855, 0600 GMT

b) Fehler der vierundzwam.lgstﬂndlsen graphischen
Prognoze vom 16, 1. 1955, 0300 G




— 38/18 —

Druckfalles, die Gebiete negativer Fehler mit den Ker- Literatur
nen des Bodendruckanstiegs. Aus der Ubereinstimmung (1) Bolin, B. and Chamey, J. G.: Numerical tendency

beider Felder (sieche Abbildung 5a, b) 148t sich schlie- computations from the barotropic vorticity equa-

Ben, daBl die groBten Fehler graphischer Prognosen tion. Tellus 3, 248—257 (1951)

durch vereinfachende Voraussetz des ba (2) Fjbrtoft, R.: On a numerical method of integrating
Ve N amgen ces ; the barotropic vorticity equation. Tellus 4, 179 —

Modells verursachi wunrden, Die Anwendung des gra- 194 (1852)

phischen Integrationsverfahrens hat also die Qualitdt ) yoyngs 0,: Ein Beitrag zur Methodik der kurz-

der barotropen Prognosen keineswegs verschlechtert. fristigen Wettervorhersage. Unveroff. Mitteilung,

1956.
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Transport der inneren und kinetischen Energie in der Atmosphire

wvon

Marijan CadeZ

1. Einleitung

Die Bewegung der Luft in der Atmosphire steht in
engem Zusammenhang mit dem Transport der inneren
und kinetischen Energie. Das Problem des Transportes
dieser Energieformen in der Atmosphiire ist in letwzter
Zeit in der Literatur h#ufig diskutiert worden (Starr
(1), Van Mieghem (2), (3), Miller (4), Kuo (5),
Kao(8),Spar (T, Cadez (8), (9, (10) w a.). Trotzdem
ist offenbar, daB in dieser Hinsicht noch wverschiedene
Problme ungeldst sind, wie z. B. das Problem der Ge-
schwindigkeit, mit welcher diese Energieformen in der
Atmosphire transportiert werden. Ich habe im Jahre

1945 gezeigt, dal sich die innere und kinetische Energie .

in der Atmosphére von Luftteilchen zu Lufttellchen mit
der Geschwindigkeit der Kompressionswellen, d. h. mit
Schallgeschwindigkeit, fortpflanzt und dafl diese Ge-
schwindigkeit in der Atmosphire etwas #hnliches be-
deutet wie die Lichtgeschwindigkeit im Universum.
Der Transport der kinetischen Energie kann von dem
Transport der inneren Energie nicht getrennt betrach-
tet werden. So ist z. B. der Gesamitransport der beiden
Energieformen mit dem Vektor pv — p = Luftdruck,
v = Windgeschwindigkeitsvektor — eng verbunden, Mit
diesem Vektor kionnen wir aber nicht eindeutig die
Richtung der Strémung der inneren und kinetischen
Energie bestimmen. Beide Energieformen strimen
ndmlich an irgendeinem Punkt in der Atmosphiire in
alle mébglichen Richtungen fort, was mit den entspre-
chenden Luftbewegungen in Zusammenhang steht,

2. Die Ubertragung der inneren und kinetischen Energie
mit der Schallgeschwindigkeit

Die fundamentale Eigenschaft der Atmosphire, dafi in
ihr die innere und kinetische Energie von Luftteilchen
zu Luftteilchen mit Schallgeschwindigkeit {ibertragen
wird, habe ich zuerst im Zusammenhang mit dem ersten
Hauptsatz der Thermodynamik, d. h, bei der Betrach-
tung der Wirmezu- und -abfuhr bemerkt. Wir kinnen
sehen, daB die Arbeit pdV, die von den Luftteilchen
wihrend der Vergrifierung des Volumens V um dV ge-
gen den HdubBeren Drudk geleistet wind, gleich der Ver-
griflerung der inneren und teils auch kinetischen Ener-
gie der umgebenden Luft ist, Diese Vergrilerung mani-
festiert sich als die ,Wellenenergie”, d. h. die Energie
des Impulses, die sich zusammen mit der erzeugten Ver-
dichtung der Luft — Impuls — von den Luftteilchen mit
Schallgeschwindigkeit in die umgebende Atmosphire
entfernt (Abb. 1 und 2 in (9)). Ahnlich entsteht um ein
Luftteilchen, dessen Volumen verkleinert wird, eine
Verdiinnung der Luft. Auch mit dieser wind die innere
und teils auch die kinetische Energie mitSchallgeschwin-
digkeit {ibertragen, nur in diesem Fall erfolgt die Uber-
tragung der inneren Energie in die entgegengesetzte
Richtung, d. h. aus der Umgebung in das Teilchen (Abb.
3 und 4 in (9)). Die {ibertragene Energie aus der Umge-
bung auf das Teflchen wird der Arbeit -pdV gleich.

Die Zu~- und Abfuhr der Wirme ist mit der Ubertra-
gung der inneren und kinetischen Energie mit Schall-

geschwindigkeit eng verbunden. Bedeutet das nicht, daf
die Ubertragung der inneren und kinetischen Energie
mit Schallgeschwindigkeit, d. h. mit der Geschwindig-
keit der Kompressionswellen eine fundamentale Eigen-
schaft der Materie ist?

Denken wir uns in der Atmosphére eine vollkommen
elastische Membrane ohne Gewicht, die iiberall normal
auf den Stromlinien steht und die sich mit der gleichen
Geschwindigkeit wie die benachbarte Luft bewegt. Die
Luft wirkt von der Hinterseite auf die Vorderseite der
Membrane pro Flicheneinheit mit der Kraft p und lei-
stet pro Zeit- und Flicheneinheit die Arbeit pv. Stellen
wir uns jetzt vor, daff die Luft hinter der Mambrane
entfernt wird und dal so die Bewegung der Luft, die
sich unmittelbar vor der Membrane befindet, vollkom-
men von uns abhingt und dafl die Arbeit pv von uns ge-
leistet wird.

Irgendeine Verschiebung der Mambrane hat eine ent-
sprechende Verschiebung der Luft, die sich unmittelbar
vor der Membrane befindet, zur Folge. Diese Storung
kann man im ersten Moment nur in unmittelbarer Nihe
der Mambrane beobachten, und sie wird sich zusammen
mit der iibertragenen Energie von der Membrane her in
die umgebende Luft mit einer ganz bestimmten Ge-
schwindigkeit fortpflanzen. Diese Geschwindigkeit
kann nur die Geschwindigkeit der Kompressionswellen,
d. h. die Schallgeschwindigkeit sein, da jede Verschie-
bung der Membrane unbedingt eine entsprechende An-
derung des Volumens der Luft zur Folge hat.

Durch jede Verschiebung der Membrane wird unmit-
telbar nur die Geschwindigkeit der Luftmolekiile beein-
fluft, Deswegen kann nur die innere und kinetische
Enengie der Luft in entsprechendem Betrage verdndert
werden und der oben erwihnte Vektor pv kann nichis
anderes bedeuten als den Gesamtiransport der inneren
und kinetischen Energie durch die Flécheneinheit pro
Zeiteinheil auf der vorderen Seite der Membrane.

Jeden Teil der Membrane kinnen wir auf beliebige
Weise verschieben, um eine endliche Geschwindigkeit
der benachbarten Luft zu erhalten. Unter dem Ge-
schwindigkeitsvektor v der Luft in einem beliebigen
Punkt der Membrane, die nur noch eine mathematische
Fliche darstellen soll, miissen wir also die Summe aller
Verschiebungen dyr, der,....—r = Ortsvektor — der
Luft, die an diesem Punkt in der Zeiteinheit erfolgen,
verstehen. Es ist

1] v = dir,

Ot
wobei sich das Summenzeichen auf alle Verschiebungen
bezieht, die im Zeitintervall A\t stattfinden.

Eine jede Verschiebung dijr steht mit dem entspre-
chenden Impuls - Verdichtung oder Verdinnung - und
dem Transport d;® der inneren und kinetischen Energie
in Richtung der Verschiebung im Zusammenhang. Es ist
nimlic

[2] di® = (po + i po) dir, wobei p = po + dipe

I~
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ist (8ipg = Verinderung des Luftdruckes, die durch den
Impuls erzeugt ist). Der Teil (po + /2 dpe) dir bedeutet

den Transport der inneren und der Teil ij—“dirden

Transport der kinetischen Energie. Der Hauptteil des
Transportes der inneren Energie — pedir — ist immer in
die Richtung der Fortpilanzung des Impulses gerichtet,
doch die kinetische Enengie stromt in dieselbe Richtung,
nur wenn sich der Impuls als eine Verdichtung fort-
pflanzt, Im Falle der Verdiinnung pflanzt sie sich ném-
lich in entgegengesetzte Richtung fort.

Nach dem Dargelegben sehen wir, dafi durch die be-
wegte Fliche die innere Energie in alle méglichen Rich-
tungen immer nach der vorderen Seite transportiert
wird, daB aber die kinetische Energie sowohl auf die
eine wie auf die andere Seite transportiert werden kann.
Der Vektor pv gibt uns daher nicht den Flul der Ener-
gie in einer bestimmten Richtung, sondern nur den Ge-
samttransport der inneren und kinetischen Energie von
der Hinterseite auf die Vorderseite an, der in allen még-
lichen Richtungen mit Schallgeschwindigkeit erfolgt.

Den Vektor pv deutet man oft als Flub der kineti-
schen Energie in Bewegungsrichtung der Luft. Diese
hat z. B. Prof. van Mieghem (2) zu dem

SchluB gefithrt, daBl die Geschwindighkeit dieses Flusses

3] Q= -pE-.Q“Duf‘hdudu'be
2
ist. Da das Quadrat der Schallgeschwindigkeit
' 4 1 — *P
[4] ¢ ?

= Quotient zwischen den spezifischen Warmen der
Luft — ist, gilt
_ 2t
(51 ta = .
x v
Dieses Resultat steht im Widerspruch mit obigen Aus-
fithrungen, da die Fortpflanzungsgeschwindigkeit viel
grobBer - ist als die Schallgeschwindigkeit. Die Schallge-
schwindigkeit, d. h. die Geschwindigkeit des Flusses der
kinetischen Energie kénnten wir auch aus einer Glei-
chung bekommen, die analog der Gleichung [3] ist, aber
nur fiir den speziellen Fall, dall der Geschwindigkeits-
vektor v nur durch einen Impuls — Verdichtung oder
Verdiinnung — erzeugt wird. In diesem Fall ist némlich
der FluB der kinetischen Energie durch den Vektor

(6] Dy = ‘ff v

gegeben und anstatt der Gleichung [3] bekommen wir
die Gleichung

g’.;p v
7 Ca=a

. @
Wenn wir in Betracht ziehen, dal3
(81 dp = *pev

it {1{]], so sehen wir, daB die Fortpﬂa:mungsgesd}wm—
digkeit der kinetischen Energie tatsichlich die Schall-
geschwindigkeit ist:

[9] ¢’y = *c

3. Die Energiegleichung des offenen Systems

Wie leicht zu zeigen ist, kénnen wir die Energieglei-
chung eines offenen Sysbems in der Form

(0] 2 [P+ edr = 42+ {pvado + {(U+P-+K) vado
f) a o

schreiben — U, P, K = innere (zusammen mit der Ener-

gie der Wirmestrahlung), gravitationspotentielle bzw.

kinetische Energie der Einheitsmasse, ."d? = dem Sy-

stem zugefiihrte. Wirme pro Zeiteinheit, v, = Normal-
komponente des Bewegungsvektors auf der Oberfliche
o des Systems und zi#hlt positiv, wenn nach innen ge-
richtet, p, ¢ = Luftdruck und Dichte der Luft, dr = Vo-
lumenelement, do = Oberflichenelement des Systems -.
Das Volumenintegral bezieht sich auf ein System mit
unbeweglicher Oberfldche o, Die Oberflichenintergrale
beziehen sich auf die Oberfliche des Systems. In dieser
Gleichung ist auch die Reibung berlicksichtigt, da wir
die Reibungskrifte als zusiitzliche Gradientkrifte deu-

ten kénnen; die erzeugte Wirme ist in dq berficksich-
tigt.

Aus der Gleichung [10] sehen wir, daB die totale An-
derung des Energieinhalts des Systems, d. h. der Summe
aus innerer (U), kinetischer (K) und gravitationspoten-
tieller Energie (P) gleich dem Flull der Energien durch
die Oberfliiche ist. Dieser Fluf} be-steht aus folgenden
Anteilen:

1. Wirmezufuhr durch Strahlung, Wirmeleitung usw.

2. Zufuhr der inneren und kinetischen Energie mit
Schallgeschwindigkeit,

3. Zufuhr der inneren, kinetischen und gravitations-
potentiellen Energie mit der Windgeschwindigkeit.

Der zweite Teil verdient unsere besondere Aufmerk-
samkeit, da er in der Tat die mechanische Energie dar-
stellt, die dem System zugefiihrt wird, Dieser Transport
wird gewthnlich als Transport der kinetischen Energie
und als Quelle der kinetischen Energie des Systems un-
richtig gedeutet. Er bedeutet in der Tat in der Haupt-
sache die Quelle der gravitationspotentiellen Energie
des Systems, die weitere Transformationen der Enengie
in dem System bedingt. Das Bild von diesem Mechanis-
mus ist das Folgende (9). Die Umwandlung der Energie

fp\.rn de in die gravitationspotentielle Energie des

W

Systems (/\P) hat die Umwandlung der inneren
Energie — einschliefilich Kondensationswirme — des
Systems die wihrend der Aufwértsbewegungen frei
wird (A1), in die gravitationspotentielle Energie des
Systems (/\2P) zur Folge. Diese Umwandlung verursacht
wieder, wegen der erzeugten Luftdruckgradienten in
horizonfialer Richtung, eine neue Umwandlung der
Energie in dem System, und zwar der inneren Energie
{/al) in die kinetischie Enengie der Winde (K):

Sp\r“da—- HyPH L
| a

AU — A.P4+ ... ..

Ny U — K +

Die Windgeschwindigkeit auf der Oberfliche des Sy-
stems ist gleich der Summe von zwei verschiedenen
Partialgeschwindigkeiten: von der einen, die wegen des
Transportes der inneren Energie von aullen nach innen
besteht und von der anderen, die die Folge des Trans-
portes dieser Energie von dem System in die umgeben-
de Atmosphiire ist. Von den Prozessen im System und in
der umgebenden Atmosphire ist abhiingig, wie grol} die
eine und die andere Partialgeschwindigkeit ist und wie
groB der Gesamttransport der inneren und kinetischen
Energie iiber die Grenze des Systems ist.
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Preliminary Report on Computation of Trajectories by Means of Electronic Computers

by

Dufan Djurié and Aksel Wiin-Nielsen

Abstract

With the use of recently developed electronic com-
puters it is now possible to compute air trajectories by
a systematization of already known methods, Because
of the high calculation speed of which these computers
are capable, it is possible to work out a large number
of trajectories and, in the case of the trajectories com-
pubed from the observed data, to obtain a good inter-
polation between subsequent maps.

The following method, chosen from seweral possibili-
ties, has been used in such caleulations here:

We assume that the wind is horizontal and in every
point determined by the corresponding geopotential
field of an ischaric surface. In such a wind field we con~
sider the displacement of an arbitrary chosen field. Each
point in the field is determined by two coordinates (a,
b). These coordinates are considered as individually
conserved during the motion of the air particles. The
local change of the coordinates is then expressed by the
following formulas:

da ‘
=—W.7

o= Y — = — vy /h.

and R

(1]
Umnil now we have used only the geostrophic appro-
ximation, In this case the formulas take the following
form: -
da b
ot R 2]
where { is the Coriolis parameter, ¢ geopotential and m
the map magnification factor, The finite difference form
of these equations was solved using a grid size f\s =
300 km on 500 ¥ and the region as large as the one used
in the barotropic forecasts made in Stockholm (Bolin
(1), Fig. 1). The time step was limited by the criterion
for numerical stability.

The initial rectangular coordinates wenre talen as the
individual coordinates, After a cerfain time (normally
12 h) the computed a and b fields were plotted on the
same map. The isolines of a and b values were drawn
and they showed the final position of the initially rec-
tamgular grid. By finding the intersections between the
two sets of lines it is easy to find the final position of
the particles. With an appropriate density of the isolines
it is possible to follow any particle wanted, The traject-
ory can be found by connecting the indtial and final po-
sition of the particle. The curvature of the path can be
found with good approximation by considering the cur-
vature of the contour lines on the corresponding synop-
tic maps.

For the use of the formulas [2] it is necessary to know
the geopotential field in each time step. The determina-
tion of the geopotential field is different in the follow-
ing two cases:

1. Forecasted trajectonies,

2. Diagnostic irajectories.

@) =T, e),

In the first case the geopotential field is obtained
from a numerical forecast. In this only the barotropic
maodel was used. The frajectory computation is made si-
multaneously with the barotropic forecast., In the baro-
tropic forecast the solution of the eguations [2] is in-
cluded in each time step.

In the second case the geopotential field is obtained
by a parabolic interpolation between three subsequent
synoptic maps. The following interpolation formula was
wsed:

@ (1) = R!:lq‘u—i-h—':’w,.Jr'g o

; &)

wihepe t is the time (only between ¥, and ®,2) and P_ys,
Py and Py are subsequent geopotential fields,

LT

Using the BESK computer 17 minutes additional time
is needed to compute trajectories together with the fore-
cast, The total time needed to compute 12 h trajectories
from observed data is ca. 20 minutes.

The isolines drawn for a and b give a good impression
of the deformation field. As a measure of deformation
the increase of the circumference of the initial squares
wias used. These squares were determined by the neigh-
bouring isolines a and b. This measure should not be
used after too long periods, because this would mean too
great a space and time smoothing along the trajectories.
The increase of the area of the initial squares due to the
change in the Coriolis parameter and the map magnifi-
cation factor with the latitude can be neglecbed along
short trajectories. As expected, the deformation is
largest near the hyperbolic points in the contour field,
especially if the wind is strong in this region.

A study of derformation can be useful in investigat-
ing the effects of the truncation errors in numerical
forecasting. In the case of strong deformation, there is
a great probability that the tmuncation errors can be
large.

Because of relatively lange deformation in the a and
b fields it is necessary to start from a new rectangular
grid after each 12 hours. )

The computation of trajectories and deformation suf-
fers from the following errors:

1. Errors due to the basic assumptions:

1.1 influence of vertical motion,

1.2 departure from the geostrophic wind.

Errors in drawing the a and b fields,
Computational errors:

3.1 truncation errors,

3.2 errors due to the various boundary conditions.

Reference

(1) Bolin, B.: Numenical Forecasting with the Barotro-
pic Model, Tellus 7, 27—49 (1955)
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Zusammenfassung

Mit Hilfe kirzlich entwickelber Elektronen-Rechen-
maschinen ist es nunmehr moglich, Trajektorien durch
Systematisierung von bereits bekannten Methoden zu
berechnen. Infolge der hohen Rechengeschwindigleit
dieser Maschinen gelingt es, eine grofie Anzahl von Tra-
jektorien zu bestimmen und, wenn diese Trajekbonien
aus beobachteten Daten gewonnen werden, eine gute
Interpolation zwl.'aclm aufeinanderfolgenden Karten zu
erhalten,

Aus verschiedenen Methoden fiir solche Rechnungen
wurde hier die folgende ausgewiihlt:

Wir nehmen an, dall der Wind horizontal und in je-
dem Punkt durch das Geopotentialfeld einer isobaren
Fliiche bestimmt ist. In einem derartigen Windfeld be-
trachten wir die Verlagerung eines willkiirlich gewihl-
ten Feldes. Jeder Punkt dieses Feldes wird durch zwei
Koordinaten (a, b) bestimmti. Diese Koordinaten wer-
den als konservative Eigenschaft withrend der Bewe-
gung der Luftteilchen aufgefalt. Die lokale Anderung

dieser Koordinaten wird dann durch die folgenden For-

meln ausgedriickt:

da _ . ob

[1] at V- 7a 3t

Bis jetzt haben wir nur die geostrophische Approxi-
mation benutzt. In diesem Falle nehmen die Formeln
die Form

da _ m? db _m?

2] G=plaey, P="Cibe)
an, wobei f den Coriolisparameter, ¢ das Geopotential
und m den Verzermngsfaktor der Kartenprojektion be-
deutet. Die Differenzenform dieser Gleichungen wurde
durch Benutzung einer Maschenweite s = 300 km in
500N geldst, in einem Gebiet, welches dem der Stock-
holmer barotropen Vorhersagen entspricht (Bolin (1),
Fig. 1). Der Zeitschritt war durch das Kriterium fiir nu-
merische Stabilitéit begrenzt.

Die kartesischen Koordinaten des Ausgangsfeldes
wurden als individuelle Koordinaten (Numerierungs-
koordinaten) gewidhlt. Nach Ablauf einer gewissen Zeit
(gewdhnlich 12 Std.) wunden die a- unid b-Felder auf die
gleiche Karte eingetragen. Die Isolinden der a- und b-
Werte wurden ausgezogen und zeigten die Endposition
des anfimglich rechtwinkeligen Gitters. Durch Bestim-
mung der Schnittpunkte der beiden Kurvensysteme ist
es leicht, die Endposition der Teilchen anzugeben. Bei
angemessener Dichte der Isolinien ist es moglich, jedem
gewlinschten Partikel zu folgen, Die Trajektorie kann
durch Verbindung der Anfangs- und Endposition der
Partikel gefunden werden. Die Krimmumg der Bahn
kann in puter Approximation bestimmt werden, wenn
man die Kriimmung der Isohypsen der zugehdrigen
synoptischen Karten in Betracht zieht.

Flir die Verwendung der Formeln [2] ist es notwendig,
das Geopotentialfeld nach jedem Zeitschritt zu kennen.
Die Bestimmung des Geopotentialfeldes un:ta'schmdet
sich in folgenden beiden Fillen:

1. Prognose-Trajektorien.

= —vy.Vh.

2. Diagnose-Trajektorien.

Im ersten Falle wurde das Geopotentialfeld durch
eine numerische Vorhersage gewonnen., Hierbei wurde
nur das barotrope Modell benartzt, Die Trajektorien-Be-
rechnung wird simultan mit der barofropen Vorhersage
durchgefithrt, In die barotrope Vorhersage ist die Lé&-
sung der GL [2] zu jedem Zeitschritt einbegriffen.

Im zweiten Falle wird das Geopotentialfeld durch pa-
rabolische Interpolation dreier aufeinanderfolgender
synoptischer Karten bestimmt. Die folgende Interpola-
tionsformel wurde benutzt:

2 -
B &) ="* ;“qn, =)@+ T e,
worin t die Zeit (nur zwischen ®; und ®;3) und &y,

Py und @2 die aufeinanderfolgenden Geopotentialfelder
bedeuben.

Bei Benutzung der BESK-Rechenmaschine werden
nur zusatzlich 17 Minuten bendétigt, um die Trajektorien
zusammen mit der Vorhersage zu gewinnen. Die Ge-
samtzeit, um zwilfstiindige Trajektorien aus beobach-
teben Daten zu berechnen, betrigt etwa 20 Minuten.

Die Isolinien fiir a und b vermitbeln eindrucksvoll die
Deformation des Feldes, Als Mafi der Deformation wur-
de die Zunahme des Umfanges des anfinglichen Qua-
drates benutzt. Diese Quadrate wunden aus den benach-
bartena- und b-Isolinien bestimmt. Dieses MaB sollte
nicht fiir zu lange Zeitabliufe benutzt wenden, da es
einer zu grofflen rdumlichen und zeitlichen Glittung
entlang der Trajektorien entsprechen wiirde, Die Zu-
nahme der Fliche der anfinglichen Quadrate, welche
auf die Anderung des Coriolisparameters und des Ver-
zerrungsfakbors mit der geostrophischen Breite zuriick-
zufithren ist, kann entlang kurzer Trajektorien vernach-
ldssigt werden, Wie erwartet, ist die Deformation in der
Niihe hyperbolischer Punkte des Isohypsenfeldes am
griften, besonders, wenn der Wind in diesem Bereich
stark ist.

Ein Studium der Deformation kann sich fiir die Un~
tersuchung des Effekts des Verfahrensfehlers in der
numerischen Vorhersage als niitzlich erweisen. Im Falle
starker Deformation besteht eine grofle Wahrschein-
lichkeit, daB der Verfahrensfehler (truncation error)
grofl ist.

Wegen der relativ starken Deformation der a- und b-
Felder ist es notwendig, nach jeweils 12 Std. mit einem
neuen rechtwinkeligen Gitter zu beginnen.

Die Berechnung der Trajektorien und der Deforma-
tion krankt an folgenden Fehlemn:
1. Fehler infolge der Gﬂmdwauﬁsetzutmen:
1.1 EinfluB der Vertikalbewegung,
1.2 Abweichung vom geostrophischen Wind.
2. Fehler beim Zeichnen der a- und b-Felder.
3. Rechenfehler:
3.1 Verfahrensfehler (truncation errors),
3.2 Fehler infolge verschiedener Randbedingungen.
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DK 551.508.318 : 551.547

Automation of 500 mb Forecasts through Successive Numerical Map Analyses

by
Bo R. Déids

Abstract

During the autumn of 1854 the meteorological section
of the Royal Swedish Air Force in cooperation with the
Meteorological Institute of the University of Stockholm
undertook a series of routine computations of barotro-
pic forecasts. The results of these computations (Bolin
1955) demonstrated the desirability of making such fore-
casts over a longer period. For this reason 72 forecasts
were computed during December 18564 — May 1955.
These routine computations of barotropic forecasts were
resumed: in the Autumn of 1955. In the computations the
analysis of the 500 mb surface was also compubed nu~-
merically, The method of analysis has been presented
previously (Bergthorsson-Ddbs (1)).

References

(1) Bergthorsson, P, and Doogs, B. R.: Numerical wea-
ther map analysis. Tellus 7, 320—340 (1955)

(2) Dids, B.R.: Automation of 500 mb Forecasts through
Successive Numerical Map Amnalyses. Tellus 8,
T6—81 (1956)

Zusammenfassung

Wihrend des Herbstes 1954 wurden von der Meteoro-
gischen Abteilung der Kéniglich-Schwedischen Luft-
waffe in Zusammenarbeit mit dem Meteorlogischen In-
stitut der Universitiit Stockholm eine Reihe von baro-
tropen Routine-Vorhersagen berechnet. Die Ergebnisse
dieser Berechnungen (Bolin 1955) lieBen es wiin-
schenswert erscheinen, diese Vorhersagen wihrend
einer lingeren Periode durchzufiihren. Aus diesem
Grunde wurden 72 Vorhersagen von Dezember 1954 bis
Mai 1855 berechnet. Diese Routine-Vorhersagen mit
dem barotropen Modell wunden im Herbst 1955 wieder
aufgenomnmen, Auch die Analyse der 500-mb-Fléche
wurde numerisch durchgefithrt, Die Analysen-Methode
wurde kiirzlich beschrieben (Bergthorsson —
Dods)
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Vergleich verschiedener dreidimensionaler Modelle der Atmosphire mittels Lésungen

linearisierter Gleichungen
von
Winhart Edelmann

(mit 1 Abbildung und 2 Tabellen im Text)

DK 551.511.3 : 551.500.313

1. Grundgleichungen und Annahmen der einzelnen
Modelle

Es ist das Ziel der theoretischen Meteorologie, eine
moglichst gute Beschreibung der atmosphirischen Pro-
zesse auf mathematisch-physikalischer Grundlage zu
finden und diese dann praktisch anzuwenden auf das
Problem der numerischen Wettervorhersage. Um die-
sem Ziel niher zu kommen, sind in den letzten Jah-
ren einige Modelle geschaffen worden, welche von der
geostrophischen Approximation des Windes keinen Ge-
brauch mehr machen. In diesem Vortrag soll versucht

werden, die verschiedenen Modelle zu vergleichen und
dabei méglichst einige charakteristische Unterschiede
zu erkennen. Dabei sollen ausschlieflich nur die linea-
risierten Modellgleichungen betrachtet werden. Uber
den EinfluB der nichtlinearen Terme wissen wir bis-
her nur wenig.

Zunichst betrachten wir die Grundgleichungen und
Annahmen der einzelnen dreidimensionalen Modelle
der Atmosphére, welche symbolisch in Tabelle 1 zu-
sammengestellt sind:

Tab, 1
3-dimensionale Modelle.

Modelle Wind Grundgleichungen ! Anfangsfelder | Larmwellen
geostroph. Advektionsmodell {0 =0} Ty Vv ' — 0 P -
geostroph. Modell mit Stabilitat By V| — ow i & —

_ o o . e .
Maedell mit geostroph. Stromfuktion By V- (5] | 7 | -
Thompson-Madell B v B e P i —
S SN I e R S
nichtgeostroph. Advektionsmod. (o= 10) Bn vV iD a ., w, o T
Lirm-Modell By, | V| D o0 b, w, 6 T, ie
Hollmann-Modell Vi v | D a{]--Fa%f]{.: : P, e, g
w"-Modell B  V D o’ D, 63, (3¢
1 ! -
Ry = ¢ fx ve V = Vorticitygleichung o = "Ppp—[—;ls Pp = statische Stabilitat
D = _}_fx V@4 % | D = Divergenzgleichung Q= d +38.v
| | ot

B

=

Ex w4 7y

B = Balance-equation

= Trigheitswellen

P+ B . TPp -+ g = 0 (Adiabatengleichung)

‘ io = interne Gravitationswellen

Die geostrophischen Modelle (ohne und mit Stabilitit)
benutzen natiirlich den geostrophischen Wind 2
’?r X V@®. Das Modell mit der geostrophisch approxi-
mierten Stromfunktion 146t auBerdem noch divergente
Windkomponenten zu: By = +t X V& + Vy. Die rest-

lichen Modelle machen Gebrauch von einem ganz all-
gemeinen nichtgeostrophischen Wind By = XV + V7.

Sémtliche Modelle verwenden die Vorticitygleichung
(V); die vier letizten in Tabelle 1 benutzen auBerdem
die vollstindige Divergenzgleichung (D); das Thomp -
s on - Modell schlieflich rechnet mit der ,,balance equa-
tion“ (B), welche aus der Divergenzgleichung durch
Vereinfachungen hervorgeht.

Beziiglich des 1. Hauptsatzes der Thermodynamik
bzw. der Adiabatengleichung ®p¢ + 8-V, + 0w = 0
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gibt es bemerkenswerte Unterschiede. An lee der
exakt giltigen Stabilitit ¢ = @®pp + ,:—p P, arbeiten die

Advektionsmodelle mit der Stabilitit ¢ = 0. Bei den
beiden letzten Modellen der Tabelle 1 wird der Term

4
ow abgeindert: Es wird eine GréBe o% w (nach .
Hollmann) bzw, ow*—w) (nach KX Hinkel-
mann) hinzuaddiert. Dies bedeutet physikalisch, dali
man fiktive, d. h. in Wirklichkeit nicht vorhandene
Wiarmequellen annimmt, (Dabei ist @ der Operator
Q= aa: + B-7, und w* ist eine von  verschiedene
Vertikalgeschwindigkeit, welche aus einer 4. Gleichung
berechmet werden muB, Diese gewinnt man, indem
man aus der geostrophischen approximierten Vorticity-
gleichung und der Adiabatengleichung die GribGe @ .
eliminiert.) Man kann zeigen, daB durch die Annahme
jener fiktiven Wirmequellen die internen Gravitations-
wellen (iG), welche das Lirm-Modell beschreibt, aus-
gefiltert werden, Wir kommen darauf spiter noch zu-
riick.

Bei den ersten 4 Modellen geniigt die Kenntnis eines
einzigen Anfangsfeldes (¢ z. Zt. t = 0), um die ver-

schiedenen Felder zu einem spiteren Zeitpunkt zu be-
rechnen, Sie sind frei von jeder Art von meteorologi-
schem Lérm. — Bei den letzten 4 Modellen dagegen ist
die Kenntnis dreier Anfangsfelder (®, w, w¢ zur Zeit
t = 0) erforderlich, um den Zustand zu einem spé&teren
Zeitpunkt eindeutig zu bestimmen. Sie beschreiben
auch Trigheitswellen (T), das L#rm-Modell auBerdem
noch interne Gravitationswellen. Die externen Gravita-
tionswellen werden bekanntlich ausgefiltert durch die
Verwendung der unteren Randbedinguag w|,—p, = 0,

welche gleichwertig ist mit _l'pm V 8dp = 0. Darauf wol-
L]
len wir jetzt nicht nidher eingehen,

Wie man sofort erkennt, gehen mit dem Grenziiber-
gang os—0 das Lirm-, Hollmanmn- und w*-Modell
ins nichtgeostrophische Advektionsmodell liber.

Nun wollen wir die linearisierten Glelchungen dieser
Modelle betrachten. Wir nehmen einen stationdéiren, zo-
nalen Grundstrom an und liberlagern diesem eine klei-
ne Stérung. Fiir die Storgrifen erhiilt man die in Ta-
belle 2 zusammengestellten Differentialgleichungen:

Tab. 2
Die linearisierten Modellgleichungen

Vorticitygleichung:

Divargenzgleid'lung:

Balance- ¢qu-at|on f=t

Adiabatengleichung:

@' — Gleichung: w'pp + f' v (7w’

= Qfp" — op &x +

} T (6w)
Vorppn+ < Hollmann-Modell}
PV {cr'[i—E—Tr]m} (Hollmann-Mode!
} 7* (367 (0" Modell)

= ‘f‘ ip &x"

0 {Advektionsmodell)

Dabei ist 7 die statische Stabilitit des Grundzustandes
und ¢ = -V X 3 die Vorticity. Zur Abkiirzung benut-

zen wir den Operator @ = gt b .‘fx und die Bezeich-

nung (* = -‘G'hb Bei geostrophischer Approximation

des Windes Jst alsp { ={* Der Einfachheit halber be-
nutzen wir einen konstanten Coriolisparameter £ = const.
Falls die Grundstrémung barcklin ist (u(p) = const),
soll die Stérung nicht von y abhéngen. — Man erkennt
sofort: Unter den eben genannten Voraussetzungen be-
sitzen das Thomp s on - Modell und das Modell mit
der geostrophischen Stromfunktion dieselben lineari-
sierten Gleichungen wie das geostrophische Modell.
Wir brauchen sie daher nicht weiter zu betrachten. Da-
gegen unterscheiden sich die letzten 4 Modelle ganz
wesentlich vom geostrophischen. Dieser Unterschied
soll jetzt an Hand von Lisungen der linearisierten
Gleichungen studiert werden.

2. Lbsungen fiir barotrope Grundstrémung

Zuerst beschiftigen wir uns mit dem einfachsten
Fall, einer barotropen Grundstréomung: i = const. oder
ﬁ|| =0

Hier lassen sich geschlossene Losungen in Hiille und

Fiille finden. Es interessieren nur solche, die fiir w die
obere und untere Randbedingungen erfiillen: wlp—o = 0.
Wpep = O

Fiir das geostrophische Advektionsmodell kann man
sofort die allgemeinste Losung angeben:

§ G(x —it, y p)
w=1™0

Dabei ist G eine villig willklirliche Funktion von 3 Ar-
gumenten. Die Bedeutung dieser Lisung ist leicht zu
erkennen: Eine irgendwie geformte Stérung des Druck-
feldes oder des geostrophischen Windfeldes bewegt sich
mit der Geschwindigkeit der Grundstromung 0 fort,
ohne dabei ihre Form zu #ndern. Die Vertikalgeschwin-
digkeit @ nimmi auf keinen Fall an der Stirung teil.

Fiir das geostrophische Modell mit Stabilitdt erhilt
man genau die gleiche Lisungsmannigfaltigkeit, wenn
man zusiitzlich fordert, dall w auch auf den seitlichen
Winden eines endlichen Integrationsgebietes wver-
schwindet, oder periodisch in x und y ist, oder in un-
endlicher Entfernung endlich bleiben soll.

Man kann auch fiir das nichtgeostrophische Advek-

tionsmodell die allgemeinste Losung angeben. Nach
einiger Rechnung findet man
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"= N;i{x-Gty. p

w = cosft [N,{x—ﬁlf v.p) + tpgu

; = Nl {I—ﬁl. ¥. P]

— cos lt{

% Ni (x—it y. p) +

—1) Ny (x—iit, y, 0) -—

+ sin ft |N, (x—dit, y. p) + l:ﬂ-—l}N.{x—Jm, y.0) — :‘- Na (x—it, y. po)|

. [ o = 1
~+ sin ft 15-5 Ng (x—at, y, p} 4 oo

'[N, (x—it,y, 0) — N (x—it, y pol]}
Pa

P
B N (x—iit,y. pe)}

[N (x—t,y, 0) — Ny (x—t, y. po]}

Dabei sind Ni, Ns, N3 villig willkiirliche Funktionen
von 3 Argumenten. Die Bedeutung auch dieser Liisung
ist leicht zu erkennen, Eine irgendwie geformte Std-
rung Ni des Dmc:kfeldes " bewegt sich mit der Ge-
schwindigkeit ohne dabei ihre
Form zu indern. Das Windfeld () zeigt genau die ent-
sprechende Stérung, so als ob der Wind geostrophisch
wiire. Das Vertikalgeschwindigkeitsfeld (w) wird durch
die Stérung N: iberhaupt nicht beeinflufit. Dies alles
entspricht genau dem geostrophischen Modell. — Inter-
essant ist die Tatsache, daB » und [ weitere Stérungen
Na, N3 zeigen, an welchen das Druckfeld (I*) nicht teil-
nimmt. Sie bewegen sich ebenfalls mit der Geschwin-
digkeit . Thre Intensitit schwingt aber (wegen der
Faktoren cos ft, sin ft) mit der Periode eines ,Pendel-
tages“. Das sind reine Trigheitsschwingungen!

Das Wesen der Trigheitsschwingungen kann man
sehr schin studieren, indem man die Geschwindigkeits-
komponenten u, v ausrechnet und einfache spezielle
Funktionen filr N», N3 wéhlt. Man findet, daB jedes
einzelne Luftteilchen (auBer der geostrophisch beding-
ten Bewegung) zusiitzlich auf einem mehr oder weni-
ger grofBen Trigheitskreis umliduft. Die Vertikalbewe-

gungen stellen sich dabei so ein, daB immer gerade die
Kontinuitdtsgleichung erfiillt ist. Diejenigen Ldsungen,
welche keine Trigheitswellen zeigen, stimmen mit der
geostrophischen Losung iiberein. Das gilt nebenbei nur
fiir eine barotrope Grundstréomung. Wir werden spiiter
an einem Beispiel sehen, dal} eine tridgheitswellenfreie
Lisung bei barokliner Grundstrémung von der geo-
strophischen Lisung abweicht.

Fir das Hollmann-Modell und das w*-Modell
erhilt man die gleiche Lésungsmannigfaltigkeit wie fir
das nichtgeostrophische Advektionsmodell, wenn man
zusitzlich fordert, dall w bzw. auch w* periodisch in x
und y sein soll, oder in unendlicher Entfernung endlich
bleiben soll. Die Annahme der ,fiktiven Wirmequel-
len* im 1. Hauptsatz bewirkt gerade, daB der Einflufl
der Stabilitit bei barotroper Grundstromung wvollig
herausfillt.

Bei dem Larm-Modell gelingt es nicht mehr, die all-
gemeine Losung in geschlossener Form darzustellen.
Der Einflull der Stabilitéit macht sich bemerkbar. Durch
Fourier-Ansatz findet man im Fall konstanter Stabili-
tit ¢ = s

-+ L{x—1it, v, p)

TP = L - yyys o' K71 py* CGSLP cos oK (x—iit) - cos » | y + cos ]I,.En_l_s’{piki—d—g:lil o
e IaF 5 Po o
—~+ ahnliche Auvsdriicke mit Si0 ... ... Sin...... Sin ... ...
-+ fL[:L—l'.'lt ¥y, p)
5 1 5‘_2 ¥ TE
E!p .E.j‘fli'}f’—i— K_f;—-lrl apgr € p B b . cos o K (x—it) - cos v | y sin l/f"+ —{eiuj;::;—&
—+ ahnliche Ausdriidce mit sin...... sin....-cos......
= X5 — fanowcos 2 _ [y 19”{, "!1’“’
L ”;T faugr cos P " po cos ¢ K (x—1it) - cos # | y - cos lf + T
-t~ &hnliche Ausdriicdke mit sim...... sin...... sin......

Dabei ist L. wieder eine wvillig willkiirliche Funktion
ihrer 3 Argumente. Sie stellt, &hnlich wie vorhin, den
geostrophischen Anteil der Lisung dar. Hinzu kommen
aber noch andere Lisungen, welche von den oc? will-
kiirlichen Konstanten a,, ov, -+ - abhiingen. Diese Losun-
gen sind Schwingungen, wie man an den Faktoren
VE’ 5‘[[9’ K +""] ) p“ t sofort erkennt. Im Grenz-
sin it

fall s — 0 sind es reine Trigheitswellen; wir erhalten
dann die gleiche Lisung wie beim nichtgeostrophischen
Advektionsmodell. Im allgemeinen Fall s == 0 erschei-
nen die Tragheitswellen gekoppelt mit sogenannten in-
ternen Gravitationswellen. Die Schwingungen sind um

so rascher, je griBer die Stabilitit s? ist, je kleinriu-
miger die horizontale Ausdehnung der Stérung ist
(groBe o und »), und je gréBer die vertikale Ausdeh-
nung der Storung ist (kleine u). — Das Wesen und den
Mechanismus der internen Gravitationswellen kann
man sehr schin am Grenzfall { = § studieren, weil sie
dann nicht mit Trigheitswellen vermischt auftreten. —
Die mitunter als Wogenwolken sichtbar werdenden
Schwingungen in der freien Atmosphiire lassen sich
leicht als interne Gravitationswellen deuten. Thre Pha-
sengeschwindigkeit ist praktisch fast der Grundstré-
mung 4 gleich, Bei einer Wellenlénge von eindigen Tau-
send Kilometern dagegen hat die Phasengeschwindig-
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keit die GriBenordnung von 100 m/sec. — Leider kin-
nen wir jetzt nicht lénger bei der Diskussion der Li-
sungen fiir die barotrope Gnrﬂaﬂ:ﬁmwﬁ = const

verweilen.

3. Geschlossene Lisungen fiir barokline Grund-
strimung

Nun wollen wir Storungen in einer baroklinen
Grundstrémung (p) $ const. betmachten, Hier fingh
jetzt der grofie Jammer an! Wir haben nicht mehr Dif-
ferentialgleichungen mit konstanten, sondern mit va-
riablen Koeffizienten zu ldsen, Das bedeutet, dall es
ziemlich aussichtslos ist, zu allgemeinen zeitabhiingigen

Integralen zu gelangen. Der Einfachheit halber wollen
wir ein lineares Geschwindiglkedtsprofil i = a + bp
annehmen und voraussetzen, dall die StirgréBen nur
von x, p, t, nicht aber von y abhingen mogen. Selbst
fiir diesen einfachen Fall kennen wir bisher keine ge-
schlossenen Lidsungen fiir das Lirm-, Hollmann-
und w*-Modell. Nur fir das geostrophische Modell und
das nichtgeostrophische Advektionsmodell sind ganz
spezielle zeitabhingige Integrale bekannt. Diese wollen
wir zuniichst etwas genauer ansehen,

Fiir das geostrophische Adwvektionsmodell findet man
die Lisung

Cos # Kt cos K (x—ut)
—Sin #Kt sin K (x—it) %‘

£ o=

Lo

Cos #Kt sin K (x—t) - {I-:G; [(u®—10)* — (u—1)¥
- Sin @ Kt cos K'[x—11t) - {-f—ﬁ [* (u—u®) + ; (u®
P

—a) — 1 (a—0)]

Pa

- n 1
Dabei ist i1 = g S

u® = ul:a} up = i {po),

Ad

] -
S (71

Diese Losung stellt eine rein sinusfGrmige Welle dar,
welche (wegen der Linearitit der Gleichungen) zu allen
Zeiten rein sinusférmige Gestalt behilt, und welche
mit der Geschwindigheit G der mittleren Grundstré-
mung wandert, Als wesentliche Eigenschaft dieser ba-
roklinen Wellenlésung kommt hinzu, dafl sich thre Am-
plitude im Laufe der Zeit dndert, im Gegensatz zu den
Liosungen in barotroper Grundstrdmung! Der Faktor

kOO oin

Cos flcb oder Sin fikt baw. die Griie fk =
MaB fir die zeitliche Amplitudenéinderung oder ,Ent-

At o= ul—u,

wicklung “der Stoérung. Die Entwicklung der Stirung
wird Null fiir barotrope Grundstrémung (AG = 0). Sie
ist umso griBer, je barokliner die Grundstrmung ist,
d. h. je gréBer Al ist. Kurze Wellen (k grofl) zeigen
stirkere Entwicklung als lange Wellen (k klein). Im
Grenzfall sehr kurzer Wellen kommt es zur sogenann-
ten ,Ultraviolett-Katastrophe“, d. h. zu unbegrenzt
rascher Entwicklung.

Wie sieht nun die Lésung fiir das nichtgeostrophische
Adveltionsmodell aus? Man findet nach ziemnlich miih-
samer Rechnung:

a* - (u—1ij* — K_
£ = Cos aKtcos K (x—u) [T + arc tg --—*-—,i— ! 2 2118 —F
2

tu~ﬁ——1=+«*

@ (=) -

@
r—

K
i by

+ Sin aKesin K (x—l.'l.:}[}f({ﬁ- u®) + l

~ln
':‘1“11+ ]"+G" B (u°—fl+[f(]’+u*]

(u—0)* 4 a* + T

{ = CosaKtcosK(x—iut) [1{{ { }
u—ii)?

— a*

—ajf

® o
— K!]’ -+ 4a* (u—1)*

(i) + ot —

+ Sin « Kt sin K (x—at) [f“

o = Cos a Kt sin K (x—1t) [RKl_\.l'

o= — & — sl + 40’ (w—)" ]

-} Sin a Kt cos K (u—1t) [u—u“ -

o 4 (u— ) a‘+{u"—ul"
arctg—f——+arclg-——f—-——}l
K
(u—i — ]’-—E a? (0 —u — } ~+ a’
f H —In ]; H
up Kupl g4 1 ] + a? [“"_1—"1‘?]!4—‘“

Dabei ist ak = § V:E-g' —1 +Tf_§

_ K.
g_'f_&u



— 38/29 —

Diese Losung ist wieder eine zu allen Zeiten rein sinus-
formige Welle mit der Wellenlinge L =27, welche mit

der Geschwindigkeit der mittleren Grundstromung 4
wandert. Sie hat die gleiche Bauart wie die Losung fiir
das geostrophische Advektionsmodell (siehe oben), Nur
die Abh#ngigkeit von der p-Koordinate ist hier sehr
viel verwickelter. Doch das soll uns jetzt nicht weiter
interessieren.

Es fillt auf, dal diese spezielle nichtgeostrophische
Losung keine Tréighedtsschwingungen beschreibt. (Es
treten nimlich keine Faktoren mit cos ft oder sin ft
auf.) Im Falle einer barotropen Grundstrémung stimm-
ten solche schwingungsfreien Lisungen immer mit L=
sungen des geostrophischen Modells iiberein, Das ist
hier anders:

Fiir die Entwicklung der Stérung sind jetzt die Fak-
toren Cos akt, Sin akt bzw. die Grile

k
T
k= f- V-— '-‘_‘_ﬁﬂ S— L S
“ : ) Tgt.&u

verantwortlich. Sie unterscheidet sich in ganz bemer-
kenswerter Weise von der entsprechenden Grifle fk
des geostrophischen Modells (vgl. Abb. 1).

[ dimensionsios)
sl
6 nﬂfl
. o
P‘*‘e
64 e .
o == _reell - imagingr
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Abb. 1
Die EntwicklungsgroBen ok, £k, in Abhéngigkeit von
Ab, k und £,

Entwickelt man ak bei festem k und f fiir kleine Al
in einer Reihe, so erhélt man

kat,, 2 K, o

—]ftz (1 ~GF FAY ) S )

Daraus folgt: Je grifer die Baroklinitéit /G der Grund-
stromung ist, umso mehr bleibt die nichtgeostrophische
Entwicklung hinter der geostrophischen zuriick. Fiir
At~ 161
noch grifferer Baroklinitit nimmt sie wieder ab und
verschwindet vollkommen fiir Al > 24 EDBL-

Radikand — .'-gx —1+ T'E ¢ Wird dann negativ, und die

Welle wandert ohne Amplib.n:tené:ﬁermg mit der Pha-
sengeschwindigkeit ¢ = 0t |¢|. Im Grenzfall sehr groBer

At wind |a] = ;ma!.

Nun betrachten wir die Grifie ak bei festem Al und f.
Fiir k = o (unendlich lange Wellen) findet keine Ent-
wicklung statt. Je grifer k wird (je kleiner also die
Wellenlinge wird), desto stirker wird auch die Ent-
wicklung, Aber es tritt keine Ultraviolett-Katastrophe
auf, wie beim geostrophischen Modell, sondern es exi-

stiert eine Wellenléinge mit maximaler Entwicklung bei
etwa k =~ 1,6 - E_, d h L = ?_;r,?f_ﬁ_ Kiirzere Wellen

haben wieder schwadlere Entwicklung, solche mit

ak =

erreicht die Entwicklung ein Maximum; bei

L = 2::‘\‘? zeigen liberhaupt keine Entwidklung mehr.
Ist bei einer Stérung zur Zeit t = o ein Gemisch wver-
schieden langer Wellen vorhanden, so wird nach hin-
reichend langer Zeif die Storkomponente mit der Wel-
lenlinge maximaler Entwicklung dominieren und die
anderen Wellenlingen vollig iiberwuchern!

Zuletzt betrachten wir noch die Abhidngigkeit der
Entwicklungsgriile ak wvom Coriolisparameter {: Je
Kleiner f ist, desto gréBer ist bei gleicher Baroklinitit
Adl des Grundstroms die Wellenléinge maximaler Ent-
wicklung, und desto kleiner ist der Betrag des Maxi-
mums von ak. Grob gesprochen: Bei gleicher Baro-
klinitit der Grundstrimung entwickeln sich in den
siidlichen Breiten lingere Wellen als in den ndrdlichen
Breiten; die Entwicklung geht in den Subfropen lang-
samer vor sich, als in den Polargegenden!

Auch fiir das geostrophische Modell mit konstanter

Stabilitédt 7 = s? kann man noch geschlossene Lisungen
finden. Sie zeigen eine merkwiirdige Analogie zur Li-

sung des nichtgeostrophischen Advektionsmodells. Sie -

haben die Form
{ =Cosykt - cosk (x—ut) - F(p).....
Dabei ist die Entwicklungsgrile

;rk-f-f-lV—lq‘—1—{——ﬂ- mit §=@,q_k_siﬁ

Der Fakto t=_1 fiir =
aktor V 0t I+qus murq__s o
und nimmt monnton ab fiir zunehmende Stabilitit s.
Daraus folgt: Je griBer die Stabilitit s ist, umso stirker
wird die Entwicklung der Stérung abgebremst im Ver-
gleich zum Advektionsmodell, Uberschreitet die Stabi-

lltat eine gewl{;se Schranke s = -zi-:;{’ so wird der Faktor

#?l =1 7. imaginiir; es findet iiberhaupt keine
Tgn

Entw1d(1ung mehr statt,

Auch hier gibt es keine , Ultraviolett-Katastrophe*
mehr, Bei konstantem A, s, £ und abnehmender Wel-
lenliinge, also wachsendem k erreicht die Entwicklung

ein Maximum bei k == —‘——‘ und verschwindet vollkom-

241 Aus einem willkiir-
lichen Stirungsgemisch zur Zeﬂ t = 0 wird nach eini-

ger Entwicklungszeit stets die Wellenléinge L = 2_“__9_1: 2 f.

dominieren. — Auch die Abhiingigkeit vom Coriolis-
parameter ist die gleiche wie beim nichtgeostrophischen
Advektionsmodell.

Fiir die 3 nichtgeostrophischen Modelle mit Stabilitéit
(Lirm-, Hollmann - und w*-Modell) darf man ver-
muten, daB sich die entwicklungsdimpfenden Einfliisse
von nichtgeostrophischem Wind und Stabilitit ingend-
wile zusammensetzen, sei es additiv, multiplikativ oder
sonst irgendwie. Man darf weiter vermuten, daf es fiir
jede Stabilitéit ¢ und jede Baroklinitéit Af des Grund-
feldes eine bevorzugte Wellenlinge mit maximaler
Entwicklung gibt. Diese Vermutungen konnten bisher
leider nicht direkt bewiesen werden. Es ist noch nicht
gelungen, einen exakten Ausdruck fiir die Entwicdk-
lungsgriiBe zu finden; es besteht wenig Hoffnung, daB
die ziemlich verwickelten Differentialgleichungen liber-
haupt Lésungen besitzen, die durch elementare Funk-
tionen darstellbar sind. Man kann auch nichts exaktes
iiber die charakteristischen Unterschiede der Entwick-

men fiir Wellenzahlen k a

lungsgriBe zwischen Lirm-, Hollmann- und w*-

Modell aussagen.

4, Nﬁheruusslﬁéungen fiir barokline Grundstréimung

Will man trotzdem etwas iiber die nichtgeostrophi-
schen Modelle mit Stabilitédt erfahren, so muB man mit
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einem Notbehelf zufrieden sein. Es gibt zwel Moglich-
keiten:

1. Die Differentialgleichungen in der Variablen p, die
man zur Aufstellung der sogenannten Frequenzenglel-
chung zu l5sen hat, wenden durch
approximiert, Diese lassen sich leichter lisen, da sie
konstante Koeffizienten haben. Man benutzt also an-
stelle der dreidimensionalenr Modelle eine Niherung
efwa durch Zwei- oder Dreischichtenmodelle. Das Er-
gebnis sind geschlossene Wellenlésungen von der Form
¢ = Cos dkt - cos k (x—iat) .... usw,, welche aber wegen
Verwendung des Differenzenverfahrens mit einem so-
genanniten Tnmcuhm Ermor* behafibet sind. Diesbe-
ziigliche Unbersuchun'gen sollen in einer spiteren
Arbeit verdffentlicht werden.

2, Man wihlt sich einen beliebigen, moglichst ein-
fachen Anfangszustand der Atmosphiire, etwa

@ —_ —_ ﬂ_’
¥ g = A cos kx, o{p) b’

und berechnet dann, fiir jedes Modell einzeln, die auf-
einanderfolgenden Tendenzen

g*t' [:*". g*mr""" £ gl‘ 1:'-:1'"'" d
zur Zeit t = 0. Das ist ohne Schwierigkeit méglich, und
die Resultate sind exakt giiltig. Die €einzelnen Tenden-
zen werden dann zu einer zeitlichen Taylor-Entwick-
lung zusammengesetzt, etwa

§{t}=§{¢H— §{°'.l"r ,a.[(OZ' ?,,.{ol-f-

Der Vorteil dieser Methode liegt d.arin, daB ihre Lésun-
gen exakt gelten und nicht mit einem riumlichen
W Truncation Error” behafbet sind. Nachbeilig ist eirunal
der ganz unheimliche Rechenaufwand, welcher notwen-
dig ist, um alle GriéBen bis zur 4. oder 5, zeitlichen Ab-
leitung auszurechnen, Griler noch ist der Nachteil, da3
man diese Lisungen nicht fiir beliebig entfernte Zeit-
punkte benutzen kann, sondern wegen der Konvergenz
der Taylor-Reihe brauchbare Aussagen gerade nur fiir
die allerersten Stunden der Entwicklung erhélt (sofern

O, Gy, Odpe, vne

man nicht etliche Zeitschritte hintereinander ausfiihren
will), Ein weiterer Nachteil ist die Tatsache, dal solchen
Rechnungen stets der Makel des speziellen Beispieles
anhaftet, welchem keine allgemeine Bedeutung zuzu-
kommen braucht. Endlich tritt beim Vergleich der Er-
gebnisse erschwerend hinzu, daB man bei den nicht-
geostrophischen Modellen nicht weil, welcher Anteil
der berechneten Entwicklung nun zur tatséichlichen
Entwicklung iiber lingere Zeitrdume (d. h. zum Trend)
zu rechnen ist, und welchen Anteil man gewisser-
maBen nur als scheinbare Entwicklung zu betrachten
hat, die nur durch das Entstehen von Trigheits- oder
internen Gravitationswellen vorgetduscht wird.

Trotz all dieser Nachteile ist einmal mit unendlicher
Mithe und Geduld unserer Rechnerinnen ein solches
Beispiel durchgerechnet worden. Ohne auf die einzel-
nen Schritte der zwar elementaren, aber &uBerst lang-
wierigen Rechnung einougehen, soll zum Abschlull ein
Ergebnis angefiihrt werden, welches wir allerdings
noch nicht als endgiiltig gesichert betrachten diirfen:

a) Die Entwicklung der Storung geht beim L&rm-,
Hollmann- und w*-Modell langsamer als beim
geostrophischen Modell,

b) Die Lisungen des Hollm ann - Modells schmie-
gen sich der geostrophischen Lisung merklich dichter
an, als die des w*-Modells. Uber das Lirm-Modell kann
keine Aussage gemacht werden, da das Auftreten in-
terner Gravitionswellen die Anwendung eines Zeit-
schrittes von einigen Stunden unméglich macht.

Das sicherste Ergebnis, welches diese Rechnungen
liefern, ist jedoch folgendes: Ohne die Hilfe elektroni-
scher, programmgesteuerter Rechenmaschinen ist es
unmbglich, auf dem Wege der Tendenzberechnung zu
wesentlich vertieften Erkenninissen iiber die micht-
geostrophischen Modelle zu kommen.

Wesentlich ausfiihrlichere und detaillierte Unter-
suchungen iiber das Thema dieses Vortrages werden in
einer spiteren Arbeit verdffentlicht.
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Zur Bedeutung der numerischen Wettervorhersage fiir den praktischen Dienst

von

Hermann Flohn

(mit 2 Tabellen im Text)

Versucht man, einen Uberblick zu gewinnen iiber die
Ergebnisse der numerischen Vorhersage, soweit sie in
systematischen Versuchen und im Routinedienst ge-
wonnen worden sind, so finden wir ein in seinen
Grundziigen liberzeugendes Bild. Die wesentlichen Re-
sultate sind die folgenden:

1. Bereits das einfachste, zuniichst sehr unrealistisch
erscheinende Rechenmaodell, das barotrope, ibertrifft in
seiner Leistungsfdhigkeit eindeutig die empirisch-ki-

Tab.
Ergebnisse von Routinevorhersagen

nematischen Methoden der Konstruktion von Vorher-
sagekarten, Grob gesagt: die 48-stiindige Vorhersage
mit dem barotropen Modell ist mindestens ebenso gut
wie die 24-stiindige mit empirischen Methoden, umnd in
30—50%, aller Fille liefert selbst die 72-stiindige Vor-
hersage noch ein befriedigendes Ergebnis, oder doch
wesentliche Hinweise auf die Weiterentwicklung
(Herrlin). Das ist besonders bemerkenswert, da
eine 7T2-stiindige Vorhersagekarte mit empirischen Me-
thoden zu keinen sinnvollen Ergebnissen fiihrt.

1
(Stockholm) mit dem barotropen

Modell (November — Februar), Korrelationskoeffizienten r in 0.01

s ' Gesamt-

. put mibig schlecht
r= | = 65 40—64 <40 Ausfall . de??’al'lle Analyse
aah | g4 1 2 Y empirisch
4gh 22 7 5 3 37 ! (konven-
7ah 17 6 4 10 37 | tionell)
24h 33 3 - — 36 -!_
4gh 22 4 1 9 36 objektiv
72h 12 8 3 13 36

Andererseits belegen diese Ergebnisse im Gegensalz
zu fritheren qualitativen Annahmen, dall flir 24-48 h der
Transport bzw. die Neuverteilung der Wirbelgrifie
(Vorticity) alle iibrigen Faktoren (einschlieBlich Baro-
klinie, Heizung und Abkiithlung, Vertikalbewegung und
Reibung) an Bedeutung iiberwiegt, und daf die Exi-
stenz von Diskontinuititsflichen (Fronten) fiir die
grofiriumige Wetterentwicklung nur von untergeord-

Tab.

neter Bedeutung ist. Beide Befunde sollten dem Prak-
tiker des Wetlerdienstes wie dem Lehrer der Meteoro-
logie AnlaB zum Nachdenken und zur Revision seiner
Vorstellungen sein; wir benitigen auch im Unterricht
eine neuwe Konzeption der Synoptik auf dieser Grund-
lage.

2. Die geostrophischen baroklinen Modelle leisten
nicht mehr, sondern eher weniger als das barotrope

2

Vergleich der Ergebnisse mit verschiedenen Vorhersageverfahren

(Korrelationskoeffizienten in 0.01,

Index = Vorhersagezeit in h)

f12 f24 Ts8 Tr2
empirische Vorhersage, Boden 72 ca. 50
" = 500 mb 63—65  ca, 50
barotropes Modell, empir. Analyse | (o0} 74—77 66 60
- objekt. . . 84 74 68
. « 8 Umstellungen (73) (57} (53)
thermotropes Modell, 1000 mb | 68 69
" " 500 mb az 20
geostroph, 4-Schichten-Modell’) 58—67

*) (850—300 mb, nur 1 Iteration fir 12b)
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Modell; iiber die Ursachen wird noch bei dieser Ta-
gung eingehend zu diskutieren sein (Hollmann).
Neben der Verbesserung des barotropen Modells er-
scheint die Entwicklung nichigeostrophischer barokli-
ner-Modelle jetzt als die wichtigste Aufgabe.

3. Die fiir die Rechnung an den leistungsfahigsten
Rechenanlagen nétige Zeit (GroBenordnung 1 Std.) ist
wesentlich geringer als die fiir die Sammlung des Be-
obachtungsmaterials, die Analyse und die Bereitstel-
lung der Eingabedaten notwendige Zeitspanne (6—8h).
Eine entscheidende Beschleunigung sowie eine gewisse
Personaleinsparung kann durch die Methode der ob-
jektiven Analyse (D& & s) erzielt werden, Diese beruht
auf der Korrektur einer 12- oder 24-stiindigen Vorher-
sagekarte mit Hilfe der beobachieten Werte von Geo-
potential und Wind, Ein systematischer Versuch mit
dem barotropen Modell zeigt, dal die Ergebnisse sich
nicht verschlechtern, sondern sogar verbessern (vgl.
Tab, 1); die objektive Analyse nimmi nur 30—40 Mi-
nuten Zeit in Anspruch., Die Notwendigkeit einer ob-
jektiven Analyse ergibt sich vor allem fiir die Mehr-
schichtenmodelle, die die Anderumngen in der Stabilitédt
beriicksichtigen: in diesem Falle ist eine dreidimensio-
nale Ausgleichung erforderlich, die von Hand nichi
mehr in einem vertretbaren Zeitaufwand geleistet wer-
den kann,

4, Bei Mehrschichtenmodellen nimmt die Qualitiit der
Ergebnisse — offenbar gesetzmilBig — vom Boden her
mit der Hohe zu, wihrend bei empirischen Verfahren
die Vorhersagekarten flir die Héhen schlechter sind als
am Boden. Die Ursache diirfte in der fehlenden Be-
riicksichtigung der Reibungseffekie usw. zu suchen
sein, also in einem unrealistischen Ansatz der Rand-
bedingungen, Das hedeutet aber, dall wir fiir die zu-
kiinftige Wettervorhersage Verfahren entwickeln miis-
sen, die primér von der Héhenkarte und nicht mehr
von der Bodenkarte ausgehen. Wir bendtigen also ob-
jektiv-statistische Vorhersagemethoden fiir die Ubli-
chen Wetterelemente (Niederschlag, Bewdlkung, tig-
licher Temperaturgang usw.), um die Vorteile der nu-
merischen Vorhersagekarte in der Praxis des Wirt-
schaftswetterdienstes einfithren zu kénnen.

5. Die Bedeutung der Randbedingungen stellt sich
immer klarer heraus. Der Einfluli der seitlichen Rand-
bedingungen — der nach einem bekannten Satz von
Ertel jede Vorhersage fiir Teilgebiete der Atmo-
sphiire unméglich macht — pflanzt sich nur verhiltnis-
méBig langsam fort, d. h. mit &hnlicher Geschwindig=-
keit wie die Wellervorgiinge selbst. Bei einer hemi-
sphiirischen Analyse, an deren Aquatorialen Begren-
zung in 100 oder 20° Breite (Thompsonund Gates)
nur geringe Druckinderumgen auftreten, kann dieser
Fehler herabgemindert werden. Besondere Aufmerk-
samkeit erfordert jedoch die Randbedingung an der
Untergrenze der Atmosphire am Erdboden: hier mul}
systematisch versucht werden, die Effekte der Orogra-
 phie, des Unterschiedes zwischen Meer und Land und
vielleicht auch konstante Wirmeguellen zu beriicksich-
tigen.

6. Gegeniiber diesen positiven Ergebnissen mufB auch
ein negatives erwihnt werden: der mittlere Fehler der
vorhergesagten Anderungen des Geopotentials bzw. des
Druckes wiichst bei den meisten Modellen mit der Zeit
an und ist gréBer als bei den empirischen Verfahren.
Das bedeutet auch bei hoher positiver Korrelation eine
Verschiirfung der Kontraste zwischen Hoch und Tief,
d. h. eine scheinbare Antizyklo- bzw. Zyklogenese, die
guantitative Hohenwindvorhersagen fiir 48—72 Stun-
den merklich filschen kann. Versuche zur Ausschaltung
dieser Fehlerquelle sind im Gange.

Aus diesen Ergebnissen muf man zu dem SchluB
kommen, dal eine wirksame Rationalisierung der Vor-
hersage, d. h. die Entlastung des Meteorologen von

mehr oder weniger handwerklicher Routinetitigkeit,
bereits durch die vorliegenden Erfahrungen im prakti-
schen Dienst gesichert ist. Fiir spezielle Aufgaben des
Wetterdienstes (Hohenwindvorhersage im Flugwetter-
dienst, Kurz- und Mittelfristvorhersage) ergibt sich be-
reits heute mit dem einfachsten Modell eine effeltive
Verbesserung gegeniiber den empirischen Verfahren.
Dariiber hinaus bestehen so viele weitere Moglichkei~
ten der Verbesserung durch einen schrittweisen Abbau
unrealistischer Voraussetzungen, dal die Zukunft der
Wettervorhersage in der numerischen Vorhersage zu
suchen ist.

In diesem Kreis braucht es nicht weiter erbrtert zu
werden, daB in absehbarer Zukunft, d. h. in den néch-
sten 5—10 Jahren, die numerische Vorhersage nur an-
gewandt werden kann auf grofridumige Probleme, d. h.
solche der Regionalsynoptik und der Makrosynoptik,
ebenso auch wahrscheinlich der Globalsynoptik (Lang-
fristvorhersage), bei der jedoch noch groBe Schwierig-
keiten iiberwunden werden miissen. Der Einsatz fiir
kleinriumigere Probleme scheitert nicht an grundsitz-
lichen Schwierigkeiten, sondern ausschlieflich an der
gegebenen zeitlich-rdumlichen Maschenweite unseres
Becobachtungsnetzes, die von &konomischen Bedingun-
gen diktiert wird; wo ein dichteres Netz gegeben ist
— gz B. Vorhersage des ,Smogs* in Los Angeles
(Frenkiel) —, kinnen auch solche Fragen behan-
delt werden.

Von besonderem Interesse sind die Methoden der nu-
merischen Vorhersage in ihrer Anwendung auf neu
auftauchende Probleme des praktischen Wetterdienstes,
deren Lésung mit empirischen Methoden viele Fehler-
quellen enthilt und daher unbefriedigend ist. Hierzu
zihlen
a) Vorhersagekarten fiir Stratosphirenfliige in 200, 150
bzw, 100 mb. Versuche mit dem einfachen baroiropen
Modell — das an sich den stratosphirischen Bedingun-
gen angepaBt ist — haben wegen der aerologischen
MeBfehler bisher noch keine iiberzeugenden Resultate
geliefert.

b) Die Erstellung der fiir den Flugwetterdienst er-
forderlichen zusammengesetzten Vorhersagekarten, die
sich nicht auf einen festen Zeitpunkt, sondern auf die
ldngs der Strecke variable Zeit des Flugzeuges beziehen.

¢) Vorhersage der groBriumigen Vertikalbewegung
in der Troposphire sowie Vorhersage der Niederschld-
ge, Hier liegen bisher nur wenige Einzelfille vor, wo-
bei japanische und amerikanische Arbeiten eine Pro-
gnose der Niederschlagsmengen wagen. Die Ergebnisse
sind noch nicht eindeutig, ermutigen aber die weibtere
Arbeit an diesem praktisch so wichtigen Problem,

d) Vorhersage der wahren Luftbahnen oder Trajek-
torien, wie sie die Ausbreitung z. B. radioaktiver Areo-
sole bestimmen, Dieses Problem kann wegen der Nicht-
stationaritit des Druckfeldes mit empirischen Metho-
den nur unter enormem Arbeitsaufwand geldst werden,
withrend die numerische Vorhersage keine prinzipiel-
len Schwierigkeiten bietet, besonders sofern man nicht-
geostrophische Modelle zugrunde legen kann.

Die Ergebnisse der Vergleiche zwischen den Trajek-
torien ausgewogener Ballone und den Hohenkarten
(Neiburger und Angell) zeigen, dall die isoba-
rensenkrechte Windkomponente im 300-mb-Niveau
15—20%s des wahren Windes betrigt; die ageostrophi-
sche Komponente (einschl. Kriimmungseffekt) belduft
sich sogar auf 39%. Hieraus erhellt besonders ein-
drucksvoll die Notwendigkeit, von der geostrophischen
Approximation abzugehen; wahrscheinlich istein Uber-
gang von der Analyse des Druckfeldes auf die des
Windfeldes in naher Zukunft notwendig. Auf die weit-
reichenden Konsequenzen dieser Entwicklung kann
hier nicht eingegangen werden.
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Uber die Herleitung von allgemeinen hydrodynamischen Witbelsdtzen ")

van

HeinzFortak

Zusammenfassung

Es weprden gewisse zeitliche Differentialoperatoren
definiert, mit deren Hilfe die zeitlichen Anderungen
tensorieller Feldfunktionen untersucht werden kénnen,
wenn diese an eine bestimmie materielle Linie, eine
materielle Fliche oder an ein materielles Volumen in-
nerhalb der Fliissigkeit gebunden sind. Die Verwen-
dung dieser Differentialoperatoren pgestattet die Her-
leitung allgemeiner hydrodynamischer Wirbelgleichun-
gen, welche frei verfligbare tensonielle Feldfunktionen
enthalten, in sehr einfacher und physikalisch einleuch-
tender Form,

Summary

At first a number of differential operators are defined
which are suitable to study the rate of change with
regard to the time of any tensor function associated
with a given line, an area or a volume of particles in
the fluid. The use of these differential operators allows
to write general hydrodynamic vorticity equations,
containing an available tensor function, in a wvery
simple and physical evident manner,

1. Einleitung

Die in der Meteorologie allgemein verwendete Vor-
ticity-Gleichung im (x, ¥, z, t)-System wie im (%, ¥, p, t)-
System folgt aus den sog. verkiirzten hydrodynami-
schen Bewegungsgleichungen, Die Verwendung der ver-
kiirzten Gleichungen fiihrt aber nur zu einer Wirbel-
gleichung fiir die Vertikalkomponente des absocluten
Wirbels. H. Ertel hat sich seit 1942 (1), (2), (3) um
allgemeinere hydrodynamische Wirbelsdtze bemiiht,
insbesondere im Hinblick auf die Herleitung von hydro-
dynamischen . Erhaltungssiitzen. Die erste Anwendung
des Ertelschen Erhaltungssatzes vom Jahre 1942 hat
E. Kleinschmidt (4), (5) gegeben Neuerdings hat H.
Ertel durch Einfithrung einer frei verfiigbaren vek-
toriellen Feldfunktion einen neuen differentiellen
Wirbelsatz aufgestellt und ein neues Wirbel-Theorem in
Integralform unter Einbeziehung einer frei wverfiig-
baren skalaren Feldfunktion angegeben (8), (7).

Man kann nun in einfachster Weise durch Einfiih-
rung einer frei verfiigharen tensoriellen Feldfunktion
und bei Verwendung von bestimmten materiellen zeit-
lichen Differentialoperatoren, welche eine konkrete
physikalische Bedeutung besitzen, eine grofle Zahl von
differentiellen und integralen hydrodynamischen Wir-
belsitzen aufstellen, aus denen alle bisher bekannten
Wirbelsitze und Wirbeltheoreme ableitbar sind. Ins-
besondere ergibt sich die Integralform des Ertel-
schen Wirbelsatzes vom Jahre 1954 (6) und eine Syste-
matik fiir die Aufstellung neuer hydrodynamischer
Erhaltungssétze.

1) Die Originalarbeit erschien Ende 1956 in Gerlands Beitrigen
zur Geophysik 85, 283—294 (1956).

2, Materielle Zeitableitungen im bewegten Kontinuum

Gegeben sei irgendeine tensorielle Feldfunktion
A = A (x, v, z, ). Die individuelle zeitliche Ableitung
von A ist danm

dA _aA 2
[ =" t-wan
wobei A an eine sich im Kontinuum bewegende Fliis-
sigkeitspartikel gebunden ist.

Es liegt nahe, dhnliche Zeitdifferentiationen zu defi-
nieren, wenn A an die Partikel einer materiellen Linie,
einer materiellen Fliche (nicht notw. geschlossen) oder
an ein materielles Volumen gebunden ist.

Der Dimensionszahl entsprechend werden diese Dif-
ferentialoperatoren mit
D: Dy Ds
Dt' Dt D
bezeichnet und durch

2 2
(2] Q{t [ \ ds - ‘n‘] = \ ds - %—? ( ds : Linienelement )
1 1
d ({4 Al ={qf. DA F-R—
(3] d;“c“'h] }d ‘Dt ( df : Flichenelement)
F F
dry © . DA
S T [ j de A] "‘! dr 55 ( dr : Volumenelement)
G G

definiert,

Die physikalische Bedeutung der Differentialopera-
toren ist aus [2] bis [4] ersichtlich.

Aus [2] gewinnt man mit A = ¥/ B die Relation

—dB _D;vB
51 V& T D
und damit fiir einen beliebigen Tensor A

Setzt man in [3] A = V¥V X B und wendet den Satz von
Stokes an, dann erh&lt man

17 Vv X % = pg'\ﬁitXB
und fiir einen beliebigen Tensor A
D.A _dA

] D ~dt
Aus [4] wind schliefllich mit A = ¥V + B nach Anwen~
dung des Satzes von Gaul
,D:B_D;7-B

Dr Dt

-~ 2
+(v-v)A—(vv)-A.

[9] v

‘.'J_I'rT;i_cr hier verwendeten vektoriellen Schreibweise bedeutet
der Punkt zwischen zwei extensiven GréBen das skalare (inne-
re) Produkt und das Kreuz das vektorielle (Sulere) Produkt (8).
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woraus fiir einen bellebigem Tensor A die Relation
(10} DA _dA 4 (v.viA

Dt
folgt.

Die neuen Differentialoperatoren entstehen so durch
successive ridumliche Differentiationsprozesse aus dem
bekannten d/dt.

Alle Differentialoperatoren (d/dt = Dy/Dt einge-
schlossen) lassen sich mit Hilfe eines Tensors zweiter
Stufe T, darstellen,

Es ist
DnA _ dA _

[11] W-gﬁ.—l—Tﬂ-.F\ (n 01,2 3)
wobei T, aus dem Einheitstensor 1 geméB
Dal _

[12] Dt Ta

entsteht.

Es ist im einzelnen ’
_Du] =Th=0.
D;l e T
m = T1 = v,
— —hﬂ

Q—I =Ty =7 v}l —[v7)

%: -Ty = (7.

Von den fiir die D,/Dt aufstellbaren Rechenregeln seien
hier nur genannt:

[13] D-E_t-ﬂ - %’g""”r?'nﬁ? ,

[14] D;gt A dcri- A

mit a = ; und bei Verwendung der Kontinuitiitsglei-
chung D‘P =0,

3. Hydrodynamische Wirbelsitze
Die Rotorbildung der hydrodynamischen Bewegungs-
gleichungen in der Form

81 2 v Y — V(9 Xv) — alvXw) = — T @0 TP
liefert bei Einfiihrung des absoluten Wirbels

6] &=V Xv+aw

und des Solenoidvektors

M N=VpXVos

die Wirbelgleichung

ng ¥ Wi-fov=N.

In der hier vorgeschlagenen Schreibweise ist [18] genau
Bi=n

Die Integration von [19] iiber eine fliissige Fléche F
liefert unter Verwendung von [3] sofort den bekannten
Zirkulationssatz von V. Bjerknes in der Form

:I[E-df'-é]-g

(19]

df-N .

Die skalare Multiplikation der Gleichung [19] von rechts
mit einem beliebigen Tensor A gibt bei Beachtung
von [13]

..i,_. - %ﬁ +N-A
mit der zu.gehbngen Integralform

a[ d;; A|= img Dif 1

[20]

[21] Saaﬁ-n .
Gleichung [20] ist eine Grundfc_nn hydmdynamisdwr
Wirbelsiitze, aus denen sich besonders bequem eine
Reihe wichtiger Spezialfdlle ableiten lassen.

Fiihrt man in [20] nacheinander die neuen Feldfunk-
tionen B ein gemél

A=VBA=IBA=cBundA =0VB,
dann erhiilt man neben [20] (dort A /B)
D:£-B_: DB, u

(20] D —fp TN-B lr.r D_lt}
(22] D?—ﬁt—?g-f-vi—?+ﬁ- vB (B gy
Ot 5 &
(24] jt{n}'.m=at.%3+aﬂ B ;:t D_J
51 o =ovBios (44

und dam fiilr [20], [22] und [23] die entsprechenden
Intregralformen. Hinter den Wirbelgleichungen sind die
durch die Gleichungen gekoppelten Differentialopera-
toren in Klammern beigefiigt.

Die Ertelschen Wirbelsitze folgen aus den vor-
stehenden wie folgt:

Mit B = w (y : skalare Feldfunktion) ist [25] der Satz
aus (1), (2), (3), [22] ist nach Integration iiber ein ﬂussi—
ges Volumen die zugehotrige Integralform, mit B = ‘-P
(‘f" : Vektor) ist [24] der neue Wirbelsatz aus (6), [20] ist
nach Integration die zugehirige Integralform, und
schlieBlich ist mit B =  (Skalar) die iiber eine fliissige
Fliche integrierte Gleichung [23] das neue Wirbel-
theorem aus (7).

4 FeldgréBen mit bestimmten Invarianzeigenschaften

Eine hydrodynamische Feldgrife kann in verschie-
denem Sinne invariant sein., Hier werde die Invarianz
gegeniiber der Anwendung irgendeines zeitlichen Dif-
ferentialoperators betrachtet. Fiir die potentielle Tem-
peratur gilt bei adiabatischen Stromungen

dé
[zﬁ] H't‘ = 0,
tiir den Vektor ¥ = v + w X r — V W nach Ertel-
Rossby (9), (10), in der hier vorgeschlagenen Schreib-
weise,

D, ¥

[27) B =

wobei sich die Ham ilton sche Prinzipalfunktion aus
der Lagrange-Funktion gemiB

Y =V XY = (@[ o dy)

bestimmt, fur dan Wirbelvektior selbst bei barotroper
Strémung

Def _

[28] D: = ©

und schliefilich fiir die hydrodynamische Dichte
Du?

[29]
Verschwindet in den W'lrbel.gleld:wngen [20] und [22]
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bis [25] der zweite Term der rechten Seiten, fiir den
Fall der Barotropie trifft das wegen N = o stets zu, und
wihlt man dann die GriBe B so, dal sie im Sinne
D1 /Dt = o invariant ist, dann ergeben sich die Erhal-
tungssitze

Dy B _
{30] '"’D't o,
(31] fi (@E-B) = 0. .

Nach [30] hat die GriBe E « B in diesem Falle die gleiche
Invarianzeigenschaft wie die hydrodynamische Dichte.

Fir B = ‘f’ ist [31] der Ertel - Rossbysche Erhal-
tungssatz aus (9), (10) und

32] jt[é'é-'siiaz] =0

ist die zugehdrige Integralform.

Fiir Feldfunktionen mit der Invarianzeigenschaff
dB /dt = o ergeben sich dann die Erhaltungssitze

Da g" ?E —_
(33] e =0,
Dy EB _
[34] 28 -0,
[35] d (o8 o) =

mit den zugehorigen Integralformen,

(85]

(2)

3)

(%)

(5)

(6)

(M

]
@

{10)
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Numerical Predictions of the Development of the Cyclone over the Far East and the
Associated Precipitation

Kanzaburo Gambo NaosukeSaito, Shigemi Fujiwara and Takio Murakami
{(with 22 figures in the text)

Abstract

The authors’ attempt is to make clear the mechanism
of the rapid intensification of cyclonewhich passed away
from the Japan Sea to the Ochotsk Sea on May 9, 1954.
In the first part of this paper, the integral-relaxation
method is discussed in order to avoid the error in the
calculation of Jacobian. In the middle part, the height
change with respect to time is discussed from the two
points of view; one is the advection of absolute vorti-
city, while the other one is the gradient of the vertical
p-velocity with respect to pressure p. As the check of
the result, the calculated pressure pattern on the earth
surface is compared with the observed one, which shows
good agreement. In the last part, we make the numeri-
cal predietion of precipitation, In this case, we use the
simplified equation in order to estimate the amount of
precipitation.

Zusammenfassung

Es wird versucht, denv Mechanismus der raschen Ver-
tiefung der Zyklone zu verstehen, die am 9. Mai 1954
vom Japanischen nach dem Ochotskischen Meer zog.

Im ersten Teil der Arbeit wird auf das Integrations-
verfahren des Helaxierens eingegangen und diskutiert,
wie Fehler in der Berechnung der Jakobi-Terme ver-
mieden wenrden kinnen.

Im mittleren Teil werden die zeitlichen Anderungen
der Héhenwerte betrachtet und diese auf die beiden
folgenden Einfliisse zurlickgefihrt:

1. den Transport der absoluten Vorticity,

2. die horizontale Winddivergenz (vertikaler Gradient
der Vertikalgeschwindigkeit im p-System).

Zur Nachpriifung der Resultate wird das berechnete
Druckfeld an der Erdoberfliche mit dem beobachteten
verglichen, wobei gute Ubereinstimmung erzielt wurde.

Im letzten Teil wird eine numerische Vorhersage des
Niederschlags behandelt. Zur Abschéitzung der GroBen-
ordnung der Niederschlagsmenge wird eine vereinfachte
Gleichung benutzt,

1. Development of cyclone

As may be undenrstood from the equation of absolube
vorticity, the height change with respect to time depends
upon the two factors, i, e, the horizontal and vertical
advections of absolute vorticity and the divergence of
horizontal velocity field. The mathematical expression is

{i1]
F= U - VT (fes)+ Vg ge) 1)
Here 7, @ and z denote the absolute vorticity, the verti-
cal p-velocity and the height of constant pressure re-

spectively, The symbols J and V/-2 are the so-called
Jacobian and the reciprocal expression of “/2-operater
respectively. In this equation we neglect the integration
constant F, because of taking account of the effect of

dz

boundary conditions for a3t in the expression of V/-2.

For example, the relaxation of J (#, z) should be car-

s fdz
ried out under the boundary condition (d_r )Boun dary
= [/-2J(y, z"Bounda‘ry . The equation [1.1] is not cor-
rect in a strict sense, because we obtain [1.1] by using
the geostrophic approximation in the vorticity equation.
The geostrophic approximation would not be an appro-
priate assumption near the centre of cyclone. The result
which will be shown in the later section also demands
another expression instead of [1.1] in the domain
near the centire of cyclone. However, the geostrophic
approximation is the effective tool in a sense of “first
approximation*, for the estimation of the development
of cyclone and the resulis we obtained express the de-
tailed mechanism how to develop and where the cyclone
moves, In this circumstance, we use the equation [1.1]
for the discussion of development of cyclone. The short
comment for the non-geostrophic problem will be given
in section 6.

The equation [1.1] shows that the correct estimation
depends upon how to estimate the quantities /-2 J (», z),

N f 31'; " [ a(n .
7 !{[_g wap] and v/ 2(;?3 Hp] exactly. Since the term of

7 ;w %}is negligible small compared with the other two

terms, we do not consider this effect in this paper. The
estimation of “/-2J (%, z) is obtained by the relaxation
method of J (», z). The conventional method for the cal-
culation of ¥V-2.J (y, z) is correct if the wave length we
concerned with is large compared with the length of
mesh-size we use, Recent progress is forwarded to the
exact estimation for V/-2J (», z) in the domain where the
wavelengthiscomparable with the mesh-size. (Thomp-
son (10)). Another problem 'is to estimate the quantity
V-8 (n é 3:} exactly. In the conventional methods, ‘t:;;
is replaced by the difference equation with respect to
p-coordinate (Charneyand Phillips(2),Hinkel-
mann (5), or @ is assumed by the functional form
of p (Eady (3), Eliassen (4, Sawyer-Bushby
6), Thompson (9, Bolin (1)).

In connection with these two problems, another me-
thod to calculate these two terms will be shown in the
following sections.

2. Integral-Relaxation method

Here we consider the problem to solve the equation
of /-2J (n,z) = o. Since o is Tegarded as the quantity
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g':t in a barotropic atmosphere, we rewrite the equation

mentioned above as follows

V=l [2.1]
or
A LT 221

In order to simplify the discussion we assume in the
following treatments without loss of generality that

g—f =0 (23]
is the boundary condition.
az

The conventional method for the calculation of 3¢
is the differential-relaxation method, Because we re-
place J (7, z) as follows

_ A iz Ay bz
I z) = AxAy Ay AxT
where /Ax and /vy denote the length of mesh-size in
x- and v-directions respectively.

[2.4]

After the calculation of [2.4], gi is obtained from o

by relaxation method. As the other method correspon-
ding with this method, we integrate [2.] with respect
to x and y instead of obtaining o, by [2.4]. The integra-
tion of [2.1] becomes

nv“’ai dxdy = \15] (1, 2) dx dy = c’f; ndz=a. [25]
where ¢ is the line-integral.

For the purpose of practical use, we put the integral-
domain as shadowed part surrounding the point (x, ¥),
shown in fig. 1. The numbers in the figure denote the

Ll

!.I L
. k% .

Fig. 1
Point pattern. (x, ¥) is marked by 0.

mark points of each grid. The point (x, ¥) is marked by
the number 0. In such a case o: is written as follows

= Eh (5, z) dx dy = “i{q g;}dx dy — H;%{ﬁ gﬂd‘ dy

- n¥ )dy im F)dy (2.6]

— | m""]dx +{e {w.""’-:dx

where x; and y; denote the values of x and y at the grid
of poinis i respectively.

The approximate value of oy is obtained by the
Simpson's rule, For example:

B3 dy = 289, () + on(32) + 032, )

. [2.7]
_ 2R ELN
{82 dx = 20 (s (32) - om(52), + (52,

where
(dz
vl T 12/ 8 (294 — 21) + (26 — 24s))
{Tgi)a ‘]2&9 { * o~ Zasly, 28
[a_x)a = !-2.&1 {B {22"- - Zl} + {!2 — I“}}'

Here #; and z; represent the values of # and z at the
grid of points i respectively.

The value of o: thus obtained is used for the calcula-
tion of ‘?f— %;sz. The integration of V?z with
respect to x and y is rewritten approxima'tely by the
Simpson’s rule,

(o 4/ o 0 [ .
v*zdxdy=—— ST 4 -
hSBt {Lr}t f‘?‘h [2.9]
+16 g V’z 0 (As%)
where f\s = Ax = .L\,y and the subscripts D and C de-
nofe the summation of V”z at the grid of points sym-
bolized by D and C in frg 2, i e,

N P Lo 0
b 9% = (5% + (57 + (5,7

Vo 9 0 JE: J
2 572 = (V%) + (5 Vi (5 V2 4 (5 V 2

22)y - { gt"’"'-""

In fig. 2, the point (x, ¥) is also denoted by the number

Y
[5) c D
C (8] c *
D Cc D
1 .:
Fig. 2

Point pattern symbolized by C, D, and 0.

0 as same as in fig. 1. If we define H as follows,

H = 40515 443+ 16} (2.10)
a6 'D [
[2.8] is written
H "v=z - 0y [2.11]

This equation is easxly solved by the group relaxation
and the value of —‘?"z is obtained in the form

a[v23 = H Ta = .I{’i'-ﬂ [2-12']

where

H H=1

The convergency of this relaxation is considefabl}' rapid
as may be understood from the functional form of H.
In order to estimate the accuracy of this method, we

calculate _c?: 2z in a simple form of 5 and z.

As Thompson used in order fo compare his me-
thod for the calculation of %/2 gi with the conventional
method, we put

7= — f Uy + Asinkx,
B [2.13]
O ;-..:% Vi = — ?-M* sin k x
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where U and A are constant with respect to space and
time, and k is the wave number,

In this case, the exact solution for %V’z i
%v*: = UAK? cosk x [2.14]

The Jacobian J, (i, z) obtained by the conventional
method [2.4] is given by

Jalnz) = g AUk? cos kx [2.15]
where
p=SXBS g L kask 4 O(kay) (28]

The ratio of the exact solution [2.14] to the approximate
one [2.15] is given by § and this coefficient tends to 1
with decreasing value of wave number k. In this sense,
we use f§ as the parameter of accuracy of the method.
On the other hand, the functional form of oy in [2.11] is
Eiven by

= Alk? Ucos kx {sm i“mi'j <4 /st

[2.17
Thus, the solution obtained h}- [2.12] is given by
S V% =) n.1) = y AUK? coskx (2.18]
where
y = 3 (’".‘.]‘F:’—“}
2 4 cos k, /
coskAs | kis [2.19]
=1— 3 (ke + O (k)

The accuracy curves for § and y with respect to kAs

1O
08
0.8 B
o

0.6

° § ¥
Fig. 3

Accuracy curves for § and » as a function of As. L is the
wave length.

- al

are shown in fig. 3. Thom p son (10) has also proposed

another method for calculating the wvalue of 3{ iz
and obtained as follows
2 V' = §AUK cos kx (2.20]
where
=1 L (kAsl + O ((kas)) [2.21]
In order to obtain a more accurate value of gt Wiz in

the conventional method by [2.4], we take into account
the higher order of J (, z) with respect to As, i. e, we
replace [2.4] in the following way,

1% 2) =(.@*f‘&_—’- On bz

Ax Ay Ay Ax [2.22]

AN '
- ha 1 [l’“’“z!‘ ~+ tixzyyy) — (hyzoo - fyyyzx) :’ +0O(2s')
where

La _ Aafx=xt s — (ahe=x—As
NS 2Ahs

If we replace the second term of the right-hand side of
[2.22] by the finite difference equation, we have

Je=7.z) and o = L;: (j=x¥}

Vonn) = (31, (52). — (5%), (§2), + 0129 1228

whene the suffix o denotes the value at the paint (x, ¥),
i.e, the position symbolized by o in fig. 1.

The functional forms of each bterm are given, for
example,

(gﬂ = 1'2'1&5 =s

)= s
dy la.ﬁs
where the suffix i denotes the value at the grid of
points i shown in fig, 1.

In this case, the approximate value of J (7, z) tends to
approach to the exact solution more closely compared
with the solution [2.14]. If we use the same functional
forms for # and z given by [213], we have from [2.23]
the following approximation

(i —na) + {'m—'m}} + O (AsY),
[2.24]
8 (z1—zs) -r—lzu-'—%:'] + O (as),

;ii Vie= AUk cos k x [2.25)
where
3 = 2 (sinkAs —sin2kAs)
3 ks [2.26]

=1-— ;d{lul\.s}‘ + O ((kAs))

From these facts, it may be mentioned that our method
has the good accuracy compared with the conventional
method. In practical purposes, it might be permitted
that the finite difference forms given by [2.8] are re-
placed as follows

(dz 1 .
(E;IF}_. = 358 {I](l"‘!a} -+ O (As?), [&a]r
{g;]. 2;1'38 {Ig—z.} _"'0{&59}_

The reason why we use [2.8])' in stead of [2.8] is that the
main errors of Jacobian come from the differentiation
of n with pespect to x and y and the errors due to the
spacial differentiation of z are regarded as small as

compared with the errors of Er’ and ?"'.
dx dy
By using this method was calculated one example of
the instantaneous height fendency with respect to time
on the 500-mb surface which is shown in fig. 4. In this

Fig. 4
l12-hr barotropic forecast for 500 mb from May 8, 1500 GCT—
May 10, 0300 GCT 1954. Computed and observed height changes
are shown by dashed and continuous lines respectively. Unit
1M feet,

example, the mesh-size is selected as long as 300 km
and this instantaneous height tendency is compared
with the observed height change for 12-hr following
time corresponding initial map. The initial map shown
in fig. 10 is the one at time 15 GCT 9 May 1954, which



— 38/39 —

will be used for the discussion in the later section. The
domain of forecast area and the boundary which we
use are shown in fig. 7. The comparison of the results
obtained by this method with the conventional method

Fig. 5
Instantaneous height changes of the 500 mb surface. Conti-
nuous lines denote the result by the conventional method.
Unit 100 feet per 1-h, Initial data in both cases were for
1500 GCT 9 May 1954, Dashed lines denote the result by our

method,

is shown in fig. 5. Since we cannot calculate step by step
with the increasing time with the lack of automatie
machine in hand, we do not discuss any more.

3. The differential equation for the vertical p-velocity

It is the purpose of this section to estimate the quan-
tity of the second factor which contributes to the inten-
sification of the cyclogenesis, Since the divergence of
the horizontal velocity is connected with the vertical
gradient of the vertical p-velocity fiield, w-field, by the
equation of continuity, we discuss the distribution of
the w-field.

The differential equation for the vertical p-velocity
w is given from the following two equations,

M | . Uty
at+v v'H—qu r.ap

v = =2+ ()

[3.1]

[3.2]

where

= B
(-6 %)
& dp
Here 3, x, « and © are the absolute vorticity, the sta-
bility coefficient, specific volume and potential tempe-
rature respectively. The first equation [3.1] is the vor-
ticity equation and the second equation [3.2] is obtained
from the conservation of potential temperature with re-
spect to time, i.e.,

d . . d
ailnﬁ'—l—v-\?]nﬁ—l—wﬁplné)::o [3.3]
where
In@ = lna-4 :" In p 4 const. [3.4]
B
vz «
dp g [3.5]

Since 5 = %sz + f and aff-EV?gf . we can eliminate

. dr f .
‘d'-: from [3.1] and [3.2]. The elimination of 'j‘r beco-

mes as follows

1 PRGN L2 L T L P
Vietn " gap” +a[ﬂpiv )
— % VvV {gi)}] [3.6]
= Fxy.pt) [3.7]
where
nt = fo [3.8]

8
Here we assume that » is only the function of p and
is assumed as constant with respect to x, y-coondinates,
Since the third term of the left-hand side of [3.6] is
negligible small compared with the other two terms for
w, we rewrite [3.6] as follows,
a8,
Vie + n’.‘.jT‘f'- Fix, y. p)
The function F is also rewritten in the form
3
Fe=- i‘%‘[zvp'v;—F vp- i 4 2(%) ul:sz, ) +

Fllapy.z)] 13100

(3.8

where

d*z ¥ dz dz
—'Ea-x zpy-ép_'dj' zx-éxandzy—a-y,
This form of F is convenient for the model research,
because we can easily estimate of the order of F. As
may be seen in the form of F, the main factor of F is
the first term of the right-hand side of [3.10], i.e, the
advection of absolute vorticity by the vertical shear of
the horizontal velocity. The second and third terms of
the right-hand side represent the small effects of the
divergence of velocity field.

The w-field is obtained from [3.9] under the appro-
priate boundary conditions, Since [3.9] is a linear diffe-
rential equation for w, we can separate the effect of the
boundary conditions. For example, we consider the case
where the boundary conditions are

(wlp—o =0

(w)pap, = Gx¥)
where pp is the level of lower boundary.,
In this case we divide w into two parts,

Vp = g;. Zpx

w =w;+ we [3.11]
Here the differential equations for w; and ws become

0%w
Ty ¥ F = F
o dp* } [3.12]
[w1)pwo = (w))pep, = 0
] 3 0wy
a2 = o
S iws + n op* 18]

(‘”!]D_-O =0, (wy)p=p, = Gx. ¥}
For the sake of simplicity, we assume in the following
discussion that the lateral boundary condition is given
by
IM}Boun.dlry =0
From these equations, the effect of the lower boundary
condition such as the topographical effect is expressed
by wp and the genera] solution is obtained by the ad-
dition of w; and ws. Therefore we consider in this sec-
tion the case where
(w)p—a = 0, (w)p—p, =0
In this sense, it is not difficult to separate the boun-
dary effect from the others. .

In order to compare this method for calculating w
from [3.9] with the others, we consider one simple case.
As the example, we put the special form of F which F
is a linear function of p, i.e.,

F o= {a_l_btpﬁn” cikx—l—-i.ﬂy

where a, b, k and u are constants.

(3.14]
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This case corresponds to that of parameter model,
because if we put z in the form

z=z-+A(p)zr (A(p)~p)
where Z and zp have the same meanings as usually used,
we have

F o= {a+b(§;]} cr’kx—l—n,uy

In this case, the solution for @ under the boundary con-
dition [3.12] is given from [3.9] by
eilt:( +- iy

Gy = WE}_[ a_l_bp}_'_Smyp (a-+-b—a Cos ypal

Sinyp
L Ve
o n

~+a Cos ;}p]l , [3.15]

where k and g are the wave numbers we concerned
within x- and y-directions respectively.

This equation is approximately expressed as follows

fa(@)+ul(2) +el) + 02!

i =

e1Iu¢ 4 iuy (3.16]
where

- 1 e a-l—b a Cos ypo 1
A i { b —(ypo) { Sin 7pe )

—_— 1 P‘l.'l
by = k‘—|—u'{ 2 ).
Cy = {,*“pn ra—l—b—aCo%'(p..:

k' + u Sin ypu

Therefore the parabolic form for o with respect to p,
which is often used in the parameter model, is reason-
able, However, the general form for  must be solved
exactly from [3.9]. The numerical example will be given
in the later section where we will discuss in detail the
vertical distribution of w

The other check of the accurarcy of this method
is given by comparison with the so-called layer mo-
del. We start from the finite difference equation for w,

Wi gy om = g2t \_P"“ e [3.17]
=
Wiy == ép[jt (zi+1—zi} + i *-'"{za+1—-:1i} (3.16)
o A8 I TANP | B
=1y .ﬁ.p[al’ {Z; o)W Y?{m Is—l}l

where the suffix i denotes the value on the level p = pi
shown in fig. 6. Here we regand » and 7 of the might-

i P=Pi-aP
R
i P=Pi
i 4 mmm == mm = --
i+ P=Pi+aP

Fig. 6
Location of the level p = pi

hand sides of [3.17] and [3.18] as constants with respect
to p for the simplicity. Operating V? to the addition of

and o _ v, in [3.18] and ':;]p to [3.17] respec-

Ay J= Wy

tively, we have the similar equation for w; with [3.9] in
the following form

v*wi + nt

where

Wty — dip i 44;,] = F; [3.19]

;[i
Aptldp

wj = ; (wivry, + i), zi= ; (zi+1fs —+ zim1sh,

Fi

(Fyp—pi
dwij
dp

amL _I. i 1 —_— -1,
Ty = ap-[ww A i—1ty]
instead of putting

If we put in [3.19] as

dop _
dp 2&,
the equation [3.19] becomes

WEmi 4 n’

[@i41 — wi-1

|m.+1 ~+ ity — 2“"] = [ [3.20]

On the other hand, the term of j-—";’ in [3.8] is written
in the fol'].ow'img two forms

P _

ap? (QP) [eirs, = mi-y — 2 wi] [3.21]
or
djs-'l = & ! [w|+1 - Wy — 2 (rl,] [3.22]

Therefore the equation [3.20] is equivalent with the case
where we use [3.22]. If we use [3.21], however, the accu-
racy of our method becomes more better than the case
of layer model,

4, Numerical Integration

As one example, we select the case where the weak
cyclone over the Japan Sea developed within one day
and attacked the Hokkaido, northern part of Japan,
causing the heavy damage along its coastal area.

The grid of points chosen for the forecast is shown in
fig. 7. The region of validity for a 12-hr forecast is ob-
tained by excluding a border strip, approximately two
grid interval in width. This region is also shown in
fig. 7.

The surface map at time 1200 GCT 9 May 1954 is
shown in fig. 9. As the initial map for the forecast, we
selected the map at time 1500 GCT 9 May 1954. Corre-
sponding to this surface map the contour height z on
the 500 mb surface at time 1500 GCT 9 May 1954 is
shown in fig. 10. The pressure pattern of this surface
map was continuing to develop from time 0000 GCT, 9
th to time 0300 GCT, 10 th. In fig. & the surface map at
time 0000 GCT 9 May 1954 is also shown in order to un-
derstand how this storm develops over the morthern
part of Japan,

In order to make clear the structure in the lower
atmosphere, we use the levels, i.e,, 1000 mb, 850 mb, 700
mb and 500 mb. The 300 mb map is also used as a che-
cking one. Since -2J (y ,z) is easily calculated on each

level, we consider only the calculation of V% -{E g;‘:j As
a first approximation we neglect the variation of in
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Fig. 7
Location of finite-difference lattice used in barotropic and
baroclini¢ forecast. Large sgare outlines 13x11 grid used for
computations; small square outlines region over which weri-
fication was made.

&y
NN

eyl

7

Fig. &

Surface map for 0000 GCT % May 1954. Lines are drawn for
every 2 mbs.

Fig. 8

Surface map for 1200 GCT 9 May 1954. Lines are drawn for
every 2 mbs.

with the space, namely
o ffgomy o £ _ _gfdw
o1 (108) - P gua0e)
g d'p.) T8 (Bp.
Therefore the height change of the constant pressure
with respect to time is given by

i _ eaqyy, P e
ai—ﬁ?*l{.,ﬂi—g-V‘ap

[4.1]

[4.2]

Although it is more exact calculation to use the inte-
gral-relaxation method mentioned before, we use, for
the sake of simplicity, the conventional method for the

’ {1
calculations of 7-2J (7, z) and fg- v-*g—;’
the equation [4.2] is written as follows

dz) - ., It s, - |
[sz.w =V sso ln2) + AP [V 2w — V2]  [4.3]

. In such a case,

o 2
t.;jl_‘:)?un =T Jago (. 2) -+ 25{'._\.,}2' [V 2wgs0 — Vtwgg]  [44]

where /\p = 150 mb and the suffix j denotes the quan-
tity on j-mb surface, ie., for example,

{w)eso = (w)p—aso mb

Fig. 10

Contour-field of the 500 mb surface May 9, 1954, 1500 GCT.
Lines are drawn for every 200 feet,

From these two equations, we can see that the height
changes [d_z) and (sz[) are easily obtained if we
/a0 dt/r00
have the informations for twigon, Wes0, Wygn and wssp. In
order to obtain these quantities for w, we consider the
differential equation for w, i.e.,

e fx

gy -2 =
Vietnlss =%

d . B oy (VL .
ap (v — f % iv--f{;-p}} [3.9]
As mentioned in the foregoing section, we separate o

inte two parts
w = w + ws
where
V2w, - n? E-.’f“;* =0,
dp [4.5]
(we)p - 1000 mb = t"“‘}p—mmn mb
Since the solution for [4.5] has the functional form
which is the exponential function with respect to p, the
effect of wy decreases rapidly with increasing height.
This demands that the surface condition does not ef-

fect too much upon the middle or upper level, say, 700
mb or 500 mb.
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The solution w; is obtained from {3.12] by the relaxation
method if F is given on each level. In this paper, ho-
wever, we are not concerned with the upper level be-
cause we are obtaining the instantaneous height chan-
ge in the lower atmosphere and therefore we put wsse
as an approximate walue. This approximation causes

the small error for the estimation of (‘.?) or the va-
550

lues of (g‘;‘) on the levels near p = 550 mb, However,

the approximate upper boundary condition on the sur-
face of p = 550 mb does not affect upon the estimation
of (gf) on the level near the earth surface. In the case
where we repeat the calculation, step by step with
increasing time, we must, of course, solve [3.9] under
the exact upper boundary condition, i. e. (w)p—q = 0.

One method to obtain the approximate value of wsse
is to use the difference equation used in a case of layer
model. For example, we use two-layer model (700 mb
and 300 mb) and obtain wsee by usual method. Approxi-
mate value of wgsy is replaced by wsee thus obtained. It
is reasonable thing that multiple layer model more than
two gives the better approximation for wsg. In this
paper, however, we use the following relation to cal-
culate wgsy:

- 02y _ (92 TN Zagp -~ ] 4.8
o = 2o 3 (), v V] a0
where *

Wyop = {"J]p--ouo mb, Vaoo = (V)p=300 mb /% p—200 mb-

Since

dz’ ——

(at, 500 v Lm h Z‘ + v {EIP }"ma
we replace this equation and [4.4] into [4.6]. Thus, the
final form for wa is given

[4.7)

Wggp = — [{\ ’,](.nn(“f 1]‘— V. ou(-‘j-i)} =+ Vaoo+ "V [zr,nn_zmuil

-8 Bm) g 0w ]

g-’_\p [v aP noo v (Bp)m

In this equation, we assume that the third term of the

right-hand side of [4.8]lis regarded as a small quantity

compared with the other two terms. In our case, this

assumption is roughly checked by using the countour

height on the 300 mb surface. If we use this approxima-
tion, wege is easily obtained as follows

:’;’,[i?"lm.., (7, 2) - V7 Jrew (02)]

=+ VooV (Zaoe — Zmol}

This approximate value of wee is replaced as the upper
boundary condition for w, ie,,

[4.8]

gy =

[4.9]

e = W50 [4.10]

The lower boundary condition is
wiggo — 0. [4.11]

because we are considering the function of w;.

By using [3.9], the two unknown quantities wse and

wgsp are easily obtained under the boundary conditions

[4.10] and [4.11] by the relaxation method. Replacement

of these quantities gives the height changes of ‘dz)

dz)
dt B50 '

Next we consuder the height changes of {gz} and
iy Ton
(‘:T‘t‘) due to the effect of the lower boundary, These
WL ma0

guantities are given by

and

-2 [Wj}rool [4.12}

o
i_:)sn 28‘515 [V * (ws)ios0 —

(g_:)mo 2BQP [V* (@a)ase — V= (@2)ss0]

where the symbol “B“ denotes the height change due
to the effect of the lower boundary condition and Ap
= 150 mb. Here (ws)ss0 is negligible small and we neg-

lect this effect upon the value of (gi)? . Since the diffe-

rential equation for ws is given by [4.5],, we can easily
solve if we give the lower boundary condition. As the
lower bounidary condition, we put the kinematical con-
dition on the earth surface. The kinematical condition
on the earth surface is

(::)p-pa(x-y! =w-VH

where p = py (%, ¥) is the pressure on the earth surface,
and Vg, H are the horizontal velocity on the earth sur-
face, the height of the earth surface respectively.

[4.13]

[4.14]

By rewriting [4.14] into the following form

iz z
! . € = . TH 4.15
[31+VH Vi 39] PPy (%.¥) ™V [ ]
we have
az__ g — vy VH 4.16
dt @ m] p=pelx.y) YoV Wi

Here we use the geostrophic approximation for V-Vz,

Since d:‘fé: iw. wet put as a first approximation

dt

() ppolxy) - (417

and also replace this guantity as the boundary condi-
tion of w on the level p = 1060 mb. By using this first

approximation for (w)iee, We \':altn:llar.e{::)p oo which
Bl
will be discussed in the next section. The second ap-

proximation for (@) p—p(xy) IS given by replacing this
> into [4.16]. Accor-

i
— Ty wH
gl‘l

first approximation of |.
e dth—m(x-w

ding to our result we obtained, this second approxima-
tion for (w)p - p, (x. y) is negligible small.

As the numerical example, we use the following con-
stants:

s = 300km, Ap = 150mb, = = 5.2 10" mb%*m
The grid of peints which we use is shown in fig. 7. The
numerical value of /H is given by

1500 m -2
VH = 100 km = 1.5 X 10
This value is given at the place where the grid of points
is upon the island or the continent, The value of VH
nearest the place upon the sea-surface from the island
or the continent is given by

VH=175X 10"°*

The distribution of VVH thus assumed is shown in fig.
11. In the figure, the values of upper and lower ranks
at each grid of points denote 3‘: and ’-iH respectively.
This rough estimation for “/H is obtained from the
mean height of topography over the Far East. It is, ho-
wever, necessary to use the smaller length of mesh-size
more than 300 km, and to solve [3.8] under the exact
boundary condition, if the more det:-uled distribution
of w is required.

On the other hand, since vy is the welocity on the
earth surface, we assume that vy is connected with the
velocity on the 1000 mb surface as follows

! Vi = & Vigoo [4.18]
where vy is the velocity on the 1000 mb surface. As
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B — %

Fig. 11
Distribution of YVH, Unit 750 m per 100 km.

the average value of u which is obtained from wiee and
VH, We use

w =12

In fig. 12, the wvertical distribution of ws: in the case
where vy+%/H is the unit function of sin wave as the
lower boundary condition of wipe is shown as a func-

P(mb)

S00r

€0
L=1000km

L= 600km

700

soor

900+

-—
-
—
——
——
M

1000 L ~
0 p| 02 03 04 05 06 OF 0B 09 10
Fig. 12
Vertical distribution of « L is the wave length.

tion of p and the wave length L., From this curve we
see that the damping of ws with respect to p is rapid
and the effect of ws: upon the upper or middle levels
would be negligible small.

5. Results of the calculated height change

Since we have no opportunity to use the automatic-
machine, we compare the instantaneous height changes
on each level with the observed 12-hr height changes.
In figs. 13 and 14, the calculated (dashed line) and ob-
served (continuous line) height changes of 700 mb and
850 mb surfaces are shown respectively, The maximum
or minimum domains of the calculated height changes
are situated westward from the observed places. It
might be mentioned that this discrepancy comes from
the problem of so called “time step”. The amplitude of
the height changes, however, shows comparably good
agreement, The observed change of the 700 mb surface
is more concentrated into sharp maxima than the com-
puted. This seems to suggest that the divergence effect
was larger than that calculated one. As may be
understood from the distribution of w with respect to p
near the level p = 700 mb, the difference form of [4.4]

Fig. 13
12-hr baroclinic forecast for 70 mb from May 9, 1500 GCT —
May 10, 0300 GCT 1854. Computed and observed helght changes
are shown by dashed and continuous lines respectively. Unit
100 feet.

Fig. 14
12-hr baroclinie forecast for 850 mb from May 8, 1500 GCT —
May 10, 0300 GCT 1954. Computed and observed height changes
are shown by dashed and continuous lines respectively. Unit
100 feet.

for ;J_w on the 700 mb surface is not enough for the case

HE]
where (d -"f) is large. The correct form for aﬁ' is
.ap“rmn 700

dp

dey  _ 1 _ 1 ey 1
(ab)mn “;'_{\,[.‘l[m““ @ssol 3'.{_313’- 700 spolaet,

1[4 1 [5.1]
- (wga0—w550) —  (wipe—y000) [H-0(A p)
2Apla 6
whetre f}\p = 180 mb and wy = I:(.r})p - 400 mb-
Since wigen = 0 and wype = wss0, we have
{g—gj}_m ~ 2£.p (9850 — "'"ﬁ-!nl] {5.2]
In this sense, the computed value of v-‘-'(g;’] by [4.4] is

less estimated than the correct one and the result shows
that the computed height change is smaller than the ob-
served one near the center of cyclone. In this example,
moreover, we used the approximate boundary on the
530 mb surface and the value of wge is not available.
Therefore, we do not check the height change of the
700 mb surface any more. On the other hand, the height
change of the 850 mb surface is not affected too much
from the approximate boundary on the 550 mb surface
and the finite difference form of [4.3] has a good ac-
curacy because w is an approximately linear function of
p near the level p = 850 mb.
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Fig. 15
Computed height change due to the term of V-=] (3, z). Unit
100 feet per 12-hr. Initial data were for 1500 GCT 9 May 1854,

In order to make clear t.he_ development of cyclone on
the lower levels, we divide (3:) into three parts
Ra@

Az dw 2 _LidwiN
(G0 = V7 Bt + F 9GP+ Do
where

J"-‘J" (4,2} = ” (% Z}]p—BBD mb *

2y (B _ [a2\B

g v Llp] - ({']t)n:o
Here (g—;"]B is the vertical gradient of « due to the ef-

fect of the lower boundary such as the topographical
distribution of the earth surface. This effect is given by
2 deN . .
[4.12]. The last term Eg "T-""(gtp-’) is the height change in
a case where there is no effect of topography. This term
is the contribution from «y mentioned in the foregoing
section. In figs. 1.5 and 16, the height changes due to

V-2Jgs0 (1, 2) and ‘J“"{aw) are shown respectively. A

glance at figs. 14, 15 and lﬁ shows that height change by
the effect of the advection of absolute vorticity is too
small compared with that of the divergence effect.
While the effect of boundary has the effect upon the
deformation of pattern near the place of the continent
or the island, it does not contribute to the development
of cyclone in this case. From these figures, we might be
permitted to say that the main effect for the intensifi-
cation of cyclone comes from the divergence term of
vorticity equation.

In order to check our results more exactly, we com-
pare the pattern we predicted with the earth's surface
map, because we have the consecutive surface maps for
every 3 hrs, The pressure P; on the earth surface is ob-
tained by using the following equation.

bz _ _ @ 5.4
Ap " [5.4]

where Ap = p; — 850

Nz = H — (2as
and p: and @ are the surface pressure and the mean
specific volume between p = p: and p = 850 mb respec-
tively, Suppose that the quantities of Az, Ap at time
t = t, are given by

FAYAES [ﬂz}l ty = H—l:z:lns.m

Ap = {Aph-r, = ps— 850, }

a = {d@k=1
After the time interval /\t, these quantities are given in

[5.5]

Fig. 16

Computed height change due to the effect of topography.
Unit 100 feet per 12-hr. Initial data were for 1500 GCT 9 May
. 1954,

the following form,

A= (b= — (57) A y

ap = (Bpk-o + (7)ot (5.6]
P IR I L1 A
i = (@h-r, (dr}‘ﬂ‘

where (gf)g is the pressure change with time on the

earth surface.

By replacing [5.5] and [5.6] into [5.4], we have two equa-
tions, corresponding to [54] att = tpand t = t + At
respectively. From these two egquations we have the
equation for the pressure change on the earth surface
{'dﬁ )
— (P} e (AP 02 _ g:___ A
op= (-‘3:.}0""[ " tﬁ:z}n(al)nsu @ Ja A PJ}
where the suffix zero denotes the value att = tp

[5.7]

dit

Here we use another equation for ar’ i. e,
1da . 1o (1 g |clf9'
ot ivTa g dp]” oan) @ B8
wherc{ “6) and « are the mean values uf( ! tH}am:i
& dp

vertical p-velocity between p = 850 mb and p = pe re-
spectively, Then we have

(106} -

1da _ & !
l"){]'p i

[5.9]
o dt

Thus the pressure change Ap on the earth surface is
given by

np e — DB A
FAY (Az)e (_Ht)sn at+

+{ At Aphe

Similarly the height change on the level p = 1000 mb
is easily calculated, i.e.,

[}9
H "p} At (Apa

: \_:‘r(}

[5.10]

/ i Lo
(3%)[000 - (:::_Zl)s'o - l Ih,g-n wdp 4= Vaso - V (Zsso—Zsooo) [5.11]
There is also another way to calculate (g—zl} by the
It 1000
following relation
oz g dw)
(5) 000 = 97 Jrown 0.2 + v ( = [5.12]



At and unit cross section is given (Smagorinsky
(7)) by

Po tet .’_\.:d d Pa fad At 2
* T B' -
—m=| | Epal={{ OF+vvet
o ta 0 fa

9e) g dp 6.5
og)dd (6.5]

where t5 is the time when the saturation occurs and pe
is the pressure on the lower boundary surface.

In this equation, we use the following relations
de*  De*dT  [oe* - Tae
9T A (?}T)p{ vVT—5 ap @)

de* _ [3e™ de*\ AT _ _ & (9e*) 9T
ap _(EJT (aT)p' ap p (aT)P'dp [6.6)
TBG_ d_T_ k _C_p—Cv e

0% ~dp p T (k o 0.23)

where the subscripts p and T denote the values on the
surface, p = const. and T = const., respectively.

Rearrangement of [6.5] using [6.6] gives the following
simple equation

P ts+ Ot 4
-— = : [ j
m j I\ Fde - [6.7]
where
1 . de”
Fip.T) = & (=" +- KT () (6.8]

From [6.7], we can see that the amount of precipita-
tion per unit time interval is proportional to @ and F.

Fig. 20

3=hr forecast of the amount of precipation. Computed and

observed amounts of precipitation are shown by dashed and

continuous lines respectively. Unit mm per 3-hr. Initlal data
were for 1500 GCT 8 May 1954,

calculation and observalion. The domain where the
condensation occurs during the time interval At = 3 h
is shown in fig. 21. The observed distribution of cloud
in fig. 21 denotes that at time after At = 3h from
the initial time. This calculated domain might be a
good measure whether there is cloud or not. In con-
nection with the distribution of (@ F) with respect to
p we can roughly estimate the domain where each
class (high, middle and lower) of cloud distributes.

In concluding this section, we would like to add so-
me comment concerning the equation [6.7]. This equa-
tion is derived from the assumption that the atmo-
spheric change is governed under the dry adiabatic

While w is given by the eguation of motion mentioned
before, F is only a function of temperature T or the
thickness h and pressure p. By putting At = 3 h, we
calculate the amount of precipitation, Here we must
calculate m along the stream line. However, we re-
place the correct integration by an approximated one,
i.e., the integration is carried out at the initial position.
The result is shown in fig. 20. The integration with
respect to p is divided conventionally as follows

T ,Ew T

1 1 1

wFdp = wFdp+ ! « Fdp
gpo S;‘w BPe

[6.9]

The contribution of the second term of the right-
hand side of [6.9] was small compared with the first in
our case. In this sense, this case corresponds to that of
dynamical precipitation. On the other hand, there is a
case where the second term predominates. In that
case, w is large due to the topographical effect and F is
also large because the temperature of the lower atmo-
sphere is warm and wet. The latter case corresponds
to that of orographic precipitation. In this case, we
must calculate w near the earth surface exactly. As
the example of the latter case, we can point out the
heavy precipitation which we experience during the
Baiu-season (June and July in Japan). The detailed
calculation will be presented in the future paper, in-
cluding the exact calculation of w near the complicated
topography with small mesh-size.

From fig. 20 we see that there is fairly good agree-
ment in the order of amount of precipitation between

Fig. 21

3-hr forecast of the region of precipitation. Computed region

of condensation at 1800 GCT § May 1954 is shown by dashed

lines. Observed distribution of the amount of cloud at 1800

GCT 8 May 1854 is shown at each observation station. Reglon

of precipitation at 1500 GCT 9 May 19854 is shown by conti-

nuous lines. Shadowed part is the rainy region at 1800 GCT
9 May 1954, Initial data were for 1500 GCT 9 May 1954,

change, Such a restriction is not correet in a strict
sense if we are concerned with the problem of preci-
pitation. In fact, as may be understood from the fol-
lowing discussion, [6.7] is explained as the equation
which the air parcel moves upward in a state of dry-
adiabatic change.

The function (w F) is written as follows

9et) L KT an)]

3p-'|'_r p laT [6.10]

—mF At=—uw [(

The physical meaning of this function is easily un-
derstood in Emagram, In fig. 22, the dry adiabatic line
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Fig. 17
g-hr baroclinic foreeast for surface pressure from May 8,
1500 GCT — May 10, 0300 GCT 1954. Computed and observed
pressure changes on the earth surface are shown by dashed
and continuous lines, Unit mb per 6-hr.

In this case, the estimation for [‘?}P[:]mou

portant problem. To avoid the error which comes from

the estimation for (c: ) K we use [5.11] for ng) .
P t/ 1000
By using the map at time 1200 GCT 9 May 193, as
the initial map, and the instantaneous height change
of the 850 mb surface at time 1500 GCT 9 May 18564,
we calculated the instantaneous pressure change on the
eanth surface with respect to time and the predicted
surface pressure at time 1800 GCT, 9 th which are
shown in figs. 17 and 18 respectively. The predicted
surface pressure is obtained by

'[P]:.,IU.;.;_\_{ = {\p]l—h1_&‘ + : (gf’)t—ln ) &t
where At = 3h.

becomes an im-

These two figures show that there are discrepancies
in the small domain near the centre of cyclone, This
fact might suggest that there is a non-geostrophic wind
near the centre. In order to estimate this non-geostro-
phic component, we calculate the divergence field y
from the equation

— Wi—1 i

Vi = (dp)p B 24p
where the suffex “i“ denotes the value on the level
P = Pi.

[5.13]

130 140 |50

S0

40

130 140 150

Computed velocity potential field for 850 mb. Undit 10 m > 100 km
per sec. Initial data were for 1500 GCT 9 May 1954,

130 140 150

Fig. 18

6-hr baroclinic forecast for surface pressure from May 9, 1500
GCT — May 10, 0300 GCT 1954. Computed and observed pres-
sure patterns on the earth surface are shown by dashed and

continuous lines. Lines are drawn for every 10 mbs.

In fig. 19, y-field on the level p = 850 mb is shown.
This y-field advects the absolute vorticity towards the
centre of cyclone which contributes to decrease the
height change near the centre of cyclone. While, if we
take into account the effect of non-linear eguation

and use V- (y al”) in [4.2] instead of V’"[fa' ), the height
change near the centre of cyclone mcreases compared

with the one we obtained. In this way, these two ef-
fects have the sense to cancel each othen,

iy

6. Numerical prediction of precipitation

With a check of the vertical p-velocity, we made the
numerical forecasting of precipitation. The principle
of the method to predict the precipitation was already
show by Smagorinsky (7 and the staff members
of Tokyo University (8).

If we write ¢*(t) and #(f) as the saturated and the
present specific humidity at time t = t respectively,
the time t; when the saturation is occured is given by

e (t+ At)—e B+ Aty) = [6.1]
where
ts =t + Ak
By expanding into Taylor series with respect to At
and assuming that A(ts) is small we have
e*(t) — elt)
(9 i (]f)

dt dt/e—t
On the other hand, this equation is simplified as fol-
lows

— Aty = [52]

de* _ de” T _ ae” (— __Tae W),
ot dT ot & op (6.3]
de de :

at =—‘U-Vr—m‘.p

where T is the temperature a.mc]a—‘r .\ /T4 o;.g':;;e 0

Replacement of [6.3] into [6.2] becomes¥)

At ‘o
s =— - " 6.4
L L (64

After the time interval Ats, the condensation occurs
and the amount of precipitation per unit time interwval

*) The authors are indebted to Mr. Miyakoda who kind-
ly suggested us to use this equation.
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Fig. 22

Emagram, Dry adiabatle line is shown by AB.

is denoted by AB and the iso-lines of saturated spe-
cific humidity are given by &, & 1,8 s..... In this fi-
gure we consider the air parcel at the place A, the
coordinate being (pg, To). Since l—‘g is the dry adiabatic

lapse rate of temperature with respect to p, we have

kT AT
= 6.11
b Ap [6.11]
where
AT* = Ty — T*
Here the unit pressure Ap is chosen such as
|wAt| = [6.12]
By using [6.11] and [6.12], we have
. kT (s * *
e A (ET] - — (6.13]

Along the constant line of T = Ty, we obtain the follo-
wing relation,

— lw' A %_‘ = F — &
(0] ﬂt(ap }T . " 6.1

In this way, the function (—wF/At) is written from
[6.13] and [6.14] as follows,

-

— w FAL - 5'1 —d =—Ar [6.15]

u
This relation shows that the amount of condensation
per unit time interval calculated by [6.7) is equivalent
with that obtained by making ascend the air parcel
dry-adiabatically from the initial place A to B.

In a state of precipitation, we must use the eguation
of conservation of equivalent-potential temperature 0,
in stead of potential temperature &. In this case, the
equation of atmospheric change becomes

d
8 = ('I
dr °
Le d,
=0
+ ep Te dt
where ¢, L; and T; are the specific heat of dry air at
constant pressure, the latent heat of condensation and
the temperature of condensation level.

d
g n @ [6.16)

If we define the vertical p-velocity in a state of sa-
turation as w* [6.16] becomes
{d

+v-T)In B+ u'd InB—cm* =0 (6.17)

where
_ Le de* _ .
¢ CpTl: al'ld dl - m
Since the wvertical p-velocity @ in a state of dry-
adiabatic change is given by
by V)6 +wl
i[ (ip

Inf#=o [6.18]

[6.17] is rewritten as follows
(* — w) §. In6 = cm* [6.19]

On the other hand, m“ is expressed after some cal-
culation by

—m* = w* F* [6.20]
where
1 de* T 96 de*
— - ( —5 5 ETT) [6.21]

(1+eT3)
In the case of dry adiabatic change, [6.21] is rewritten in

the same form as [6.8]. Thus, the elimination of m*
from [6.19] and [6.20] gives the equation for w*)

w* = yw [6.22]
where
196
[C0]
7= ‘dg‘ l'+CTd;I']
@ dp

‘In general, y is larger than 1 and therefore w® is larger
than w. On the other hand F* is smaller than F be-
cause F* denobtes the change in a state of wet adiaba-
tic change simdlarly as shown that F corresponds to
dry adiabatic change. Therefore wF and w*F* have the
sense to approach each other,
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A Dynamical Model for Large-Scale Tropospheric and Stratospheric Motions

W. Lawrence Gates

Summary

A physical model of the atmosphere is postulated in
which both the troposphere and stratosphere is charac-
terized by a uniform thermal wind and a constant static
stability, separated by a tropopause across which these
quantities are discontinuous. Assuming the tropopause
to be quasi-isobaric, a simplified model for the mean
velocity, temperature and vertical motion fields of both
the troposphere and stratosphere is constructed. This
model also determines the velocity near the earth's sur-
face and both the horizontal and vertical motion at the
tropopause, The model may be regarded alternatively
as a four-parameter or four-level model (sea level, mid-
troposphere, tropopause or jet-stream level, and lower
stratosphere), but it is felt to avoid the primary disad-
vantages of the exclusive use of either the parametized
or layered formulation, Analysis of the special case of
an equivalent-barotropic stratosphere indicates the
existence of systematic tropopause variations, with the
vertical motion at this level generally in phase with
that of the mid-troposphere, and with a system of op-
posing vertical motion higher in the stratosphere, These
features are in general agreement with the results of
observational and synoptic research. The analysis of the
stability of tropospheric perturbations in a baroclinic
zonal current shows a stabilizing influence of the stra-
tosphere on the initial amplification of the disturbances.
The minimum vertical shears required for instability
with a basic jet current of 40 m sec-1 are more than

twice those required without a stratosphere, and are -

shown to lie between the mean summer and winter
shears in the zone of maximum westerlies. The overall
energy budget of the atmosphere may be studied with
the present model, and is shown to include a systematic
transfer of kinetic and potential energy between the
troposphere and stratosphere, although the details of
the tropopause must await further calculations,

Zusammenfassung
Es wird ein atmosphirisches Modell entwickelt, in
welchem Troposphire und Stratosphire jeweils durch
gleichférmigen thermischen Wind und konstante hydro-

statische Stabilitit gekennzeichnet und durch eine Tro-
popause voneinander getrennt sind, an der diese Gri-
Ben einen Sprung erleiden. Unter der Annahme, da die
Tropopause quasi-isobar ist, wird ein vereinfachtes Mo-
dell konstruiert, welches die Felder der mittleren Wind-
geschwindigkeit, Temperatur und Vertikalbewegung in
Tropopause und Stratosphire enthilt. In diesemn Mo-
dell werden auch die Horizontalbewegung an der Erd-
oberfliche und die Horizontal- und Vertikalbewegung
an der Tropopause bestimmt, Das Modell kann entwe-
der als Vier-Parameter- oder Vier-Schichtenmodell
{Boden, mittlere Troposphiire, Tropopause und untere
Stratosphire) aufgefaBt werden, aber es scheint die
Hauptnachteile zu vermeiden, die darin liegen, aus-
schlieBlich entweder die Parameter- oder die Schich-
tenformulierung zu benutzen. Die analytische Behan-
lung des Spezialfalles mit einer &quivalent-barotropen
Stratosphiire weist auf das Bestehen systematischer
Tropopausenschwankungen mit Vertikalbewegungen in
diesem Niveau hin, die im allgemeinen mit denen der
mittleren Troposphiire in Phase sind, und auf ein Sy-
stem gegenliufiger Vertikalbewegung in der Strato-
sphére. Dieser Befund stimmt in seinen Grumdziigen
mit der Beobachtung iiberein. Die Untersuchung der
Stabilitit troposphiinischer Stérungen in einem zonalen
baroklinen Grundstrom zeigt einen stabilisierenden
Einflu} der Stratosphiire auf die Entwicklung von Sto-
rungen, Die Mindest-Vertikalscherung des =zonalen
Grundstromes, die fiir die Instabilitiit der Stérungen in
einem Strahlstrom von 40 m/Sek. notwendig ist, ist
mehr als doppelt so grofl, als wenn keine Stratosphire
beriicksichtigt wird, und liegt zwischen den beobachte-
ten Betrigen der Vertikalscherung in Sommer und
Winter in der Zone maximaler Westwinde. Die Gesami-
energiebilanz der Atmosphire kann an diesem Modell
studiert wenden und beweist, dafi ein systematischer
Transfer von kinetischer und potentieller Energie zwi-
schen Troposhire und Stratosphiire besteht, obwohl die
Rolle der Tropopause im einzelnen noch weiterer Un-
tersuchung bedarf,
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Results of Numerical Forecasting with the Barotropic and Thermotropic Atmospheric Models

by

W. Lawrence Gates

Abstract

Following a resume of the theory of thermotropic
flow, a simple baroclinic model in which the direction
of the thermal wind is assumed invariant with height,
a discussion of the methods employed for the numeri-
cal integration of this model and the barotropic model
is presented.

On a finite-difference grid of 414 points covering the
United States and immediately surrounding regions, a
series of sixty comparative 24-hour forecasts during
January, 1953, at the 500 and 1000 mb levels was ob-
tained by relaxation methods, The median correlation
coefficients between the forecast and observed 24-hour
height changes were 0.80 for both thermotropic and ba-
rotropic models at 500 mb and 0.69 for the thermotropic
model at 1000 mb. In comparison with a method of pure
interpolation, the numerical forecasts are shown to
display a positive “skill® toward the center of the fore-
cast region where the influence of the lateral bounda-
ries is smallest. By normalizing the root-mean-square
forecast errors to allow for the normal latitudinal va-
riation, the Rocky Mountains are found to exert a mar-
ked influence on the forecasts at both 500 and 1000 mbs
over the south central United States,

From a synoptic point of view, the numerical fore-
casts are found to compare favorably with conventional
forecasts for the same period, although they appear to
introduce a small but sysbematic tendency to move
fully developed disturbances too slowly. This error is
felt to stem from the truncation errors of the finite-dif-
ference schemes employed.

Recommendations for further research to reduce the
several sources of error and to extend the physical ba~
sis of the model are made.

Zusammenfassung,

Nach einer zusammenfassenden Darstellung der Theo-
rie thermotroper Strémungen, d. h. eines einfachen ba-
roklinen Modells mit von der Héhe unabhéngiger Rich-
tung des thermischen Windes, werden die Methoden zur
numerischen Integration diskutiert, die bei diesem und
dem barotropen Modell verwendet wurden,

Unter Benutzung eines Gitternetzes von 414 Gitber-
punkten, welches die Vereinigten Staaten und deren
unmittelbare Umgebung bedeckt, wurde eine Reihe von
60 vergleichenden 24-stlindigen Vorhersagen des Mo-
nats Januar 1953 fir das 500 und 1000 mb-Niveau durch
Relaxationsmethoden gewonnen. Die mittleren Korrela-
tionskoeffizienten zwischen vorhergesagter und beo-
bachteter 24-stiindiger Geopotentialtendenz betrugen
fiir das thermotrope und barotrope Modell 0.8 im 500
mb-Niveau und flir das thermotrope Modell (.69 im
1000 mb-Niveau. Im Vergleich zu Methoden reiner In-
terpolation zeigen die numerischen Vorhersagen im
Zentrum des Vorhersagegebietes, wo der Einflufl seit-
licher Randbedingungen am geringsten ist, eine Ver-
besserung. Durch Normierung des Vorhersagefehlers,
um die normale Breitenabhiingigkeit sichtbar zu ma-
chen, ergibt sich ein deutlicher Einflul der Rocky-
Mountains auf die Vorhersage im 500 und 1000 mb-
Niveau tiber dem siidlichen Zentralgebiet der Vereinig-
ten Staaten.

Vom synoptischen Standpunkt sind die numerischen
Vorhersagen gut mit den konventionellen Vorhersagen
der gleichen Periode vengleichbar, obwohl sie dahin zu
tendieren scheinen, die Bewegung wvoll ausgebildeter
Storungen zu langsam ausfallen zu lassen, Dieser Feh-
ler scheint den Verfahrensfehlern des verwendeten Dif-
ferenzenschemas zu entstammen,

Es wird empfohlen, weitere Forschung zu betreiben,
um die zahlreichen Fehlerquellen zu reduzieren und die
physikalischen Grundilagen der Modelle auszubauen.
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Theorie zur Errechnung des Wasserstandes und der Stromungen in Randmeeren nebst

Anwendungen )
Vvon

Walter Hansen

Zusammenfassung

In Rand- und Nebenmeeren treten ozeanographische
Probleme auf, die in enger Beziehung zu Problemen der
numerischen Wettervorhersage stehen. Es handelt sich
um die gquantitative Ermittlung der windbedingten
Wasserstandsinderungen und Stromungen, Die Grund-
lage fiir die Untersuchungen stellen die hydrodynami-
schen Gleichungen dar, die Bewegungsvorginge werden
durch die vorzugebenden tangentialen Windschubkrifte
an der Meeresoberfliche eindeutig bestimmt und nach
Transformation der hydrodynamischen Differentialglei-
chungen in ein System von Differenzengleichungen nu-
mernisch ermittelt. Zur Priifung der Theorie wurden
Sturmfluten in der Nordsee nachgerechnet. Die umfang-
reichen numerischen Rechnungen wurden auf der
BESK, dem Stockholmer Rechenautomaten, gerechnet.
Die Ergebnisse, insbesondere die Nachrechnung des
Holland-Orkans, haben eine fiir praktische Zwecke
brauchbare Ubereinstimmung mit den Beobachtungen
geliefert. ’

-';T#lrd im Tellus verﬁﬁemlm:it.
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Some Results of Numerical Weather Prediction with a Lagrangian Method

by

Odd Haug
(with 1 figure in the text)

Abstract

The Lagrangian method described here is theoretical-
ly treated by Fjortoft in an article in Tellus vol. T,
nr, 4. The practical application of the method in the
barotropic case will be discussed here.

The barotropic vorticity equation may be written
;’-t (4 = = (N - v (Ty 1)
where, according to definition
v = kTN, N = u; Ty
20

and € is a zonal velocity of magnit‘udea Rcoa ®. The
M

vorticity equation in this form tells that absolute vorti-
city is conserved in the smoothed velocity field v(¥)— €

In order to displace the vorticity in the smoothed
field, Fj6rtofts trajectory rule is applied, by means
of which it has proved successful to use time steps up to
48 hrs.

The displacement fields will be
Vo = viN) — yININ=p) L ¢,
Yy = v[NHN"p] _Ei

whefe €, and €: are zonal velocities representing pure
rofational fields around the earths axes,

The procedure of carrying out the forecast in practice
is the following:

In a hexagonal grid with d = 600 km, the x- and y-
components of the wind are read off directly from the
map., The grid consists of a set of circles, one at every
gridpoint, the diameter of the circles being such that by
reading off the height difference across the circle in the
unit of 4 meters, one obtains the wind component in the
unit of mm per 6 hrs on the sphere corresponding to the
scale of the map.

The next step is to compute the x- and y-components
of v(N), We have

2
ulNl = y —’—;N TR u—|—;N 45: (i — u)

and, by selecting ax = .,

_m*—1

atNl = m? |ii — ul

Thus, N} may be computed from the walues of u at the
gridpoints by means of conversion tables.
The components of vINHN—P} may now be computed in
the same way from the components of v(N), now using
the grid size |/3 «.

Now, having constructed a grid constisting of scales
at every gridpoint, the spacing of the lines in the scales

\

being m millimeters, one may for each of the two fields
vg and vs mark off the 6 hrs forwards and backwards
displacements, so as to obtain a twelve hrs centred
displacemerst of the grid. The trajectories may then be
found as shown in fig, 1.

Fig. 1
The first 12 hrs diplacement is found by moving the particle
from is position in the dotted grid to the corresponding posi-
tion in the fully drawn grid. The next 12 hrs displacement is
found in the same way by moving the particle from its new
position in the dotted grid to the corresponding position in the
fully drawn grid — and so on.

In order to get the vorticity tendencies in a regular
grid, the trajectories are computed backwards from the
gridpoints, by displacing first in the field v;, and from
the resulting position adding the corresponding dis-
placement in the field vea.

The absolute vorticity is in the polar stereographic
projection computed in the form

1 -

sin ¢ {1 - sin ¢)* 2

o0 d
(1 4 sin 50)%g
by means of conversion tables, and from the vorticity
tendencies one obfains /\(z—z) from another set of con-
version tables, after which the integration of the Pois-
son equation can take place,

This method has some advantages compared fo the pure
graphical method, namely

—z) + sin @

by using space-smoothing on the sphere, one obtains
the same degree of smoothing at all latitudes.

The absolute vorticity is computed in its correct finite
difference form.

Most of the work may be done by assistants, and seve-
ral persons may work at the same time, which makes it
possible to complete a forecast with this method at least
as fast as with the graphical method.

At the present moment there are only a few preli-
minary results with this method, namely 4 48 hrs fore-
casts for the 500 mb. surface using one 48 hrs timestep.
The forecasts are based on the objective amalysis car-
ried out in Stockholm by means of the computer BESE.
The correlation coeificients for the tendencies over an



— 38/52 —

area covering a great part of the North Atlantic, South-
ern Greenland and Western Europe are given below to-
gether with the results of the corresponding BESK-
forecasts, and furthermore the correlation coefficients
befween the two sets of forecasts.

Lagr. method BESK Comparison

5.12.55 4 M S5
28, 1.56 a7 .35 A5
30. 1.56 36 45 .32
9. 3.56 00 J1 .6

The numbenrs indicate that the forecasts with the two
methods are about equally good, however the errors are
to a certain degree different. This is also confirmed by
previous results with a slightly different procedure
(Tellus vol 8, nr 1), The investigation of the method will
continue, and further results will be published later.

Zusammenfassung

Die hier beschriebene Lagrangesche Methode wunde
theoretisch von Fjértoft in einem Artikel in Tellus,
Bd. 7, Nr. 4, behandelt. Die praktische Anwendung der
Methode im barotropen Falle wird hier ertrtert werden.

Die barotrope Vorticity-Gleichung kann folgender-
maBengeschrieben wenden:

2 (T4 = — v —
worin definitionsgemil
viNI = Kk 3¢ 7wiN)

7 (7 1),

PN = p+ 1 Ty
an

2802

und € eine Zonalgeschwindigkeit des Betrages ——; cos @

ish. Die Vorticity-Gleichung in dieser Form sagt aus,
daB absolute Vorticity in dem geglitteten Geschwindig-
keitsfeld v(N) — € erhalten bleibt.

Um die Vorticity in dem gegliitteten Feld zu verset-
zen, wird Fjortofts Trmjektorienregel angewandt,
mit deren Hilfe es sich als erfolgreich erwiesen hat,
Zeitschritte bis zu 48 Stunden zu verwenden.

Die Verlagerungsfelder sind
Vg = viNl — wN)N-p) - €,
vy = wiN{N=p) — €,
worin €, und €; Zonalgeschwindigkeiten sind, die rei-

nen Rotationsfeldern um die Erdachse entsprechen. Der
praktische Vorhersageprozell besteht in folgendem:

In einem hexogonalen Gitter mit d = 600 km, werden
die x- und y-Komponenten direkt aus der Karte abge-
lesen, Das Gitter besteht aus einem Satz von Kreisen
— an jedem Gitterpunkt einer — mit Durchmessern
derart, dafi man bei Ablesen der Hohendifferenzen quer
durch den Kreis in der Einheit von 4 m, die Windkom-
ponente in der Einheit mm pro 6 Sbtd. auf der Kugel er-
hilt, die zum Malstab der Karte gehort.

Der nichste Schritt besteht in der Berechnung der x-
und y-Komponenten von v(N), Es ist

14m_
(a

ulNl = u—l— ‘G'I.lv—asu—|— am

und bei Wahl von ay = ;2

m* — 1

ulN) = m? [0l — o

ul

Daher kann u®) aus den u-Werten an den Gitber-
punicten mit Hilfe von Umrechnungstabellen berechnet
werden. Die Komponenten von v(N)(N—F) kinnen in der-
selben Weise aus den Komponenten von v(N) bepechmet
werden, in dem die Maschenweite |/3 « benutzt wird.

Nun, nachdem ein Gitter konstruiert wonden ist, wel-
ches an jedem Gitterpunkt aus Skalen besbeht, deren
Linienabstand Millimeter betr#gt, kann man fiir jedes
der beiden Felder va und vy die 6-stiindigen Vor- und
Riickwirtsverlagerungen markieren, um eine 12-stiindi-
ge zentrale Verlagerung des Gitternetzes zu erhalten.
Die Trajektorien kéinnen dann, wie in Fig. 1 angegeben,
gefunden werden.

Um die Vorticity-Tendenzen in einem reguliren Git-
ter zu erhalten, werden die Trajektorien riidowirts von
den Gitterpunkten berechnet, indem zuerst im Feld v.
verlagert wird. Zur resultierenden Position addiert man
die entsprechende Verlagerung im Feld ve. )

Die absolute Vorticity wird in der polaren stereogra-
phischen Projektion mach der Formel

Y E -+ 2 d?

sin @ (1 + sin ¢)* " {1+ sin 50")%g
mit Hilfe von Umrechnungstabellen bestimmt. Aus den
Vorticity-Tendenzen erhilt man /\ (Z—z) aus einem
anderen Satz von Umrechnungstabellen, worauf die In-
tegration der Poissonschren Gleichung statifinden kann.
Diese Methode hat einige Vorteile im Vergleich zur rein
graphischen Methode, nimlich; durch riumliche Glat-
tung auf der Kugel erhilt man denselben Glittungsgrad
in allen Breiten.

sin g

Die absolute Vorticity wird in ihrer korrekten Diffe-
renzenform berechnet, Der grofite Teil der Arbeit kann
von Hilfskriften bewiiltigt werden. Mehrere Personen
kinnen gleichzeitig arbeiten, wodurch es méglich ist,
die Vorhersage mit dieser Methode mindestens so
schnell auszufithren wie mit der graphischen Methode.

Gegenwirtig stehen nur einige wenige vorliufige Er-
gebnisse mit dieser Methode zur Verfiigung, nimlich
vier 48-Stunden-Vorhersagen der 500-mb-Fliche unter
Benutzung eines 48-stiindigen Zeitschritts. Die Vorher-
sagen basieren auf der objektiven Analyse,die in Stock-
holm mit der BESK-Rechenmaschine ausgefiihrt wer-
den. Die Korrelationskoeffizienten fiir die Tendenzen
eines Gebietes, welches einen groBen Teil des Nord-
atlantiks, Stidgrénlands und Westeuropas umfaft, wer-
den unten angegeben, zusammen mit den Ergebnissen
der entsprechenden BESK-Vorhersagen, und auBerdem
der Korrelationskoeffizient zwischen beiden Vorher-

sagereihen.

Lagr.-Methode BESK Vergleich
5. 12. 55 T4 STl 5
23. 1.56 37 35 45
30. 1.56 36 A5 32
9 1.56 00 11 6

Die Zahlen zeigen, daf die Vorhersagen mit den bei-
den Methoden ungefihr gleich gut sind. Jedoch sind die
Fehler bis zu einem gewissen Grade unterschiedlich.
Dies wird auch durch frithere Ergebmisse mit einer et-
was anderen Methode (Tellus Bd. 8, Nr, 1) bestitigt. Die
Untersuchung mit der Methode wird fortgesetzt und
weitere Ergebnisse werden spiter verdffentlicht wer-
den.
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DK 551.509.313 : 551.500.5

Numerical Forecosting at the Swedish Military Meteorological Office in 1954—1956

by

OscarHerrlin

{(with 3 figures in the text)

Zusammenfassung

Der Wetterdienst der Schwedischen Luftwaffe hat in
zwei Perioden 1. Dezember 1954 — 31. Mai 1956 und
1. November 1955 — 1. Mai 1956 routinem#fiig baro-
trope Vorhersagen fiir 24, 48 und 72 Stunden mit dem
Stockholmer Rechenautomaten BESK erstellt. In der
ersten Periode wurden subjektive Analysen des 0300-
Z-Termines verwendet, aus denen an den einzelnen
Gitterpunkten die Hohenwerte herausgelesen und als
Anfangsfeld in die Maschinee eingegeben wurden; in
der zweiten Periode basierten die Vorhersagen auf
einer numerischen Analyse der 1500-Z-Beobachtungen.

Es werden fiir beide Perioden Ablauf und Zeitbedarf
fiir eine Prognosenrechnung angegeben sowie die Re-
sultate gepriift und mit denjenigen der bisherigen sy-
noptischen Methoden verglichen. Als Vorteile der nu-
merischen Methode werden genannt: Objektivierung
der Prognose, frilheres Erfassen wvon groBrdumigen
Umstellungen, leichteres Vorhersagen der Zyklonen-
bahnen und leichteres Erkennen der mdoglichen baro-
klinen Entwicklungen, Personal- und Zeiteinsparung.

Introduction

In 1954 the theoretical researches on, and the preli-
minary tests of numerical forecast methods conducted
at the International Meteorological Institute in Stock-
holm had reached such a state of development that it
seemed desirable to organize full-scale routine tests on
operational basis. This numenical method is based on
the barotropic model of the atmosphere and permits a
presentation of 500 mb forecasis for up to 72 hours. The
prospect of presentation of weather charts walid such
a long time in advance was naturally most encourag-
ing to the meteorologists in their practical work, but
was the quality of these charts as good as that of the
charts obtained by means of conventional methods? In
order to be able to answer this question, and, also with
the view to familiarizing the personnel with this com-
pletely new method of forecast, the Meteorological Of-
fice of the Royal Swdesh Air Force decided to try the
numeriecal met.hodldu;ring a test period.

Test period I

The test period began on Dec. 1st 1954 and lasted
with short intervals until the end of May, 1955, The
daily routine during these tests was mainly as follows:
Each day a subjective analysis of the basic chart was
made, the chart being of the circum-polar 500 mb 03Z
type. This analysis was as a rule completet some time
between 12 Z and 13 Z, or when the last observation
to be plotted on the chart had arrived.

Next the altitude data at the grid points were read
and punched. When certain checks of the altitude data
readings had been made the actual computations

started, for which the electronic computer BESK was
used. This computation which began at 14 Z generally
lastet for 65—70 minutes. The computed altitude values
were plotted and analyzed on a chart form which in-
cluded a considerably smaller area than the basic
chart. The transmission in code of the charts took place
between 17 Z and 18 Z.

A number of 3—4 professional meteorologists and
3—4 assistents were daily employed with this numeri-
cal work.

Verifications

1. During the entire test period a verification was
made continuously both of the numerical charts and of
the conventional charts. For all the forecasts the cor-
relation coefficient between the computed and the ob-
served changes in altitude were computed. The area
which was verified appears from figure 1.
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Fig. 1

The small rectangle indicates the area over which the
verification of the forecasts was made.

2. The correlation coefficient is not an in every re-
spects satisfactory method of werification, however.
There have occured some cases where forecasts with
a very low correlation coefficient have been considered
as very good. “Good“ is here defined as a very good
agreement of the flow pattern of forecast chart with
that of the verification chart. In addition to the corre-
lation coefficients another method of verification was
therefore introduced: a subjective assessment of the
charts, The conventional and the numerical forecasts
where compared with each other and at the same time
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with the verification chart. As no 72 hours forecasts
were made according to the conventional method, the
numerical 72 hours forecasts were compared with the
conventional 48 hours forecasts that were issued 24
hours later. The assessment was made by a jury of 5
members, representing 4 different meteorological ser-
vices from 3 different countries. The scale of the esti-
mates included the figures .1—5 where 1 = very bad,
3 = average and 5 = very good agreement, The area
of verification was the same as in the case of the cor-
relation calculation.

A summary of the results (the average data) for
both methods of verification is given in figure 2.
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Fig. 2a

Graphical representation of the varlatlon of the correlation
coefficients., Test period I.
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Fig. 2b

Graphical representation of the variation of the subjective
scores. Test period I.

It appears from these results that the numerical fore-
casts were at least as good as the conventional ones.
As the numerical method is more objective and supe-
rior to the conventional method on that point, it was
decided that the RSAF Meteorological Service should
continue to produce numerical forecast, beginning from
the autumn of 1955,

Test Period-II

During this test period which began towards the end
of October, 1955, and ended in the beginning of May
1956, some changes were made in the numerical fore-
casting procedure. The perhaps most important change
was the introduction of an objective (numerical) ana-
lysis of the 500 mb chart according to a method deve-
loped by D66s and Bergthorsson. As a result of
this change subjective analysis needed only be made,
when interruptions in the forecasting occured that is
a rule each Monday as there was an interval every
weekend caused by shortage of forecasters. The period
14. 11 — 15. 12 1955 forms an exception to this rule, as
no intervals were made and no subjective analysis at
all either were made during this 32 days,

The introduction of an objective analysis made it
possible to save both time and labour. The personnel
occupied with numerical forecast during these period
was without any difficulties reduced to 1 meteorologist
and 2—3 assistants per day.

Another alteration compared with the procedur dur-
ing the first test period was that the forecast now were
based on the 15 Z material and the work made in the
course of the night. In this way on being transmitted
to the wings in the morning all the forecast charts
offered the most current data available at that time.

Further a number of ameliorations had been intro-
duced in the forecast code, among these a “smoothing
procedure*.

During the second period much work was concen-
trated on utilizing the numerical forecast charts in the
production of general weather forecasts. Thus each day
(in the morning) a so=called comment was issued on
the forecast charts, as an attempt to interpret or
“translate” the forecast charts into terms of weather.
The comment stated among other things what type of
weather was to be expected for the next 72—98 hours
(3—4 days), when front systems could be expected to
pass and so on; the forecast charts offered too a com-
paratively easy way of identifying the “polarfront-jet
system, In this way the future position of the main
front zone was determined.

Routine schedule

The daily routine during the second test period is of
the following character: When the 15 Z observations
began to arrive, two assistants started collecting and
punching altitude and wind data for the 500 mb sur-
face. In this way the station tape required for the ob-
jective analysis was prepared. The meteorologist who
was in charge of the night forecasting work arrived at
20 Z and started checking the survey of the observation
data, For sea areas with far distances between the ra-
diosond posts (such as the Pacific) he made an extra-
polation of available “surface observition data® into
the 500 mb surface, so that subjectively made observa-
tions could be added to the station tape.

When most of the 15 Z observations had arrived, the
work was transferred to the computer BESK, and late
received observations were transferred there via telex
from the Air Force teleprinter office. Certain checks of
the data arrangements were made and the analysis
computation was started at 00Z, at which time 275—300
observations hat generally arfived. The analysis com-
putation being usually completed in 35—40 minutes,
the forecasting computation was immediately started.
This operation was as a rule completed at about 0230Z.
The analysis and the forecasts were plotted and ana-
lyzed, the forecast were then coded and transmitted.
The forecast charts were then subjected to minute stu-
dy by the meteorologist, the fronts were outlined and
finally the above-mentioned comment was written.
This work was usually finished at about 05Z.

Verification and Resulis

The correlation coefficients have been computed for
all the numerical forecasts produced during the period
14, 11 — 22, 12, These coefficients are generally higher
than those obtained during the first test period, as will
appear from their average values in figure 3.
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Fig. 3

Graphical representation of the wvariation of the correlation
coefficients. Test period II.

For the last 10 years, or so, the progress made in the
technique of 1—2 days forecasts has been very small.
The development appears to have become almost sta-
gnant. I believe we have literally squeezed the conven-
tional technique dry. In any case no improvement
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worth mentioning has been noticeable as far as the re-
liability of the forecasts is concerned. Under those cir-
cumstances it is not very encouraging to be the spo-
" kesman for meteorology within the armed forces of a
country. The only congolation for a small country is
that neither personnel nor money could have changed
the situation to any considerable extent, as indicated
by the experience of the larger countries.

When therefore Prof. Rossby told me that he was
convinced that a practicable program for numerical
forecasts of the 500 mb surface now was available, we
within the Swedish Military Mebeorological Service
were eager to develop and test this system in our ge-
neral routine. As has been shown, our experiences
have been most favorable and I feel convinced that
this is only the modest beginning of a mew era within
the forecasting technique, altogether comparable with
the era created by the Norwegian school in the nine-
teen twenties.

Our greatest gains as yet have been:

1. The results are objective, which means that we
have drastically reduced our previous dependence on

long experience in forecasting work. A newly gradu-
ated scientist (forecaster) can be employed directly
with the production of progcharts. We now intend to
investigate whether # might not be possible to carry out
a large amount of this work with assistants instead of
with professional meteorologists, of which latter there
is a great shortage in Sweden at present.

2. On a large number of occcasions we have obtained
forecasts of a change to a quite new fype of weather
at an earlier date than would generally have been pos-
sible with conventional methods and these forecasts of
change of type have often been of high accuracy.

3. Forecast of persistence in a weather situation have
also been more reliable.

4. It has been easier to predict the routes of distur-
bances and hence to focus the attention on the pro-
bable spots for the possible flare-up of sudden baro-
clinic developments,

5. Time and personnel have been saved.
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DK 5561.511.3 : 551.500.318

Uber die Einbeziehung divergenter Windkomponenten in Vorhersagemodelle

Von:

KarlHinkelmann
(mit 1 Abbildung im Text)

Zusammenfassung

An Hand eines einfachen Beispiels wird untersucht,
inwieweit sich die Resultate modifizieren, wenn an
Stelle der quasi-geostrophischen Modelle erweiterte
Gleichungen benutzt werden, die auch Transporte durch
nichtgeostrophische Winde beriicksichtigen. Zu diesem
Zwedke wird der geostrophische Windansatz durch Hin-
zufiigen eines aus einem Geschwindigkeitspotential ab-
leitbaren Vektors erweitert.

Die Erweiterung bewirkt, dal die Hauptméngel der
geostrophischen Modelle vermieden werden, dafl ande-
rerseits aber besonders in Gebieten nahezu verschwin-
dender absoluter Vorticity die Resultate nicht mehr als
realistisch betrachtet werden kinnen.

Einleitung

Bekanntlich enthalten die sogenannten quasigeostro-
phischen Modelle gewisse Inkonsistenzen und Unzu-
linglichkeiten, die wesentlich daraus resultieren, dal
der Windvektor in unterschiedlicher Weise angenihert
wird, je nachdem in welcher Verbindung und in wel-
cher Form er in den Differentialgleichungen auftritt.
Insbesondere wird in den quasigeostrophischen Glei-
chungen der Wind stets geostrophisch approximiert,
wenn er in Transporttermen auftritt, d. h. ageostro-
phische Horizontaltransporte bleiben unberiicksichtigt.

Die quasigeostrophischen Gleichungen gestatten des-
halb z. B. nicht, den Prozel der Okklusion zu erfassen,
der wesentlich auf nichtgeostrophischen Temperatur-
advektionen beruht. Auch die namentlich bei Entwick-
lungsvorgingen stattfindenden Energieumsetzungen
werden durch die quasigeostrophischen Modelle noch
nicht einmal qualitativ richtig beschrieben. Zwar erfas-
sen diese annihernd genau die Anderungen der kine-
tischen Energie, nicht aber die damit verbundenen
dquivalenten Anderungen der potentiellen oder inme-
ren Energie, vgl. Hollmamnn (1).

Im folgenden soll an Hand eines einfachen analytisch
behandelten Beispiels die Frage diskutiert werden, in-
wieweit durch eine naheliegende Erweiterung des
Windansatzes die Méngel der gquasigeostrophischen Ap-
proximation beseitigt werden kinnen, ohne dafl neue
grundsiifzliche Defekte durch den gewiihlten speziellen
Windansatz in die Modellgleichungen hineingetragen
werden.

1. Modell-Differentialgleichungen
Wir setzen voraus, daB die hydrostastische Gleichung

AP _ _% erfilllt ist und benutzen grundsitzlich ein

op
kartesisches Koordinatensystem x (— Osten), y (— Nor-
den), p (= vertikale Koordinate).

Nach dem Vorschlag von Charney (2) und Tomp-
son (3) werde an Stelle der geostrophischen Approxi-
mation

B = '[ tx 7o
kiinftig die sogenannte Balance-Gleichung verwendet.
Diese entsteht dadurch, daB man auf die Bewegungs-
gleichung den Divergenzoperator anwendet und an-
schliefend alle die Winddivergenz V/+% explicit ent-
haltenden Terme vernachlissigt. Diese Verstiimmelung
der Divergenzgleichung wirkt in dhnlicher Weise wie
die Benutzung der geostrophischen Approximation in
den quasigeostrophischen Modellen als Filter fiir Lirm-
vorginge in Form von Schall- bzw. Gravitationswellen.

Es mogen den spiiteren Rechnungen demnach folgen-
de Differentialgleichungen und Randbedingungen zu-
grunde gelegt werden:

Vorticitygleichungen in der Form
11 %—i—v-{q‘m=0.

Hierin ist der aus dem Term w%f der Bewegungsglei-
chung resultierende, die kiinftigen Rechnungen unnotig
verkomplizierende Ausdruck t -5 X (maa—?) vernachlis-
sigt worden.

Balance-Gleichung in der Form

[2a] 27 (wv) — V- (£ X D) = V.

Im Falle der spiter gemachten Annahme eines kon-
stanten Coriolis-Parameters £ = const vereinfacht sich
diese Gleichung in

[2b] 27 (uwv) + 1L = V)

Kontinuititsgleichung:

du , dv |, dw
[3a] % + Iy + 3 0.
Randbedingungen:
[4] wp=0 =0 und w(p=p) =70

Mit den Randbedingungen [4] schreibt sich die Konti-
nuititsgleichung auch in der Form

4 4 .
o=—|(G+5)e=— Gty
Po

Q

[3b]

*) Wird hierin noch der Term 2 J (u,v) vernachlissigt oder
verschwindet dieser wegen speziell gewihiter Bedingungen,
s0 ist { = { V', d. h. dle relative Vorticity [ ist mit der
geostrophischen relativen Vortieity identlisch.

In diesem Falle ist der Bedingung [ - —1{ V' der erwelter-
te Windansatz
B==Etx —}-vdﬁ+ Vg = Bg-+ Ve, t = const,

4quivalent, wobel der Windantell V¢ aus der Kontinuitits-
gleichung zu bestimmen ist.
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und fiir die Divergenz D = == + gilt die Bemehung
. P
[3¢] X Ddp=0.
o

Endlich benutzen wir an Stelle des 1. Hauptsatzes der
Thermodynamik die Adiabatengleichung in der Form:

2P ad _
[5] 3 p_gt v ap + 0w =0.
In den obigen Gleichungen bedeulﬁ;n, wie iiblich,
3| o = horizontaler Windgeschwin-
drigke-itsvektor,
0= gg — generalisierte Vertikal-
geschwindigkeit im benutz-
ten p-System,
o 3 d 2 _ " :
] = sx3y By bx = Jakobi-Operator,
¢ =gz = Geopotential, g = Schwere-
beschleunigung,
= 3 +f absolute Vorticity,
__dv__ i _ . :
{= ax By relative Vorticity,
o= 10O _ 920 13P _ o tische Stabilitat,
e op  9p* wpop
Po = Druck am eben angenom-

menen Erdboden.

In dem spéter zu behandelnden Beispiel verschwindet
in Gl. [2b] der nichtlineare Term 2 J (u,v) und die rela-
tive Vorticity { wird mit der geostrophischen Vorty-
city [y identisch, f = const vorausgesetzt.

In diesem Falle ist das Gleichungssystem [1—5] aus-
reichend, bei Vongabe der Normalkomponente auf der
seitlichen Begrenzung des betrachteten Vorhersage-
gebiets G, die Windkomponenten u und v in G und auf
dem Rand zu einem festen Zeitpunkt zu berechnen,
wenn $ als Funktion von %, ¥ und p in G vorgegeben
wird, wie dies auch bei den quasigeostrophischen Mo-
dellen der Fall ist.

Die Eindeutigkeit in der Berechnung von % aus dem
Geopotentialfeld

vorgegebenen & in G garantiert
gleichzeitig die Aussdmltmg kurzperiodischer Larm-

vorginge.

2. Spezielle Modellgleichungen und Anfangsfeld

Wir wollen uns bei dem zu betrachtenden Beispiel
darauf beschrinken, dafl z. Zt. t = 0 (Anfangslage) alle
in den Differentialgleichungen auftretenden Terme,
insbesondere B, V&, f und ¢ unabhingig von y sind.
Dann werden aus Symmetriegriinden diese Funktionen
auch zu allen spiteren Zeiten von der meridionalen
Koordinate unabhingig sein.

Z. Zt. t = 0 werde das Geopotentialfeld ¢ in der
Form
6] @(xypt=0)=d,— Ulp)fy —Acoskx-+ &"[p)
angenomIineq,

Diese Funktion beschreibt eine barotrope, d. h. von p

unabhingige geosirophische Windstromung (—A cos kx),
mit Tiefdruckrinnen an den Stellen x = n L;

L=?',n =+0,1,2...., die in einer lediglich von p

abhéngigen geostrophischen Grundstrémung U (p) ein-
gebettet ist.

Aus der Unabhingigkeit des Windfeldes von y re-
sultiert J (u, v) = 0. Wir setzen der einfacheren Rech-

nung wegen voraus, dafl f = const und daB o = 0
(Advektionsmodell). Unter diesen speziellen Voraus-

setzungen vereinfachen sich d:[eDlﬂmrhialglﬁdlmgw
zu:

‘Balancegleichung:
v 2@ d 1929 i a?
(1 5= o = | s =le = =t

Vorticity-Gleichung:

[8) %;54_ 2 wm =0,

Kontinuititsgleichung:
du e
9] ™ ap

und unter Beriicksichtipung der Randbedingungen [4]

Pua aPO

u

[10] .‘B_xdp aigudpwn,
@ [+]

Adiabatengleichung mit o = 0:

ad 0 . ,__dU
[11] dpat+u (Bp) v'f =0 mit Uz.—_-dp.
Anstelle der Balancegleichung kann der Windansatz:
u= U+‘?—“’
2] dx
y=1 d® | By
f ox oy
verwendet werden, der wegen a':-:-% = o automatisch

die Gleichung [7] befriedigt.

Zum Vergleich seien die entsprechenden quasigeo—
strophischen Gleichungen angeschrieben:

[12a] w=U, y=1°02
f ax
sy g g g0
[8a] + U o {ap o
20 2 [ad\  ad
[11a] apar Y x(.Eip) WY =0

3. Aus den Gleichungen [7] —[12] z. Zt. t = 0 herleit-

bare Funktionen

Speziell fiir den Zedtpumkt t = 0, fiir den & durch
[6] spezialisiert ist, erhalten wir, wenn die Funktionen

z, Zt. t = 0 durch den Index , gekennzeichnet werden:
]

%‘;"- = (Zgo = -hz‘- coskx, und durch Integration iiber x

[13]. vy = P‘f—k sin k x -+ v'(p).

worin die nur von p abhéingige Funktion v* noch zu
bestimmen ist. Aus [8] und [11] folgt durch Elimination

von a_¢’ bzw_ aijg , m]t- 9'18 = 1{ %f—'—[—- Ah*{USkK‘Jf—{

at at
e U7+ 5) ) =
dup _ F'lp) _
ap (")
und schlieflich durch Integration iiber p
= Fp) _
[14] Uy (o U+ Hix)

wornin die Integrationsfunkiionen F(p) und H(x) noch
zu bestimmen sind,

= 0, durch Integration {iber x

v F(p) = 4P
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Durch Mittelung der Gleichumng [14] Uber p mit
Po
(""E;;i{ ) dp erhalten wir unter Beachtung von [10]

Uy = const = #:TG—U-{-H(:}
und nach Elimination von H(x) aus [14]
[15) w=n+E=F_ -0

{ngo

Zur Bestimmung der Funktion F und der Konstanten
u, bleibt, genau wie im Falle der Berechnung der
Meridionalgeschwindigkeit ve, eine von p abhingige
willkiirliche Funktion _qﬂen. '

Wir wollen als willkjjrliche Integrationsfunktion die
{iber eine Periode gemittelte Zonalgeschwindigkeit

L
up)= [': i ug dx
einfiihren. Durch Mittelung der Gleichung [15] iiber
eine Wellenliinge erhalten wir

L
wo) = w4 T L — 0 -0,
(nghe
o
Hierin ist mit der Abkiirzung ua= f‘fﬁ"
T
¢ K d
1 1 X 1
o6l Y = gTi%L,u coskx) — TH—p
L] Q

Die Grofe u gibt das Verhdltnis der relativen Vorticity
im Zentrum der Tiefdruckrinne zum Coriolisparameter
an und charakterisiert die Intensitit der Stdrung. Aus
Stabilitéitsgriinden wird g < 1 angenommen.

Wir erhalten damit fiir u*(p)
ut{p) = 5, + f—]‘,—f:F

1—ut

—({U-0).

woraus durch Mittelung iiber p sofort o= u, folgt,
und fir F — F

FeF= [0 —u)+ (U= O)f )1 — o?
folgt.

Modellgleichungen [7—12]

Fir die Zmalgesch\_vind-iskﬂt u, resultiert durch Eli-
mination von F — F schlieBlich:

T § T
17 uo=u +—(,?—B}~ji ffa"—w%) + (U—0)] — (UL
Die aus dem Gleichungssystem nicht zu erschlieBenden
Fumictionen u* (p) und v* (p) bestimmen wir eus der
Forderung, dafl B, liber eine Wellenlinge gemitielt,
gleich dem mittleren geostrophischen Wind sein soll.
Es ist also:

L L
H%#=%[{-‘FE X 7@ dx.
L] [}
wonaus folgt:
[18] u*(p) = U(p) und v*(p) = 0

Diese Forderung tritt an die Stelle der seitlichen
Randbedingungen bei nicht unendlich ausgedehnten
Feldern.

Fiir die Windkomponente resultiert damit endlich:

[19]  u = U4 2(U—0) [ﬂg’ﬁ? — 1] and

[20] Vi =J:?alnk:.

Fiir schwache Stroungen, u < 1, reduziert sich [19] auf
[19a] (us) (€1) == U ~+2(0—U) e (cos kx— %'u cos 2kx).

Aus der Adiabatengleichung [11] sowie aus der {iber
p gemittelten Vorticity-Gleichung [8] berechnet man

leicht (‘;‘f‘) . aus der Kontinuititsgleichung [9] und
o

den Randbedingungen fir « erhilt man w, und aus
der nach t differenzierten hydrostatischen Gleichung

die Temperaturtendenz (%D“

Ohne Wiedergabe der Rechnung seien nachfolgend
die aus dem System [7T—12] resultierenden Funktionen
z. Zt. t = 0 fiir die spezielle Anfangssituation [6] wie-
dergegeben und den aus dem entsprechenden quasi-
geostrophischen Gleichungssystem errechnenten gegen-
iibergestellt:

| quasigeostrophisches Gleichungs-
i system [Ba, lla, 12a]

[19] uw=VU-+2(U-1) [—!’h;'"-z— —1

1-+-p4 cos kx

[18a]

(20] wy = ﬁ}'-‘ sin kx
Vi—uz

[21] (- B)o =2(U—D0) plesin box =t

[21a]
P

wo = 2 E (U—U)dp- ¢ ksin kx F_L%%:F

@

[22]

[22a)

at
[24] (‘;—f)o = — B U Aksin kx

[23] (ﬂ)0 = — (2 0—U) Ak sin kx

u (u€l) = U—+2 (U—U) ¢ [cos kx — %‘u cos 2kx|

(7 - B)o (1) = 2 (U—0) g k (sin kx — u sin 2kx)

)
o (u€1) =~ 2f(0—U) dp- sk (sin kx — g sin 2 kx)
a

!ua = U, bei Beriicksichtigung der aus
der Lisung filr o ableit-
baren ageostropischen Zonal-
komponente:

u = U + 2(0—1U) x4 coskx

Yy = éfh sin kx

(7 - Bo = 2(U=1) a k sin kx

| P
» wo = 2J (U--U) dp p k sin kx
o

(%—T] =— (2 0—U) Ak sin kx

| (%'{:]o- — B0 Aksin kx
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4, Aus den nach t differenzierten Glelchung [T—12]
2. Zt. t = 0 herleitbare Funktionen

‘Villig analog Mmmmdiemﬂiﬂm Ableitun-
gen der in 3. wiedergegebenen Lésungsfunktionen z. Zt.
t = 0 aus den nach t differenzierten Gleichungen

Modellgleichungen [7—12)

[T—12], unter zusitzlicher Verwendung der Losungs-
funktionen nach 3. Sie seien wieder ohne Angabe der
Rechnung nachfolgend angeschrieben, soweit sie fiir
spitere Betrachtungen interessieren, und mit den aus
den quasigeostrophischen Gleichungen resultierenden
entsprechenden Funktionen wverglichen:

quasigeostrophische Gleichungen
[8a, 1la, 12a]

du g k sin kx Y] s [73
(28] (ﬁ)o = [TFp cos kx® Vi {I:U 0%) +

+ 4 U{0—U) =+ s cos kx [2 (U2—TF) -
+ 6 T(0-V) |

(25a] ( ) (u€1) ~ w ksin kx f(U—0F) -+
+ 4 T(U—U) — u cos kx [(Uz—T%) -
+6 0(0-0)|

du Ak?
[26) (Tﬁ')n = — (20-U) = cos kx

' {du

(5]0 °

'unter Berlicksichtigung ageostrophi-
scher Windkomponenten:

i (%}“ = uksinkx[(U*—T) 44T (U—-0))

— (20-U) 51'5»; kex

(). =

— p
(271 (%_‘:'}b = 41—‘5\-‘ :‘_':H i;u' 7 {tos hx{[U_’—-U’ + 4 T(U-0)) dp +
P
+uef 18 (P~ + 10T (U—T)} dp —
— 2 sin kxﬁ[ﬂ‘—U’} +20(U-0))dp +

<} u* cos kx (1-Fsin’kx) f{z (0F—U9) -+ s U(U-T3)] dP} |

[ ras )
(27a] ( )[u‘ﬂl)ﬁ:pk’{coskxj[nt —U 4 40 (U-_D)dp — ,{E—‘:’Jn=pkfcoskxaf P-4

—+ 4 U (U--0)) dp
— [t cos 2 kar [—0* -6 T (U1 dp }
(28) (%?L). = (20—U)* AK* cos kx +

cos kx

+ 00 — (U=0p] Vi—p2 AR ot —

— 2 (00 Visu# O

4 [O—T — (Uo— mﬂm-:—
+2 (@0 Vi B 1o L0+ Vi)

" 3 _
(28a] (2F), (1) ~ (40 — 2 TU—T?) AK? cos kx -+ (52), = 4T — 20U 0% AR cos ke
—{—%lﬁ—Ul’Ak’,u:os 2kx -

+ 3 [[0=0p — (Uy—0] Ak
mit Up = Ulp=py)

—2pU 220 (U - 20) AK® cos ke +

(5). =

cos kx I
 cos kx

(201 (27} (ut) ~ 2 [0 Ake cos kx +

+ (0—U) V1 - Ak?
rr) 2p U' - U AK® cos kx

+% (U—U) Ak® g (1--cos 2kx)|
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4, Vortelle des erweiterten Windansatizes

Wir entnehmen den in den Abschnitten 2. und 3. an-
geschriebenen Funktionen, daf die Lisungen der
nichtgeostrophischen Modellgleichungen mit abneh-
mender Intensitit der Stérung, x— o, gegen die ent-
sprechenden Lésungen der quasigeostrophischen Mo-
dellgleichungen konvergieren, Wir werden im folgen-
den zeigen, daf das nichtgeostrophische Modell, zu-
mindest fiir kleine Stdrungen, bei denen x<1 oder
(&l =f, die bereits in der Einleitung angefithrten Min-
gel des quasigeostrophischen Modells vermeidet:

4.1. Energiebilanz

Wir wollen die Erfiillung der Energiebilanzgleichung
lediglich fiir die iiber einen Periodizitidtsbereich ge-
miftelten Energien nachpriifen und fiihren zur ein-
facheren Schreibweisze ein:

]

)

IIF

}dx und, wie bereits benutzt

1
]

!
-_—l

{ )dp.

so daB sich die Mlttelung iiber einen vollen Periodizi-
titsbereich darstellt zu ().

Nach den stringenten Gleichungen im p-System,
wenn lediglich die Giiltigkeit der hydrostatischen Glei-
chung vorausgesetzt wird, gilt dann bei adiabatischen
Zustandsiinderungen und Reibungsfreiheit die folgende
Energiebilanz:

[30] 2 rﬁ = p : m T = Temperatur
at it !

2
¢ T = Enthalpie, K = % kinetische Energie,
Die Summe von kinetischer Energie und Enthalpie,
gemittelt {iber p und =, ist konstant. Es sollte auch
von den nur approximativ giiltigen Modellgleichungen
erwartet werden, dafi deren Losungen wenigstens
qualitativ die Energiebilanzgleichung befriedigen.

Betrachten wir vorerst die Anderungen der Energien
bei Zugrundelegung guasigeostrophischer Gleichungen:
In dem speziell gewihlten Beispiel ist

(B =8 9% 750, = 8% sk =

— F}\k* {210 —U) sin kx cos kx

und (?-1_: | - o.

Ebenso verschwindet wegen(%)n-— RP U’ A ksink x die
Tendenz der iiber eine Wellenlinge gemittelten Tem-

peratur:
(.

= 0.

at /e
Betrachten wir die zweiten zeitlichen Ableitungen der
Energien im quasigeostrophischen Fall, so ist

E'sK 'Mf' 345.. 2P
_'{[Bxf ] ax le( )}

= Ak? 1 [(20-U)? cos®hx — {4U -200-TUF sin®kx]
und
B (oK), = A @ yp 4 @0

Da stets U= U so nimmt in dem speziellen Beispiel
die fiiber L. gemmelbe kinetische Energie in allen
Niveaus zu, solange U+ U.

Es ist aber andererseits, vgl. [20a, geostr.]

P
[32) (ﬁ, =0.
D. h. die Zunahme der kinetisthen Energie wird nicht
durch eine dquivalente Abnahme der Enthalpie kom-
pensiert. Gemittelt iiber den Periodizititsbereich ist
T _ mon (.0 w
(33] (Ef)a AR (03~ T) Z 0 und (5;,}0 0.
Wir betrachten zum Vergleich die aus den nichtgeo-
strophischen Modellgleichungen [7—12] resultierenden
Energieumsetzungen und beschrinken uns dabei auf
den geostrophischen Anteil der kinetischen Energie
sowie auf kleine StSrungen u<1. Es ist

3K} 1 ([ a fad\1* . ad, 3 /23°
&), =+ 2 G+ G
und fiir kleine u, vgl. Gin. [23 und 28a],
2 o
[%',?) (i€1) =~ Ak ((20-U)? costh - (4T 200 - UF) sintkx —
- 2{U—U) g cos kx sin’kx]
und

s (55), mﬂ:a“‘%[{U—U}’HT—fﬂ und

[36] (E' K) (@<1) ~ Akt (—0).

Fiir kleine u erhalten wir demnach fiir die Anderung
der mittleren (geostrophisch angeniiherten) kinetischen
Energie die gleichen Ausdriicke wie bei Verwendung
der Resultate des quasigeostrophischen Modells, vgl.
[32] und [33].

Fiir die entsprechenden Anderungen der Enthalpie
erhalten wir dagegen, vgl, [29a]:

[36] {?ﬁ; L (w€1) ~ Ak - Eél 0-v
und

Py

[37 :p(g—i}’)n (1) = Ak*n ;—:’R } pU({U—-U)dp =
o

Ed
Akiu 2EJ& U0, — (-0, U= U (p = po)

Ein Vergleich der Ausdriicke [35] und [37] ist erst

~ mdglich, wenn die Funktion U(p) bekannt ist. Wir

zeigen, dall die Annahme ¢ = o die Funktion U (p)
bestimmt und dal damit die Ausdriicke [35] und [37]
dem Betrage nach ibereinstimmen,

i _ by 1 3k,
Bildet man aus [6] g ap® T xp dp ’ so folgt, dali
P* und U wegen ¢ = o den Gleichungen
a** 1 dd* 1 dU .. .
2 B = i .
i % dp dp’ —I—xp &b 0 geniigen miissen

Die letztere Gleichung bestimmt die Funlction U (p) zu
58] U=U— (@ —U)(Bf\ U =Upms)s =Y.
Po cp
Mit [38] wird

(U'_"UDP }! lU U'JJ

'E+
und

q__ 2 - # L1011
O =0) = iy O
und wir erhalten anstelle von [37]:

J_-M

[37a] cp( T) (n1) = — AR C-T).
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Unter den speziellen Anmahmen ist jetzt, im Gegen-
satz zum quasigeostrophischen Modell, zumindest fiir
kleine u, die Konstanz der mittleren Gesamtenergie
gewahrt. Man kann daraus schlieffen, daf das nicht-
geostrophische Modell allgemein die Energietheoreme
wenigstens qualitativ richtig beschreibt und damit auch
Aussagen liber Energieumsetzungen liefert!

4.2, Okklusionsprozefi

Der Okklusionsprozel wird dadurch eingeleitet, dal
in Bodenniihe die auf der Vorderseite des Tiefs aus
Siiden vordringende Warmluft sich kontrahiert und
aufsteigt, die auf der Riickseite des Tiefs aus Norden
einstrémende Xaltluft sich ausbreitet und absinkt.
Analytisch miiBte dieser einsetzende Okklusionsprozefl
durch eine negative Korrelation zwischen Temperatur
und Winddivergenz in Bodennihe zum Ausdruck kom-
men. Es resultiert im Mittel eine Abkiihlung in boden-
nahen, eine Erwirmung in hohen Schichten.

Wir betrachten zunichst das quasigeostrophische
Modell und benutzen die Adiabatengleichung [11a] mit

_pad AT /P,
T= TR ap ' 3y =£U R’
E'I - B 9T = —7 - (BgT) + TV - B = — 7 + (BT

Da V-ﬁ]g verschwindet, verschwindet auch die iiber
eine Wellenlinge gemittelte Temperaturdnderung fiir
alle Zeiten, wenn man nicht in Abweichung von den
Modellgleichungen bei der Berechnung der Tempera-
turdnderung ageostrophische Temperaturadvektionen
beriicksichtigt.

Im nichtgeostrophischen Falle ist

e — v (BT)+Tv - B und

’f:;_jf"..m

[39] und entsprechend
[40] ég a—{Tv 'if"__[v +T%v»?ﬂ
Z. Zt. t = 0 héngt T nicht von x ab und man erhilt

anstelle von [39, 40] deshalb

[39a] @1- N und
[40a] (%’?j)o"(aa—.n‘?'g" — 2P 4 Al U (U- O 3t =
<o fir U=T
— 2 ' | —
'E'uﬂk U (v-0) =0 fir U>T,

da U'<o vorausgesetzt wird.

Es entwickelt sich also in Bodennidhe, U<U, eine
negative Korrelation zwischen T und V-8 : %{T v-B)<"o,

eine positive Korrelation in den Schichten U>U, und
die Atmosphiire kithlt sich im Mittel in Bodennéhe ab
und erwidrmt sich in hohen Schichten, Die im quasi-
geostrophischen Modell unterdriickten Okkulusions-
vorginge werden durch den erweiterten Windansatz
des mnichtgeostrophischen Modells im richtigen Sinne
erfalt.

4.3. Einfluf der Winddivergenz auf die Entwicklung
Bei Benutzung guasigeostrophischer Gleichungen ist
man zur Wahrung der Divergenzeigenschaft von %?

gezwungen, in der Vorticity-Gleichung den Divergenz-
term # V-8 durch f V-8, f = const, zu ersetzen, also
den Term (V-8 zu vernachlissigen, der die unter-

schiedliche Wirkung ven Winddivergenzen in zyklo-
nalen und antizyklonalen Gebieten beinhaltet,

Die Mitnahme dieses Termes ist jedoch insofern er-
wiinecht, als dieser fiir die asymmetrische Entwicklung
der Tief- und Hochdruckgebiete werantwortlich ist,
siehe Abschmitt 4.4.

Wir zeigen an unserem einfachen Beispiel, dafi die
Mitnahme des Ausdruckes {V/ -8 in der geostrophisch
approximierten Vorticity-Gleichung zu sinnlosen Er-
gebnissen flihrt.

Verwendet man anstelle der Gleichung [8a] die bes-
ser approximiert erscheinende Gleichung
Mg 4 e do
3 Y 5 e 3p
s0 erhidlt man, wie bisher, vgl. [23 und 28a]

("‘alf’)o = — (2U—U) Ak sin kx,

{%’l‘,?)a = — 20U AL® cos kx - Gix),

nur dall jetzt die nicht von p abhiingige Funktion G(x),
|

die bei Benutzung von [8a] sich zu (4 U — U?) engab,
anders bestimmt werden mufl.

Fiir die Winddivergenz erhiilt man bei Benutzung
von: [41]

[41] Mg VB =

2(U—U) gk sin kx,
statt [21a].

Die Funktion G(x) errechnet sich aus der nach t dif-
ferenzierten, iiber p gemittelten Vorticity-Gleichung
[41].

0
ap

ol
und nach Einsetzen der Losungen fiir

Diese schreibt sich wegen 3[_331;@ =0, =0:

— (). =+ (). (ot = 38 3.

sinkx

{46‘-’-— U!) Ak cos kx = 255’ f2 k® {U§ U} m
bzw. flir (u<1)
== R lU’wU’} [1 —cos 2kx — %{cos kx— cos 8kx)).

.Da d__‘? auBer sinusoidalen Amtm;len auch ein kon~
dx

stantes Glied: u®f2k2 (U!—U)enthﬁlt, 1li6t sich G(x)
nicht mehr als sbtetig differenzierbare periodische
Funktion darstellen.

Dem periodischen Anteil von G(x) wire eine Parabel
zu iberlagern, deren Scheitelpunkt viéllig beliebig
wihlbar ist,

Dieses unsinnige Ergebnis resultiert aus der Tat-
sache, daB in [41] ai;?ts nicht mehr als Divergenzaus-
druck darstellbar ist, wie dies bei den bisher benutzten
Gleichungen [8a] und [8] der Fall ist.

Der Vorteil der nichtgeostrophischen Darstellung be-
steht darin, dafi durch Einfithrung eines nicht mehr
divergenzfreien Windes in der Vorticitygleichung
Transportterm 8B+V/n und Divergenzterm 7%/ -8B sich zu
einem vollstindigen Divergenzausdruck erginzen.

4.4. Asymmetrische Entwicklung

Im Gegensatz zum quasigeostrophischen Modell 148t
das nichtgeostrophische Modell [T—12] eine asymme-
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trische Entwicklung von Hoch und Tief bei sinusoida-
ler Ausgangssituations [6] zu. Das liegt daran, daB in
der Vorticitygleichung der Divergenzterm #%V 3 die
tatsichliche Vorticity und nicht wie im gquasigeostro-
phischen Modell lediglich den Coriolisparameter f als
Faktor enthilt, womit der unterschiedliche Einflufl der
Winddivergenz in Gebieten unterschiedlicher relativer
Vorticity beriicksichtigt wird,

Wir betrachten die Entwicklung (Zyklo- und Anti-
zyklogenese) lediglich inx den Zentren des Hochs und
Tiefs und stellen sie als nur von p abhingige zeitliche
Ableitung in einem mit den Zentren sich fortbewegen-
den Koordinatensystem dar. Wir kennzeichnen den
zeitlichen Differentialquotienten in diesem speziellen

System mit g hohere Abteilungen entsprechend, Es

ist dann DQ _+°E' wobei ¢ die Verlagerungsge-

schwindigkeit der Zentren {Phasen'g'esdlmndqgkeﬂ't] be-
deutet.

Man entnimmt den im Abschnitt 3 angeschriebenen
Funktionen, daf im Falle der Benutzung des quasi-
geostrophischen Modells gilt:

(42 (Bo).=¢

in der Tiefdruckrinne: x = t nL,n = 0, 1, 2...
1 (D*a z

8 n(F3), = — O—Up —@-0) <o

im Hochdruckkeil: x = (/z*nlL)yu =0,1, 2,....

: F ]
i (57), = + 0P +(@-0) >0
Es tritt sowohl Zyklo- als auch Antizyklogenese ein,

jedoch ist die Entwicklung gleich intensiv, d. h. die
Storung entwickelt sich symmetrisch.

[44]

Das nichtgeostrophische Modell liefert dagegen ent-
sprechend

{D-;"

[42a] ) =0,
jedoch in der Tiefdruckrinne x = *nL:
] __ E] '}
wa (), = — o0y~ @O B

—2(F-T) 1*"(—:"9 In (14-4)
oder fiir kleine u

) () ~

1 (D*c;b
AP\ D
im Hochdruckteil x = ("X nL):

="

1—jr

[43a]

— (00 + (T}
+n (01

—2 {U’—ﬁ} li-;ﬁ In{1—p)

dal oder fir kleine u
D . _ o
K‘IE'E[%!'L (1) == - {[U—U}" + ':U—__m]l

+u(U—Uf

Man erkennt, dal3 der in [43a] und [44a] — fir kleine
n — auf der rechten Seite auftretende und mit dem
Faktor u behaftete Term die symmetrische Entwick-
lung stért und im Sinne einer bevorzugten Antizyklo-
genese wirkt.

Da ande-mrseirts?fﬁr alle Zeiten verschwindet, be-
deutet das obige Ergebnis, dafli zwar in den Zentren
~das Hoch sich stirker entwickelt als das Tief, daB sich
aber die zyklonale Entwicklung auf ein griferes Ge-

biet erstrecken muB als die antizyklonale Entwicklung.
Es mag verwunderlich erscheinen, dall entgegen der
Erfahrung in unserem speziellen Beispiel die anti-
zyklonale Entwicklung bevorzugt wird. Jedoch ist, wie
eine eingehendere Betrachtung zeigt, dieser Effekt auf
das Advektionsmodell (¢ = 0) oder auf Modelle mit
nahezu indifferenter Schichtung beschrinkt.

Schon bei gering stabiler Schichtung der Atmosphiire
kehrt sich dieser Effekt im Sinne einer Bevorzugung
der Zyklogenese um, vgl. Reiser (4).

5. Nachteile des erweiterien Windansatzes

Wir haben uns im vorigen Abschnitt auf die Unter-
suchung schwacher Stérungen, u < 1, beschrinkt. Es
zeigte sich, daB die Ldsungen des nichigeostrophischen
Modells die wesentlichen Méngel der quasigeostrophi-
schen Gleichungen nicht mehr enthalten.

Wir werden nunmehr jedoch feststellen, dafl die fiir
kleine Stérungen offensichtliche Uberlegenheit des
nichtgeostrophischen Modelles {iber das quasigeostro-
phische Modell wieder verlorengeht, wenn die Storung
so stark angenommen wird, dall in den antizyklonalen
Gebieten die absulote Vorticity 7, gegen Null strebt.
(ngde = f(1 + pcos k x) konvergiert in den Zentren der
Antizyklonen, cos k x = —1, dann gegen Null, wenn
-1 geht,

Man entnimmt fiir den Fall g —1 den in Abschnitt 3
angeschriebenen Funktionen, daf die Losungen an den
Stellen maximaler Antizyklonalitit Singularititen auf-
weisen:

Die Zonalgeschwindigkeit u konvergiert an diesen
Stellen kx = (/2 n) 7 gegen unendlich, vgl. [19]. Die
Vertikalgeschwindighkeit w, wgl. [22] verschwindet fiir
#t—1 im gesamten Gebiet mit Ausnahme der unmittel-
baren Nachbarschaft der Hochdruckzentren. An den
Stellenr kx = (Y2 X n) 1 — 0 konvergiert w gegen — o<,
an den Stellen kx = (V2 = n) o + 0 gegen + oo, Die Ent-

wicklung in der Definition (Dg;? )ﬁ, vgl, [43a) und [44a),

strebt mit #—1 in den Tiefdruckzentren gegen Null,
in den Hochdruckzentren gegen Unendlich.

Der Ubergang u— 1 bewirkt sozusagen, daB sich der
gesamte Entwicklungsproze auf die Hochdruckzentren
und deren infinitesimale Nachbarschaft konzentriert.

Aus dem Auftreten von Singularititen beim Uber-
gang u—1 in den Antizyklonen mufl geschlossen wer-
den, daB die Losungen des durch die Gleichungen
[7—12] definierten nichtgeostrophischen Modells fiir
starke Storungen u—1 die realen Vorgidnge in der
Atmosphire nicht mehr adéquat beschreiben und daB
deshalb der Anwendungsbereich des Modells auf kleine
Stérungen beschriinkt bleiben mub.

Der Grund fiir das Versagen des erweiterten Wind-
ansatzes in stark antizyklonalen Gebieten ist darnin zu
suchen, daly flir u—1 die Losungen des nichtgeostro-
phischen Modells die strengen Gleichungen in weitaus
hoherem MaBe verletzen als z. B. die Lésungen des
quasigeostrophischen Modells, so daff fiir x—1 in
antizyklonalen Gebieten die zugrundeliegenden Modell-
annahmen nicht mehr gerechtfertigt sind, wie wir
nachfolgend an Hand unseres Beispiels zeigen.

Wir betrachten anstelle der tatsachlich benutzten
Balance-Gleichung in der Form [2a] bzw. [7] nunmehr
die bei Benutzung der strengen Bewegungsgleichung
an deren Stelle tretende Divergenzgleichung, die man
durch Anwendung des Divergenzoperators %/ auf die
Bewegungsgleichung erhilt:

41 224 29 (@D)+ V- P{ﬂm}+2]iv.u}—f€=
—_?‘dﬁ. mit D=v-38
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Wegen der Unabhéingigkeit des Windes von y ist in
unserem Beispiel 2 J (v, u) = 0. Wir benutzen obige
Gleichung in der llber p gemittelten Form und er-
halten wegen D = ¢ und w (o) = 0
2V BD—tf=—7: %
oder
— — 2

[46] §-—§s-12-v'{m)a §s“v—f¢

Wihrend also bei unseren Lésungen stets die Modell-

annahme: [ = {; zugrundegelegt wird, verlangen die

exakten Bewegungsgleichungen die Erfiillung der obi-
gen Beziehung, Wir kénnen demnach den Ausdruck

2 20
mev-{ﬁﬁ =T§;ED]
als ein Mall dafiir ansehen, inwieweit unsere Modell-
annahme [ = [ berechtigt ist oder nicht. -

Wir betrachten vorerst den geostrophischen Fall und
setzen die dort gewonnenen Lisungen fir up [19] und
fiir Dy [21a] in den Awusdruck fiir § ein und erhalten:

2 Fl —
6—4{!.7“-—0'}#:‘ cos kx oder wenn wir d = [ —g in
Beziehung setzen zu ({g)y im Zentrum des Tiefs {7 =
Ak? .

§ » so ist
[47]

T >0 im zykl. Gebiet
- 0T '%, cos kx

SeT <70 im antizykl. Gebiet
Im zyklonalen Raum ist demnach die tatsiichliche Vor-
ticity grofler als die geostrophische, im antizyklonalen
Raum dagegen kleiner,

Im Mittel iiber eine Wellenlinge hebt sich der Fehler
weg,

Wir betrachten nunmehr den nichtgeostrophischen
Fall und erhalten dort durch Einsetzen der Lisungen
(18] und [21] fir uy und (V-B) in [46]

o 1t sin ke R Ty cos kx _
' 3{|+,recos Iu}‘] Vi—u ([1+H €os ILu:]"—f

L 1t sin“kx )] .
YT (1t cos kx)?)
In der Abbildung 1 sind die Funktionen [47] und
[47a] flir verschiedene u aufgetragen:

Man bemerkt, dafli die iiber p gemittelte Divergenz-
gleichung mit gegen 1 strebendem u in zyklonalen Ge-
bieten besser, dagegen in antizyklonalen Gebieten we-
sentlich schlechter erfiillt wird als bei Verwendung der

8" in Eineiten von Hx_"-z’)}f

_————

x
Tixe=g) S ___ﬁ'“.r-’,l

Abb. 1

Differenz zwischen der tatsichlichen und geostrophischen iiber

p gemittelten Vorticity nach der mit den Losungen der guasi-

geostrophischen (gestrichelte Linie) und nichtgeostrophischen
(ausgezogene Linlen) approximierten Divergenz-Gleichung:

=l

quasigeostrophischen Lisungen (gestrichelte Linde in
Abb, 1).

Es ist daraus zu schlieflen, daB mit der Verwendung
divergenter Windkomponenten die geostrophische Ap-
proximation der Vorticity { in stark antizyklonalen
Gebieten nicht vertriglich ist, dafl vielmehr die Diver-
genzgleichung [45] besser befriedigende, auch die
Winddivergenzen beriicksichtigende Approximationen
fiir I verwendet werden sollten,
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KarlHinkelmann

Zusammenfassung

Im Anschluff aneinen Vorschlag von G. Hollmann
fiir ein nichtgeostrophisches Vorhersagemodell wind
hier eine Variante untersucht, in der noch, wenn auch
in sehr schwacher Form, von der geostrophischen Ap-
proximation Gebrauch gemacht wird.

Die Modellannahme besteht dariin, in der Adiabaten-
gleichung

aT - dlnB
ﬁ"_v FT=owm, 0= T—ap—

die darin auftretende Vertikalgeschwindigkeit o geo-

strophisch anzunihern in der Form, dafi eine aus der
Theorie quasigeostrophischer Bewegungen entliehene
elliptische Differentialgleichung fiir @ gelbst wird, de-
ren Lisungsfunktion o lediglich von der Verteilung
des Geopotentials zur betrachteten Zeit ¢ (x, vy, p,
t = const.) abhingt.

In den weiteren Gleichungen wird o durch die Kon-
tinuititsgleichung difiniert.

Dieser selektive ApproximationsprozeB fiir w hat den
Vorteil, dafl

1.die intermen Gravitationswellen ausgefiltert werden
und

2. der Ubergang vom quasigeostrophischen Modell zum
nichtgeostrophischen Modell in der oben angedeute-
ten Form zushtzlich lediglich Quadraturen und die
Lisung einer zweidimensionalen Poisson-Gleichung
erfordert.

Zur Behandlung des Randwertproblems wird ein ab-

geschlossenes Integrationsgebiet mit verschwindender
normaler Windkomponente an dessen Rand betrachtet.

DK 551.500.313

Ein semigeostrophisches Vorhersagemodell und sein Randwertproblem
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Ein nichtgeostrophisches Integrationsverfahren unter Ausschlufi externer und interner
Gravitationswellen

von

. . Giinther Hollmann

1. Einleitung und Problemstellung

Aws der Schwierigkeit, dai die geostrophische Ap-
proximation nur eine begrenzte Miglichkeit ertffnet,
barokline Entwicklungen synoptischer Felder zu enfas-
sen, erwichst das Bestreben, nichtgeostrophische Vor-
hersagemethoden fiir die numernische Wetbervorhersage
zu entwickeln (1), (2), (3). Einstweilen diirfte es jedoch
wegen der begrenzten Kapazitit der heutigen Rechen~
automaten notwendig sein, ein Zeitinkrement in der
Differenzenmethode zu wilhlen, das es notwendig
macht, zwecks Gewihrleistung numerischer Stabilitéit
des Verfahrens die hochfrequenten Schall- und Gra-
vitationsschwingungen zu filtemn,

Bekanntlich werden Schallfrequenzen durch die An-
nahme hydrostatischen Gleichgewichts ausgeschaltet.
Bei Benutzung der geostrophischen oder einer anderen
divergenzfreien Windapproximation gelingt zwar die
Filterung der auflerdem in den Grundgleichungen als
schwingungen, doch scheiden derartige Approximatio-
nen aus, weil die Baroklinitit der Atmosphire nur
liber Divergenzfelder des Windes auf die Entwicklung
Einflufl nimmtb. Nun ist es miglich, exterme Gravita-
tionswellen zu filtern, wenn die Grundgleichungen un-
ter der als Nebenbedingung giiltigen Annahme inte-
giert werden, daBl die Divergenz des horizontalen Win-
des im vertikalen Mittel verschwindet:

Po

[1] |Ddp=o, D=wv-v.
Bei quasigeostrophischen Rechnungen wird die Annah-
me [1] durchweg benutzt, obwohl hierdurch ein, wenn
auch meist kleiner Fehler gemacht wird im Vergleich
zur besser erfiillten Tendenzgleichung

Po 2@,
[2] [Ddp=—eu 7 -

L+ ]
Bekanntlich fithrt in einem barotropen Modell mit nur
von x abhingiger Stérung die geostrophisch approxi-
mierte barotrope Vorticity-Gleichung

B
[3] v’%f+u¢.3;?+ﬂ=—£§°m?- f=tfotay
bei Verwendung von [1] auf U
(4] c—U—%.
U = Grundstrémung, k = Wellenzahl,
hingegen bei Verwendung von [2] auf

[5] ¢=—""]RT, ° beachte po = RTog,
5T

Wenn aber bei nichtgeostrophischen Rechnungen die
Tendenzgleichung [2] einbezogen wird, erhilt man ne-

ben den synoptischen Fregquenz noch zwei Freguenzen,
die zu e % itati Trigheitsschwi

gehiren, Es mufl daher nach einem Verfahren gesucht
wenden, die Gravitationsschwingungen auszufiltern. Der

© Amnteil der Trigheitsschwingung in den Freguenzen ist

weniger bedenklich, da die entsprechende Phasenge-
schwindiglkeif wesentlich geringer ist als die der Gravi-
tationsschwingungen. Uberdies verschwindet die Grup-
pengeschwindighkeit von Trigheitswellen.

An anderer Stelle wurde gezeigt (1), dafi es gelingt,
die in einer hydrostatisch stabil geschichteten Atmo-
sphire auftretenden internen Gravitationswellen durch
Benutzung eines filternden Operators in der thermo-
dynamischen Gleichung zu eliminieren.

Im Falle eines linearisierten Gleichungssystems mit
nur von X, p, t abhingigen Stérungen tritt an Stelle
der Adiabatengleichung

[6] Q%v—-fU’v—l—um=0
die quasiadiabatische Gleichung,
G NTeT 40 _
71 T iUv—f—cr—f,—m—o,
wobei der individuelle Operator (linearisiert) durch
) d
[8] Q= e + Ulp) Ix .
beschrieben wird und U' = ‘LU bedeutet. Es kann nun

P
weiter gezeigt werden, dal der gleiche filternde Ope-
rator, welcher der Ersetzung von
e durch (Ez _;Q”) )

in der Adiabaterrgleichung entspricht und interne Gra-
vitationswellen ausfiltert, ebenfalls in der Tendenz-
gleichung [2] benutzt werden kann, um externe Gravi-
tationswellen auszufiltern. Auf den Beweis wird an
anderer Stelle eingegangen (4). Wegen der Kontinui-
titsgleichung

__ dw
[9] D= 73
schreibt sich die als untere Randbedingung zu benut-
zende Tendenzgleichung bei nichtgeostrophischen Be-
wegungen linearisiert wie folgt:

[10] P = Ppa: m=g{Q'I’—fi]v}

Diese Randbedingung ist aber sozusagen der ,Ur-
sprung® wvon Gravitationsschwingungen. Um diese zu
filtern, benutzt man an Stelle von [10]

[11] p=pa: (P—_{F!—Q:)(U=Q[Q¢—EUUJ

als untere Randbedingung, alzo den gleichen filternden
Operator wie oben.
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In den nicht linearen Grundgleichungen ist der Opera-
tor Q durch

d @
[12] | Q 3 ﬁ—%n-v
zu emnsetzen. Es handelt sich um einen vereinfachben in-
mvwwmmomm:derrmnwaipmnﬁmtbe-
riicksichtigt aus Griinden, die an anderer Stelle (4) noch
dangelegt wenden.

2. Beschreibung der Integrationsmethode
Aus den horizontalen Bewegungsgleichungen

TS VOISt _ae
g X vvu—og == Xuv el =5
v dv 8P _ _ 3P
= _p.v\f—{ua—P fu -a_-";—‘:'[u,v,w] 5y

erhilt man die Divergenzgleichung

aD [ apy .
[14) aT-—v-{Dn]--v-{w—a—p) 2] (v, u) + £
ju—7d, D=wv-v [=(Vxot
bzw.
[15] %——FLu.v.m]_\wgqb,

wobei die X, ¥, F Funktionen von u, v, w und gewis-
sen riumlichen Ableitungen dieser Grofen sind, was
aus den Gleichungen [18] bis [15] selbst ablesbar ist.
Mittels der Kontinuititsgleichung [9] und Zeitdifferen~
tiation wandeln wir [15] in

IR _3_1‘- - BE
(16] a_p(d_t’) at + ViR
um, Es ist jetzt
(171 %IE = G [u, v, @, ur, vi, <)

eine Funktion der in der eckigen Klammer angegebe-

nen CriBen und bestimmiten riumlichen Ableitungen

derselben. Die quasiadiabatische Gleichung schreiben

wir mit Beachtung wvon [12], d. h. Ersetzung von o
di

durch ( E’)m in der Adiabatengleichung, in fol-
gender Weise:
d'? o

ne 2P - vi“_"__u{f'—k(w*ai),m_”,m

e T R T
bzw.

o o %@
[19] apat H [, u, v, @, ur, vr, @ — e

Aus [16] und [19] gewinnen wir nach Elimination die
Gleichung fiir die Geopotentialtendenz
'

3 (dpat) 1 _ad® _ B (Hy 14F
oo &)+ 4o -2 )35

Mit Riicksicht auf [17] und [19] kinnen wir [20] auch so
ar
[21] i(al)q- Lot = M(®,u,v, o, ur, ve, @)
Bp.f? TE « W, W, 60 U, Vi (1) 0
_ P | 1 P
F= —- — e
op* | =p dp
schreiben mit der Abkilirzung
__ad

T ==,

dt
Mit den Bewegungsgleichungen
du il
3% X [u.v.e] — -

[22]

2 ?—E—Y[uvml—-
rt v Ve Aer

und der aus der Kontinuititsgleichung folgenden Be-
ziehung flir die Vertikalbewegung
P
[24] ©=—[v-odp
(-]

haben wir jetzt ein Gleichungssystem fiir die Erstel-
lung einer numerischen Vorhersage zur Verfilgung.
Auf die Differenzenmethode wird hier nicht eingegan-
gen. Es sei besonders hervorgehoben, daB nur [21] im
Sinne der unbekannten Funktionen als Differential-
gleichung anzusehen ist. Da die hydrostatische Stabili-
tit o positiv ist, steht eine elliptische Differentialglei-
chung zur Verfiigung. Sie unterscheidet sich von der
belcannten quasigeostrophischen Gleichung fiir dié Ge-

potentialtendenz
dr
8 (Op) 1 e, 1 i, 19 (](2Pp)
281 & () +por = —pl @ T2+~ (L00)

nur durch den inhomogenen Term. Dall man mit Hilfe
nichtgeostrophischer Gleichungen zum gleichen Typ der
Differentialgleichung wie bei quasigeostrophischen
Gleichungen gelangt, hingt offenbar mit dem hier ein-
gefilhrten filternden Operator zusammen, was sich
leicht riickschauend venifizieren 140Gt

Die Losung des Systems hat natiirlich schrittweise zu
erfolgen wie bei allen Methoden zur numerischen Wet-
tervorhersage. Zur Zeit t = 0 werden das Geopotential
und die horizontalen Geschwindigkeitskomponenten
vorgegeben. Wihrend fiir das Geopotential die gemes-
senen Werte in Frage kommen, wird man fiir die Ge-
schwindigkeitskomponenten, auf die geostrophischen
oder andere Werte zuriickgreifen, die so beschaffen
sind, dafl eine moglichst weitgehende Adaptation bzw.
Balance zwischen Wind- und Druckfeld besteht und
damit die Amplitude von Trigheitsschwingungen ge-
ring bleibt, Mit der Vorgabe von u und v ist zufolge
Gl. [24] auch » bekannt. Die néichste Operation bestehd

in der Ermittiung der Tendenzen 3, & aus (28], und
mit [24] anschliefiend 2. Mit Hilfe aller jetst bekann-
ten Grofen, ndmlich ®, u, v, @, U, Vi, @, ermitbelt man
den inhomogenen Term von [21]. Darauf folgt die Lo-
sung der Differentialgleichung [21] zur Bestimmung
der Geopotentialtendenz [21]. Mit den Werten 7, uy, Vi,
wy schreitet man um das Zeitinkrement At voran, wo-
durch sich die Werte von @, u, v, @ zur Zeit t = At
ergeben, Der weitere Verlauf der Rechnung ist dann
eine Wiederholung der eben beschriebenen Operation
nach aufeinanderfolgenden Zeitschmiften.

Zur Lésung der elliptischen Gleichung [21] bendtigt
man Randbedingungen. Fiir die vertikalen Begrenzun-
gen gewinnen wir diese aus der quasiadiabatischen
Gleichung [18]. Offenbar sind wegen

(=0

r49 )

I A\ o (2P L. o 0P
P=Poi|—m— ]w 9(3,+vvap}.

(s. GL [11] und [12])

p=0:

die Randbedingungen

2P _ e
[25] p=0: aﬁi""“ Vo

a*ep ad A
26 =Dg: S L v g
[26] p=1pe apat+"9 o v ap gov-Td

zu wihlen. Es handelt sich bei [25] um ein Randwert-
problem zweiter Art (N eumann - Problem), bei [26]
um ein Randwertproblem dritter Art. Auch als seit-
liche Randbedingungen kommen die Normalableitun-
gen der Geopotentialtendenz in Frage. Natiirlich wird
hierbei im einzelnen die Gestalt der Randkurve und
die Art des Ein- und Ausflusses mafigebend sein. Man
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erhilt diese Randbedingungen aus den Bewegungsglei-
chungen. Beschrinken wir uns auf einen Kanal mit
breitenkreisparallelen Winden (bei y = y; und y = y2,
durch welche kein Flull stattfindet, so lautet die an
beiden Winden zu erfiillende Randbedingung

Y=V : }
Yy=VY¥::

3’@ — fau

[27] TR TS

Sie folgt wegen v = 0 unmittelbar aus der y-Kom-
ne Verfahren entspricht einer nichtgeostrophischen In-
tegrationsmethode unter Ausschlufi von Gravitations-
wellen. Von besonderer Bedeutung erscheint es, dafl
die heute so viel verwendete Vorticity-Gleichung hier
nicht bendtigt wird; sie wird durch die beiden Bewe-
gungsgleichungen ersetzi, ein Umstand, der von Vor-
teil ist, denn die gesuchten lokalen Geschwindighkeits-
#inderungen treten undifferenziert auf. Beziiglich die-
ser Gréfen sind die Bewegungsgleichungen natiirlich
keine Differentialgleichungen.

Die vorstehend beschriebene nichtgeostrophische Me-
thode, auf welche an anderer Stelle noch niher einge-
gangen wird, unterscheidet sich bezliglich Auitreten

von Differentialgleichungen nicht von der quasigeo-
strophischen Methode. Die Erschwerung in der Anwen-
dung diirfte im Vergleich zur quasigeostrophischen
Methode vor allem in der Bestimmung der inhomoge-
nen Terme und hinreichend genauer Rechnung sein,
um die Amplitude wvon Trigheitsschwingungen mog-
lichst klein zu halten.
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Uber die Grenzen der geostrophischen Approximation und die Einfiihrung nichtgeostrophischer
Methoden

Vo

Giliinther Hollmamn

1. Einleitung

Die numerische Wettervorhersage bedient sich gegen-
wiirtlg mit Erfolg einer vielfdltigen Anwendung der
geostrophischen Approximation (g. A.). Der unbestreit-
bare Voreteil der g. A. liegt vor allem in der Lirmfil-
terung und der Moglichkeit, das Vielfelderproblem der
atmosphiérischen Dynamik auf ein Einfeldproblem zu-
rickzufiihren (1).

Es darf aber nicht libersehen werden, daf die g. A.
mit einer Reihe von Mingeln behaftet ist: sie elimi-
niert nicht nur den Lirm in Form won Gravitations-
und Tréigheitsschwingungen, sondern auch noch eine
Reihe synoptisch wesentlicher Erscheinungen aus den
Grundgleichungen (2), (3).

Man spricht zuweilen auch von der selektiven g. A,
insofern als sie nur in solche Terme der Grundglei-
chungen eingefiihrt werden darf, die keine Winddiver-
genz enthalten. Weitere Restriktionen werden der An-
wendung der g. A. nach Kenntnis des Verfassers nicht

auferlegt.

Es erscheint aber unbedingt nitig, das Augenmerk
auf die Vertraglichkeit der g. A. mit den Prinzipien der
Dynamik zu richten, Die in der heutigen numerischen
Wetbtervorhersage verwendeten Gleichungen sind ne-
ben den als Substitutionsgleichungen dienenden Konti-
nuititsgleichung, statische Grundgleichung und Zu-
standsgleichung die Vorticitygleichung und die Adia-
batengleichung, in welche die g. A. selektiv eingefiihrt
wird.

Die Vorticitygleichung
. Wy e
{1 -ﬁ—}-\; {nu}—l—{vxn;ap] t=0

besteht aus einer Anzahl von Rotations- und Diver-
genzausdriicken, die jeder finr sich iiber eine abge-
schlossene Fliche (wie die Erdoberfliche) integriert zu-
folge der Integralsiitze von Gauss und Stokes ver-
schwinden. Dies trifft ebenfalls zu, wenn ein rdumdlich
periodisches Feld, z. B, eine Folge von Trigen und
Riicken in der Westdrift, vorliegt. Uber eine Wellen-
l#nge integriert verschwindet jeder Term wvon [1] fir
sich.

2. Vertriglichkeit der geostrophischen Approximation
mit der barotropen Vorticitygleichung

Im Falle der Barotropie wird im allgemeinen eine
divergenzfreie Horizontalstrmung vorausgesetzt, so
dal aus der Kontinuitidtsgleichung
_ de

ap
zusammen mit dér Randbedingung w(p =0) = 0 das
Verschwinden der Vertikalbewegung « zu folgern ist.

[2] Vb=

Dadurch reduziert sich [1] auf

i}
(3] a—f +v-vp=0.
Wenn fiir den Wind eine divergenzfreie Approxima-
tion, d. h. eine Stromfunktion vy benutzt wird entspre-
chend
[4] b= X Vy,
verschwinden ilber eine Wellenlinge integriert beide
Terme von [3], Wir wollen das Integral liber eine Wel-

lenliinge oder eine in sich geschlossene Flidche durch
[ () d F ausdriicken. Mit Riicksicht auf [4] ist also

98 4F = [g. -
SE“ 0, !n vndF=o0.

Bei g, A. des Windes in [3] erwachsen aber Schwienig-
keiten wegen der Breitenabhingigkeit des Coriolis-

parmameters, Mit § = :—:r gilt wegen
[5] bg = 3 x b

f

) o a0
| o+ Vg dF = — | g v - vy dF = ﬂf"éx g dF .

Der letzte Ausdruck diirfte im allgemeinen nicht ver-
schwinden; vielmehr resultiert eine Anderung der
mittleren Vorticity

5 0
(6] m!gadri.o_
die jedoch fehlerhaft ist.

Allgemein wird die geostrophische realtive Vorticity g
durch

! =} Vi
dargestellt, wobei der Term

. o !lf adr
8] 2 gy

vernachléssigt wind, der zuséitzlich aufiritt, wenn die
(Vx)-t-Operation auf [5] angwendet wird. Hingegen
wird die Breitenabhiingigkeit von f in [7] meist be-
ricksichtigt. Mit [7] und [5] 146t sich jetzt [3] in be-
kannter Weise wie folgt darstellen:

w2 ad = — idj -+
[91 Ve ], . f).

Diese Gleichung [9] wird meistens zur numenischen
Prognonse auf der Basis des barotropen Modells her-
angezogen, Sie dirfte, abgesehen von der Beriicksich-
tigung der Breitenabhingighkeit des Coriolisparameters

2
im Term VT';" aber der Vernmachlissigung des Terms

[8] nicht anfechtbar sein, was die oben dargelegten
Eigenschaften von Rotations- und Divergenzausdriicken
betrifft. Der Term [B] ist im Vengleich zu {9] keines-
wegs immer klein, Um der Schwierigkeit einer inkon-
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sequenten Beriicksichtigung der Breitenabhingigkeit
von: f aus dem Wege zu gehen, stehen nach Ansicht des
Verfassers nur zwei Methoden zur geostrophischen Be-
handlung des barotropen divergenzfreien Strémungs-
feldes zur Verfiigung.

1. Man benutzt einen konstanten Coriolisparameter fiir
das gesamte Vorhersagegebiet, etwa dessen riumlichen
Mittelwert. Jedenfalls ist dies konsequent, wenn man
[8] im Vergleich zu [7] vernachlissigt.

2. Man bestimmt die Stromfunktion aus der Balance-
Gleichung (Monge- Amperesche Differentialglei-
chung der Stromfunktion)

(10] 2] (yx, )+ £ T+ Eg, -,

wobei jedoch der erste Term vernachlissigt werden
darf, wenn lediglich die Breitenabhiingigkeit des Corio-
lisparameters in der g A. sinnvoll beriicksichtigt wer-
den soll*). Der erste Term verschwindet liber eine Wel-
lenléinge integriert. Der zweite und dritte Term diir-
fen jedoch nicht getrennt voneinander behandelt wer-
den, da beide zusammen einen vollstindigen Diver-
genzausdruck, nimlich V- (fVy) darstellen. Uberdies
ist die reduzierte Balance-Gleichung

[11] fohy® 4 ol oy* = 7%

auch am Aquator anwendbar. Der zu ihr gehirende

,geostrophische Wind zweiter Art* bg* wind durch eine

Gleichung dér Form

[12] vs*-"—E xv@—l—} Ve =Fx T

schrieben. Die Potentialfunktion o dieni sozusagen der

Kompensation der geostrophischen Winddivergenz in-

folge Breitenabhiingigkeit von f. Nach Bestimmung von

w* aus [11] bei bekannter Geopotentialverteilung geht

man mit der g. A. zweiter Art in (3] ein:

‘ b — oy =t wp*
[13] VRl Ml T
]_ § — g = vy*

Zur Erstellung einer barotropen numerischen Wetter-

vorhersage bei sinnvoller Beriicksichtigung der Brei-

tenabhiingigkeit des Coriolisparameters gehdren fol-
gende Operationen:

a) Bestimmung der reduzierten Stromfunktion y* bei
bekanntem Geopotential aus der Gleichung [11] zur
Zeit t = 0,

b) zeitliche Iteration der als P oisson - Gleichung fiir

r 3
die Tendenz 3;{: zu behandelnden Vorticity-Glei-
chung bis zum Prognosetermin,
¢) Bestimmung des Geopotentialfeldes zum Prognose-
termin aus Gleichung [11].

3. Vertriglichkeit der geostrophischen Approximation
mit der baroklinen Vorticity-Gleichung
Auf diese Frage wurde vom Verfasser kiirzlich an
anderer Stelle (3) ausfilhrlich eingegangen, so dall hier
nur eine kurze Zusammenfassung notwendig erscheint,
Es ist eine allgemeine Gepflogenheit, den Termen der
vollstindigen (reibungsfreien) Vorticity-Gleichung

(14] %v—v-[qn)—l—{v)w:%%}-t—o

im Zusamemnhang mit der g. A. folgende griflenord-
nungsmiillige Rangfolge beizumessen:

a) aa%‘—FUS‘VﬂFE—fTF.[\
[15] b) 38%4_ vy Tijg+ @ “aiﬂ - — g7 0
alg . g gy 5
c) Framatl v:;rg-i-map-—}—(vmx%]-r_

_rjs'\?.n

'ﬁ_fmige Belspiele zur numerischen Ldsung von [10] wur-
den von B, Bolin (4) beschrieben.

Man ersieht aus den vorangegangenen Ausfiihrun-
gen, daB nur die Form [16a] mit der selektiven g. A.
hinsichtlich des Verschwindens wvon Divergenz- und
Rotationsausdriicken im Inbegral iiber abgeschlossenen
Gebieten vertriiglich ist, Dabel ist jedoch auf der rech-
ten Seite ein von der Breite unabhéngiges f anzuneh-
men. Auf der linken Seite hat man ebenfalls mit kon-
stantem f zu rechnen oder den durch die reduzierte
Balance-Gleichung definierten geostrophischen Wind
zweiter Art zu benutzen. Die Form [15b] ist nicht rich-
tig, da die Vorticity-Advektion im Mittel verschwindet,
aber nicht der Term 7¢%/*v; bei baroklinen Entwick-
lungen besteht immer eine riumliche Korrelation Zwi-
ochen relativer Vorticity und Divengenz. Horizontale
Vorticity-Adektion und Divergenzterm der rechten
Seite von [15b] gehiren zusammen und diirfen nicht
voneinander unabhiingigen Operationen unterworfen
werden, wenn man nicht mit grundlegenden Prinzipien
in Widerspruch geraten will.

Ferner ist es inkonsequent, die vertikale Vorticity-
Advektion w aai“ zu beriicksichtigen, aber den Dreh-

term (Vo X %35-] - f zu wvernachlissigen. Beide zusam-

men bilden einen Rotationsausdruck, der iiber ein ab-
geschlossenes Gebiet integriert, verschwindet. Uberdies
ist zu beachten, daB der vertikale Vorticity-Transport

o “_f* im vertikalen Mittel gleich ist dem vertikalen

Mi'tst,el- des Terms LgV-b, der aber zu vernachldssigen
ist. Auf der Form [15¢] brauchen wir nicht weiter ein~
zugehen: der zweite Term der linken Seite und der
Term der rechten Seite widersprechen sich, da sie zu-
sammen uber eine Wellenléinge integriert nicht ver-
schwinden. Nach Ansicht des Verfassers ist [15a] die
einzige Form der Vorticity-Gleichung, die mit der g.
A, vertriglich ist. IThre Brauchbarkeit diirfte aber nur
dann gewiihrleistet sein, wenn (g <€ f. Dies bedeutet
aber, daB mit der g. A. nur barckline Entwicklungen
von Feldern geringer Amplitude beschrieben werden
kinnen,

4. Vertriglichkeit der geostrophischen Approximation
mit der thermodynamischen Gleichung

Auch hierauf wurde bereits in (3) eingegangen. Auf
Grund des Energiesatzes entstammt die bei barokli-
nen Entwicklungen frei werdende kinetische Energie
eines abgeschlossenen Systems bei adiabatischen Zu-
standsanderungen der Enthalpie (= potentielle + in-
nere Energie) dieses Systems, Mit

__ L

[16] o=y o

als hydrostatischer Stabilitiat schreibi sich die Adiaba-
tengleichung

(17 N e v 9T+ B o

bei g. A. und Integration liber ein abgeschlossenes Sy-
stem
1 (raT _dT_p o
RN
Der Bogen bedeutet Integration iiber eine Wellenléinge,
der Querstrich Integration iiber die gesambe Luftséule,
Die Anderung des Mittelwertes der Temperatur bzw.
Enthalpie hingt also nur von der rdumlichen Korrela-
tion zwischen o und « ab. Nun ist wegen [16] und der
aus [17] mit Hilfe der Zustandsgleichung

(4] p = RTg
und der statischen Grundgleichung
(20] e _ 1

ap ¢
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ableitbaren Form der Adiabatengleichung
[21] e _ ]

ﬂpat el \ERV) Bi:_dm
und Berlicksichtigung der Beziehung [16] leicht die
Gleichung

22] L=—n, ‘q‘o-—g%m—-im_ ¢ 39
zu gewinnen, wobei wiederum von g. A. und der ihr ent-
sprechenden Beziehung fiir den thermischen Wind

aDg o
[23] ap -V 3%

Gebrauch gemacht wurde,
Es mige zur Zeit t = ¢ die Stabilitiit ¢ von der Hori-

zontalkoordinate unabhingig sein, Dadurch peduziert
sich [18] auf

=0

[24] :-o.-g—;l;-o.

denn @ = O wegen der Kontinuitétsgleichung, Anders
verhdlt es sich jedoch mit der zweiten Zeitableitung.
Offenbar ist unter den angenommenen Voraussetzun-
gen

—

0T _ pdo dw
2 =0: o =
[25] t=10: 3 = R3? da f:-'[p]B
Wegen
[26] = 0; 0 = o(p)
geht [22] in
o7 =09 7, O L0
[27] t=0 T iﬂp“ xp“ aap

tiber. Ferner 146t sich bei Beachtung von o = 0 fir

p =0und p = py Gleichung [25] mit Riicksicht auf [27]
folgendermalfien schreiben:

1T x“—-l - 1 dop) o
o8 =0 L Pl @
(28] roar{xuzﬂplﬂ
Offenbar ist auch

I'—y RT
eine Darstellungsweise fiir die hydrostatische Stabili-
tat, wobei I' = E den trockenadiabatischen, y = _,%L’
oz

den gemne'msdmn und I'* = lg den vertikalen Tempe-

raturgradienten einer homogenen Atmosphiire bedeu-
3
ten. Bereits durch den Ansatz ¢ = %, (a® = const. > 0)

lassen sich wesentliche Merkmale der becobachteten
vertikalen Temperaturverteilung wiedergeben. Wir
wiihlen aber den allgemeineren Ansatz

@’ >0

Dann geht [28] in

9T l’fv"'l—'—”_i}avg(;l—_l-}f)

m -
[28] t=0: b= 2 1w (S
iiber, Fiir
[30] .
H

ist die rechte Seite von [29] positiv und entspbi-::ht da-
mit einer Zunahme der Mittﬂtemperm T. Nach dem

Energieprinzip miiSte dann Elt(“‘ ‘l‘" )< 0 sein. Nun ist

abarbﬁmmhdaﬂesbﬁihlnmmdmdeamkllmﬁrhdm
Atmosphiire immer einen gewissen Wellenléngenbeneich
gibt, in welchem die Stirungen instabil werden, d. h.

eine Zunnahme der kinetischen Energie auftritt, Die
bei g, A. in die Anderung der mittleren Enthalpie le-
diglich eingehende riumliche Korrelation zwischen o
und w liefert dann im Falle [30] ebenfalls eine Zunah-
me der Enthalpie, Dies bedeutet aber eine Entstellung
der Aussage des Energieprinzips.

Aus diesem Grunde ist es in quasigeostrophischen
Modellen unangebracht, horizontale Unterschiede in der
hydrostatischen Stabilitit mitzuberiicksichtigen. Selbst-
verstindlich wird auch durch Vernachlidssigung der ho-
rizontalen Variabilitit der hydrostatischen Stabilitat
der Energiesatz noch verletzt, indem die mittlere En-
thalpie dann gar keine Anderung erfahren kanm. Dies
liegt aber an der grundsétzlichen Natur der g. A., in-
dem sie einem Stromfeld entspricht, dessen zugehiri-
ges Druckfeld keine Arbeit leistet, Eine zumindestens
vorzeichenmiillge Erfiillung des Energiesatzes 16t sich
nur durch Beriicksichtigung ageostrophischer Wind-
komponenten erzielen, Eine mit Hilfe der g A. be-
schriebene barokline Entwicklung komunt nicht zum
AbschluB3, da der einmal vorhandene Vorrat von Ent-
halpie nicht aufgezehrt werden kann. Es diirfte evident
sein, dall die g. A. auch nicht in der Lage ist, den Ok-
klusionsvorgang zu beschreiben, denn der Okklusions-
prozell entsprichi gerade der flir das Anwachsen der
kinetischen Energie notwendige Abnahme der Enthal-
pie (potentielle Energie).

Abschliefend kommen wir zur Folgerung, dafl die se-
lektive geostrophische Approximation fiir praktische
Zwecke nur brauchbar ist, wenn es sich um barokline
Entwicklungen von Feldern geringer Amplitude han-
delt, {z < f, und nur geringe zeitliche Anderungen der
kinetischen Energie auftreten. Alle anderen Fille, und
hierzu gehéren gerade die Vertiefungen von Zyklonen,
dilrften mit Hilfe der g. A. nur unzureichend erfalibar
Seln,

Die auf der Basis der g. A. zu verwendenden Glei-
chungen sind also

Dujg o]
[31] o = fo %
D (3® - )
[32] ﬁ(a'p'J -—Tw  mit
2
[33] Dij’:*at+°“"'

Wegen —2 D" = 0 lassen sich [31] und [32] zu einem Er-
haltung&sa‘tz zusammenfassen, nédmlich

g
d ap] = O
dp i
zu dessen Ableitung man auch von [23] Gebrauch ma-
chen mull,

[34] Dl
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The Work of the Dunstable Research Group

by

E. Knighting
(with 3 figures in the text)

Zusammenfassung

Vorhersagen aktueller Wetterlagen werden mit Hilfe
des Sawyer-Bushby- Modells erstellt (bis jetzt
etwa 20—30 Fille). Die angestrebten Verbesserungen
durch

1.} Benutzung der exakten seitlichen Randbedingung
fiir die absolute Hiohe h der 500 mb- (spéter 600-

mb-)Fliche anstelle von b 0 auf dem Rand,

dt

Beriicksichtigung der nichtadiabatischen Erwir-
mung der Luft iiber einer warmen Meeresober-
fliche,

Einfilhrung einer Stromfunktion anstelle des Geo-
potentials in 500 mb

erwiesen sich nicht als entscheidende Fortschritte.

2)

3.)

Zum Zwecke einer objektiven Analyse des Geo-
potentialfeldes wurde eine Extremalbedingung formu-
liert, in die aufler den beobachteten auch die vorherge-
sagten Werte eingehen. Einige numerische Experimente
wurden durchgefiihrt,

Eine mégliche Reduktion des Verfahrensfehlers (trun-
cation-error) durch verbesserte numerische Approxi-
mation der Vorticity und des Vorticitytransports wird
vermittels barotroper Modellrechnungen (liber 24h)
lberpriift.

Fiir das barotrope Modell wurde ein Integrationsver-
fahren unter Verwendung von Kugelfunktionen ent-
wickelt, das demnichst erprobt werden soll.

The work at Dunstable falls rather naturally into 3
groups

(a) testing the Sawyer-Bushby model by car-
rying out time integrations,

(b} development of a technigue for objective amnalysis,

(c) the study of new models and of the mathematical
methods of solution.

We do not have a computer at Dunstable although
we expect to instal one in 1957 which will be awvailable,
as far as [ know, for research work inside the Meteoro-
logical Office, The computer which we use is at
Manchester and is also used by many other government
departments as well as industrial firms, so that we are
not able to have computing time as we wish. We have
then, to share out the time at our disposal between the
various projects we are interested in, and for this
reason we have not been able to make an intensive
study of the Sawyer-Bushby model over a long
period. Between 20 and 30 time integrations have been
carried out, and most of the results have already been
published and T will review these rapidly. First let me

remind you of the basis of the Sawyer-Bushby
model and some of the details of the calculation. It is a
geostrophic model in which the variation of wind with
height is linear and the wvertical velocity profile is
parabolie. The twisting terms and the vertical advection
of vorticity are neglected but the non-linear ({ + 1)
dw / Op is retained. The parameters are the height of
the 500 mb. surface (later the 600 mb. surface was used)
and the thickness between 1000 mb. and 500 mb. There
is one Poisson equation to solve for the height of the
500 mb. surface and one Helmholtz equation to solve
for the thickness, These equations are solved on a grid
of 18 X 14 points, about 200 mi. apart, by relaxation
and the time integration carried out in 1 hr, time steps.

The early results showed about as much success as
other models have shown, and this success led to in-
vestigating separately (a) the effect of using the correct
boundary conditions instead of keeping h a constant and
oh/dt zero on the boundary, (b) the effect of non-adia-
batic heating of air passing over a warm sea, and (c) the
effect of using a stream function instead of the geo-
potential at 500 mb. Each new innovation improved the
forecasts a little, but not so much that we could say
that a major step forward had been made, The results
of the work of Mr. Bushby and Miss Huckle on
the use of a stream function have not been published
vet, so I will briefly review the method used. The ba-
lance equation was first solved by expressing it in finite
differences, the condition for ellipticity being main-
tained by making zero any negative values of the dis-
criminant. The quadratic equation which results from
the finite difference expression for the value of the
stream function was solved by iteration,and thisproved
a rapid method of solution.

The history of the motion was carried in the stream
function (y) and the mean temperature (h'); 24 hr. fore-
casts were made and then the Poisson eguation solved
to give the height of the 500 mb. surface, the boundary
values being kept constant, The results of three such
forecasts showed that there was some improvement in
two cases when the stream function was used, but not
sufficiently marked to indicate a vital step forward in
numerical forecasting. There was a reduction in the
spurious anticyclogenesis and a general depression In
the height of the 500 mb surface owing to the method
adopted of keeping the balance equation elliptic.

11
The objective analysis scheme is rather akin to those
used in Sweden and U.S.A. The expression which is mi-
nimised is, for the 500 mb, surface
E = YpMHs—Hd)?+ T Y plvs— va)?
1 1

—l—iqﬂ'{s — Hy*.
- .
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where Hy and vy are observed, H; is forecast and H,, Vs
are the height and wind of the surface of best fit. p and
g are weighting factors, varying with distance and T is
a weighting factor which gives the relative values to be
placed on wind and height observations. v is expressed
in terms of H; by the geostrophic wind equation. Earlier
experiments, using only observations within the British
network, had shown, when H; was taken as a quadratic
or cubic surface, that the optimum value of T? is about
2 but the extremum was flat and values of T* up to 16
could be taken with little effect upon the objectively
analysed height.

The latest experiments by Mr. Bushby have been
carried out in some cases where the forecast heights of
the 500 mb. surface have been rather poor in the light of
subsequent analysis, with the object of determining the
best values of T2, p and q. The data was searched and
the six nearest reporting stations within 1000 mi. rela-
tive to the grid point under consideration were used in
the first two terms of the expression, while the term
depending on the forecast values was evaluated at the

Fig. la
The numbering of the meshpoints

nine nearest points including the grid point itself. The
weighting factor g was taken to be proportional to p,
which itself was essentially (1 + ari)-! where r is the
distance from the grid point under consideration,

The results showed that over well-documented areas
the differences in the objectively analysed height values
was small; in effect the height value at a grid point was
determined by the nearest observations, Over the sea,
where observations are relatively rare, it was found
that where isolated observations were not in accordance
with the smooth field of forecast values, the minimising
process introduced short wave features to accommeodate
the difference. The numerical experiments were carried
out for two values of T2 (= 2, 16), two variations of p
with r, and two ratios between p and q at the same
distance (p = 4q, 16g). The short wave features were
reduced when the relative weight assigned to wind ob-
servations was largest (T? = 16), the weight of an ob-
servation at a given distance was increased and the
weight assigned to the forecast values was least
(p = 16q). Some results are given in Figs. 2.

§ -f ¥

-8 2€ -¢

§ - i
Fig. 1b

Error distribution of [x — [+

e 30° 207

500 mb. Obersvations and forecast division analysis
for 1500 GMT, 12. 8. 55
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Fig. 2d
Objective analysis (quadratic) 1500 GMT, 12, 9. 55,
P= P q —%p,. T2 = 16 sec? over Atlantie, 2 sec? over Europe
culated over the usual grid used in the Sawyer-
] Bushby model by using the values at the grid points
(0, 1, 2, 3, 4), (0, 5, 6, 7, 8) shown in Fig. la, which we de-
o - note by £+ and (% respectively. As expected the ¢X
field usually was smoother than the {+ field, and the
patterns of the field were rather similar in that the
o maxima of {+ and (¥ were usually in the same area,
often at the same grid point. Errors in reading the
] 500 mb, heights from the chart were reflected in a pat-
R tern incated in Fig. 1b and were discernible showing
5 that care in copying is necessary. A test using the diffe-
'é . rence between {1 and [* is now made to check the ini-
- tial data and show any large difference, indicating a
= region to be examined for data errors.
0
The Poisson equation
] T+2hX = (X
where "/*2 represents the operation using the grid
o points (0, 1, 2, 3, 4) was solved by relaxation and gave
i i s : 4 : ¥ F hX the field which would yield {* using the normal
piatance m'lf:;c :nm i grid lensthe method of calculation, We found that |h* —h| had a
) maximum value of about 70 ft. and exceeded 20 ft, on
Distance weighting factors :
! 152_2:'10“"8 # a2 only 123 occasions out of nearly 2000. The differences
P 128 . T T in £ were no more than could be expected from diffe-
rent amalyses of the 500 mb. chart. Since {* is the
oI smoother field it is to be preferred.

I hope to say something later in this conference about
the new models that we are hoping to study, and at this
stage I will only say that our ideas are probably much
the same as those at any other centre; we are thinking
about nongeostrophic models and models which take
into account the existence of a tropopause.

We have examined the fields of heigh-t of the 500 mb.
surface, especially in the calculation of the associated
vorticities and Jacobians. The vorticities have been cal-

Four Jacobians can be calculated by using either {+
or {* and using the points (1, 2, 3, 4) or (5, 6, 7, 8). These
we denote by J++, J+X J ¥+, JXX, The Jacobian fields
were calculated for the 20 or so cases for which {+ and
£{* had been calculated and very wide differences were
obtained, with J++ being the roughest, JX* the smoth-
est field. The differences in the fields were as large as
the fields themselves and arose owing to the relative
displacement of maxima and minima, The smoothest
field appeared to be a mean of J+* and J** which
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uses all 25 points in the symmetrical square about the
grid point in question,

We have written a barotropic programme and intend
to find the differences in the forecast values which
arise owing to the finite difference approximation used.

682
T06
735
74
817
850
885
912

937
943
946
948

668
602
T18
765
818
849
878
908
922
931
939
942
943

629
640
684
735
798
843
870
897
915
927
932

937

041

001

—039
000
0186
001

—004
004

051
078
038
—106
089
—008
—020
006
006
—0o6

017
021
—004
—011
013
004
—006
003
002

602
600
632
695
760
B26
859
887
905
919
925
928
928

071
083
—015
126
—037
—003
—006
006

575
570
594
654
T22
803
B46
876
894
09
916
920
921

001
—031
056
046
—039
—010
003
—0n1

You will note that we are unable to solve such equa-
tions as J+* = JXX to find what height field will yield
a given Jacobian field.

The first time integrations using two different wva-
lues of J have been carried out and the results are in-

All tables refer to 1500Z 30th January, 1952

587
570
584
630
691
778
831

—011
—021

116

002

603
587
502
630
678
749
816
851
8m
885
892
8
891

181

—010

000 000 —002 —010
002 001 —011

014

642
615
618
643
686
738
803
839
859
870
876
876
873

Table 1
The height field of the 500 mb surface (in tens of feet, the initial figure being omitted)

686 T04 706 706 704 699 699 709 721
670 705 T8 715 708 705 709 716 728
869 711 730 728 T17 TI6 722 726 733
687 T8 787 743 732 730 730 743 740
706 727 743 753 743 743 739 746 758
743 757 1766 766 1762 757 758 766 74
795 790 785 797 TM0 770 775 781 786
g22 810 802 788 779 781 787 791 797
840 824 812 801 792 791 795 799 804

852 835 819 B10 804 801 803 806 811
859 840 825 815 809 807 810 813 818
862 845 827 817 812 813 816 819 824
862 848 832 818 817 818 821 825 830
Table 2

Jacobian J++ (ft, hr-1)
—010 —067 —060
004 016 —018 —D14 006 019 009 —013 —004 009
006 —021 —024 —049 —046 —024 014 011 —004 —001 008
000 —060 —060 —046 —013 —019 —008 006 01T 008 —013
027 —053 —(44 —001 005 009 009 —004 002
—009 —034 —018
008 003 024 041 —003 008 018 —004 —015 —003 —001
014 —005 011 000 —001 —005 —004 000
010 —006 008 003 —005 —001 002 (001 —001

013

006

—043 027 008 —028 (40

—114

042

001

006

—034

018

—003

010 018 011 006 —001 004 001

026 013 013 005 —009 —004 003

002 003 003 004 —002 —0D2 —001

Table 3
(JX+—J++) (ft, hr.-1)
038 —013 —009 —006 ——003 —001 —006 004

011

151 —018 —004 006 —028 —001
—189 —066 064
099 038 —151 —246 —050
099 031 —031 —063 —009 004 —003 04 —O001 —002
004 —008 —007 —008 —005 —014

010

033

071

—009 003 —002
002 —003 —008 008 —015
o0 —003 020 —016 —002

—018
—032

017

147

011 000 —006 —004 011 006 —010
009 013 —006 —004 005 002 —011

031 —016 —026 009 019 007 —015 —010 023

074

013 —004 —003

007 003 —009

022

007 —001

—003

002

002

003
—001

000 —001 —002
—003 001 —003 007 —008

014

066 —004 —005 —003 —006 006 —003

018 —002 —010 006 008 —003 003
012 —012 004 —001 000 004 —001

018 —008 —003 006 004 —005 —003 002

004

003 000 000 —004 000 003 001

Table 4

(J'X+_J++) (ft, hr‘-lj

026 —008 —005 —004 —001 001 —003 001

003 —017 —001
045 —038 —004 —008 —007 —007

—039 —009 009 045 010 —003 —009 003 006 001 —008 —005 011

026 —031 —070 —005

001 —004 002 014

023

008 —001 —O004 —002 006 001 —004
011 o009 —002 000 003 001 —003

018 —006 —001 —002 —005 003 —001

002 —003 —014 001 001 —001 002 001 —001
001 —003 —011
003 —003 —003
005 —004 004 —006 002 003 001 —003 000 002

004

000

007 001 —005 004 004 —001 00O
005 —005 002 000 O01 002 —001

000 001 002 —003 000 001 000



716
T44
il
812
853

914

921
922

T16

777
812

900
914
921

928

877

732
T63
812
860
801
913
921

922

677

732
763
812
860
901.
913
921

922
924
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Table 5
(IXXJ++) (ft hr.-b)
—011 —011 —D05 —004
000 —009 —003
014 015 —006 —003 004
019 004 —016 —008 019

058 000 —001 —004 —008 004 (001
—047 —014 —001 —001
001 —008

009 —011
—005 —003 006 003 —005
002 —001 —004 000

—034° 019 005 —020 043 036

056 —079 031 006 003 —031 009
053 094 —011 —006 019 —030 —001
—093 —152 —D64 046 119 038 —005
081 082 031 —143 —215 —049 060
—006 016 032 061 078 028 —026
—016 004 —006 —006 —002 —009 —019
004 —008 002 000 013 —006 —003
006 000 —003 =003 007 —013 012

—004 —002 —001 015 —011 —005 007 001
Table 6
(IHX+JXX) (£t hr.-L)
— 45 15 -7 =25 —39 -2 1
43 27T —4 —I7 7 —8 —14 —3
25 55 31 1 —7 —43 —53 —3
13 30 10 2T, 22 —36 —50 —2T
T 3 —I11 20 -1 —11 —8
—1 5 4 23 11 —1 3 —5
4 —1 —1 ki 3 17 27 T
4 3 1 1 —2 8 11 2
—1 0 —2 —5 —4 1 3 3
1 1 -1 0 5 5 1 3
Table 7
24 hr. 500 mb. forecast for 1500Z 31st January,
639 627 618 633 657 670 677 678
663 656 640 625 623 620 649 657
BB0 673 659 647 644 639 640 639
719 T10 699 692 682 681 670 672
752 74T 74T 746 738 731 736 73T
810 @800 BOO T8 788 TB1 V5 792
859 850 848 B41 830 824 824 824
899 893 887 878 867 861 859 B5T
913 912 910 901 895 886 884 883
923 926 922 919 913 901 899 B95
925 925 926 922 921 918 915 906
923 923 921 920 913 907 902 891
923 922 921 920 915 910 904 897
Table 8
24 hr. 500 mb. forecast for 1550Z 31st January,
639 627 61B 633 657 670 677 678
671 650 638 622 617 616 636 651
691 674 664 651 632 614 618 625
718 714 701 695 677 658 641 633
61 753 755 739 731 726 708 692
B10 810 794 7BE 782 T8 TBZ T6T
856 856 B49 832 823 B32 831 B2
889 891 B83 868 863 8BGO BT2 865
912 909 910 894 886 894 901 804
923 0622 0914 908 903 907 914 910
824 925 922 922 919 923 925 918
923 923 921 920 913 907 902 891
923 922 921 620 916 910 904 BO7

014

—018

013

010

10

674
664
639
672
731
7688
823
858
882
880
896
873
883

674
665
643
638
871

003

7 5
12 7
10 9

3 9

2 6
13 4
11 1

3 -1

1 0

3 1

1952 using
677 677
671 675
656 668
672 671
T30 T15
791 766
827 806
852 834
869 850
880 861
886 862
850 834
863 842

001

000 —006 003
005 —009
000 —009

012

005 000 —003
006 009 —001

001

LLbLbLoa Ll

J++

678

684

716
761
T85
818
831
830
835
822
830

1952 using J*+

877
672

671

677
676
675
677
691

EEERE

850

842

670
683
690
700
715
738
761
784

818

EEE

003
—002
002

Lobbhlolle

702
713
725
51
778
789

809
818
814

692

T08
716
728
T44
761
775
789

811
514

001
000
001

S o b by = 0 W

—1

707
708
715
726
T42
762
776
787
794
800
808

818

715
719
721
733
750
766
716
785

802

818

716
T24
731
37
742
751
762
174
782
790
801
810
820

716
724
731
737
742
751
762
T4
782

801
810
820
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cluded in Tables 7 and 8. The integrations are for 24 hr.
and are made from the data given in Tables 1 to 6.
The Jacobians used are J++ and JX+. There are very
marked differences in the forecast heights given in
Tables 7 and 8, rising to over 700 ft. The deep trough
was developed much further westward in Table 8 than
in Table 7. Further time integrations will be carried
out.

Mr. Gilechrist is applying spherical harmonic
analysis to a simplified form of the barotropic model
at the 500 mb. surface. Since we are expanding the he-
mispherical function of height in terms of solutions of
equations

V& = n{n + 1)®

geostrophic vorticities are written down automatically
and the solution of Poisson equations becomes auto-
matic. The non-linear terms such as J (%, V/2®) are ex-
panded by means of formulae of the type

Py Py = 2 P°

which have been investigated fully by Mr. Gilehrist.
The problem now becomes one of representation and
success depends upon how many harmonics are re-
quired to define closely enough an initial height field.
So far harmonics up to P!} have been used in the pro-
blem of representation, and up to P} in the integration.
It is believed that the vorticity calculations require a
more accurate representation than does the velocity
field.

This method of attack on the problem of forecasting
may be more useful over longer periods of time since
we are able to represent the persistent long wave pat-
tern by a relatively few harmonics. The task of com-
puting all the coefficients will commence very shortly.



— 3878 —

DK 551.511.8 : 551.500.313

An Atmospheric Model Including the Tropopause Effects

E. Knighting
(with 1 figure in the text)

Zusammenfassung

Die Atmosphire wird durch eine variable Druck-
flache, die mit der Tropopause identifiziert wird, in
zwei Schichten eingeteilt. Ober- und unterhalb dieser
Grenzfliche wird eine quadratische p-Abhiingigkeit der
Vertikalgeschwindigkeit « vorausgesetzt. Zusitzlich
wird angenommen, dall der thermische Wind eine line-
are Funktion von p sei und seine Richtung mit der
Hdéhe nicht #ndere. Die Parameter des Modells sind die
Vertikalgeschwindigkeit wr an der Tropopause, die
relative Topographie h' zweier fixierter Druckf{lichen
(P, po) und die absolute Topographie Hy von pgy (bzw.
H von P). Filr wr ist eine (elliptische) Differentialglei-
chung zweiter Ordnung zu ldsen. Mit der Kenntnis von
wr folgt 3h*/3t direkt aus der Adiabatengleichung, wih-
rend fiir Hy bzw. H eine Poissongleichung geldst werden
muf.

1. Introduction

The atmospheric models which have been used for the
numerical integration of the equations of motion have
divided the atmosphere into slices bounded by isobaric
surfaces and these models may be regarded as having
a fixed tropopause. The following analysis is concerned
with a variable pressure surface which will be identi-
fied with the tropopause, dividing the atmosphere into
two regions. The general equations are obtainable
almost as easily as those which follow but here it is
assumed that the vertical wvelocity has a parabolic
profile in both the troposphere and the stratosphere
defined by two parameters, the pressure and vertical
velocity at the tropopause. Additionally, the thermal
wind is taken as a linear function of pressure and with
constant direction. The resulis of the time integrations
should then be comparable with the results obtained
using the Sawyer-Bushby model.

po H,w=0

Pr, Hr, we

/ PH

-

divergence

Po,He, w=0

Fig. 1 Pictorial representation of the model]

2. The Model

The model is represented pictorially in Fig. 1 which
explains the notation. Hy;, H and H; represent heights
above the mean sea level; p, and p1 are two pressure
levels at which dp/dt vanishes, while P is a fixed
pressure surface; h' is the thickness between py and P.
The tropopause pressure is pr and at that pressure
dp / dt = wr, it is assumed that @ = dp / dt at any
given level p is Eiven by

w = wra (p, pT) P1 £ p = pr
wr f (p, PT) PT < P < Pa (1]

In order to specify the form of the functions « and §
we assume that there is a linear change of isobaric
divergence with pressure in both the troposphere and
the stratosphere, vanishing at the upper level pi. The
thermal wind shear is taken to be linear in the
troposphere, and in the stratosphere if predictions are
to be extended to levels above the tropopause. The
equations written here will apply to the troposphere
but the extension to the stratosphere is clear. It will
be observed that once again we are making the crudest
assumptions which fit the general observations, follo-
wing the practice of taking the simplest models possible
in a first examination of the problem.

3. The wvariation of vertical velocity and wind with
pressure

Equation [1] is sufficient for our purpose, but with
the assumption of a linear distribution of isobaric
divergence with pressure we have

W = an(;:?l)' P <P spr

' ) o —po) +

1
= ) 2 — h
T [ (]h —P Pr—p
2 (pr — po) P—Po ’]
il | 2
(B Pl )(P2R)] er<p<m @
If we take p, = 1000 mb, pr» = 0 mb, then from
equation [2]
wp = ¥y wy pr = 200 mb.
= 3, wn pr = 500 mb.
where wy, is the maximum value of w, showing that in
dealing with wt we are not dealing with a guantity

which is an order of magnitude less than the maximum
or mean vertical velocity.

The variation of wind with pressure is expressed in
terms of the thermal wind between two fixed levels
Po, P below the tropopause

v =\'n+-[l;-7'pn‘f' PT S P < Po
— Po [3]'
"’1 =k x % vh'!
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vo—kx B 3 7Hs 41

with similar vorticity equations.

4. The adiabatie equation

We assume that the motion is adiabatie, although
non-adiabatic effects can be allowed for. The equation
for the thickness h’ between the levels p, and P is

3'1 aT) dp
aD 3 5]

where y is the suitable adiabatic lapse rate and ¢ the
density. We require an assumption about the integrand
and take y /g 9 — 3T / 3 p = — K where K is a constant
evaluated from the mean wvalues obtained by obser-
vation.

Then,
_ah'

P
' V- h’m——Sa:- b A
Ybvew (w

+v §K w1 G (po. P. pr. p1) (61

where
P

G = | Pl

1 _,,‘ — P
— pr—pJfP po) +

(‘2 (pr—po) __ l)(P - Pu)'l

Pr— Pt PT — Por

and is easily evaluated. Taking the Laplacian of [6]

b T Ty Th) = K {GT? wr - wr 7IG-
+29G-Yor] [

and allowance could be made in thas equation for /2 K

5. The diagnostic equation for w1
Neglecting the twisting tarms the vorticity equation is
A R B Ty Sk (8]

and subtracting that at the level pe from 'that at the
level P

Vo TE VT G+ £

_m—{250+=f+5’}(P '::’") {QET:P'I’“]—l) (91

where w and derivatives have been expressed in terms
of wr, If we now assume that the winds are sufficiently

geostrophic
o= s[ 7? h*
so that comhinlng equations [7] and [9]

KRGv*w +=. RoG. vw-r-{-w-r[K viG — s

2
pr—pn)] =
= V(0 h) = L DlorH)—

Having eliminated the time variable, equation [11] is
diagnostic in wr and can be solved either by integration
or by finite difference methods.

f(2PT P _
tz;n+zr+;nam‘_pl It

Vo VL

6. Forecast of thickness and height of an isobaric surface

The thickness tendency equation to the level P is
3h'+v gh' = R S KGar 2]

and this equatmn is used as a prognostic equation in h’
since wt has already been obtained from equation [11].
It remains to obtain a forecasting equation for H, or
for H. Owing to the proximity to the surface it is
possible that the wvorticity equation

2B 91H, + vo- V(8 UTHo+ D
= 2(8 v=:—|c.+f)(§7_.§ Pr_‘_p)mr [13)

(1]
is unsuitable although it should be tried. Otherwise we

solve the corresponding voriteity equation at the level
P for H and subtract the thickness to obtain Hy.

7. Forecast of tropopause pressure

We note that

de
dt

wr =

= 9pr _
A

[14]

which is the prognostic equation for pr.
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The Success of 72-hour Barotropic Forecasts in Relation to Mean Flow Patterns’)

by

Jerome Namias

Abstract

The error field of a month-long series of barotro-
pically computed T2-hour forecasts is compared with
the time-averaged mean mid-tropospheric and thick-
ness anomaly charts for the corresponding period. The
goodness of the numerical forecasts appears to be re-
lated to the positions of the great ridges and troughs of
the planetary waves of the mean charts in the sense
that areas of greatest success coincide with ridges amnd
troughs while the areas characterized by poor success
are in confluent and thus baroclinic portions of the wa-
ves, An explanation is offered in terms of the smaller
short period fluctuations associabed with cyclone waves
which are interdependent with the mean patbern,

The purpose of the note is twofold: 1. {0 suggest an
avenue of approach to the pressing problem of how to
improve short range numerical prognoses (through
study of the errors with respect to climatic anomalies
in the general circulation), and 2. to suggest an attack
which may for the first time afford physical clues to
the central problem of long range weather prediction
— namely the problem of determining in individual
months or seasons which centers of action of the
general circulation are primary or forced and which
are secondary or responsive,

*} Published in: Tellus 8, 206—209 (1956).

Zusammenfassung

Das Fehlerfeld einer Monats-Serie T72-stiindiger
barotroper Vorhersagen wird mit den iiber die Zeit
gemittelten mittleren Anomaliekarten der absoluten
und relativen Topographie dieser Periode wverglichen.
Die Giite der numerischen Vorhersagen scheint zur Po-
sition der groBen Riicken und Trége planetarischer
Wellen der Mittelkarten in der Weise in Beziehung zu
stehen, dal Gebiete bester Giite mit den Riicken und
Trogen zusammenfallen, wihrend sich Gebiete schlech-
ter Giite in konfluenten und daher baroklinen Teilen
der Wellen befinden. Eine Erklidrung bieten die kurz-
fristigen Schwankungen, die mit Zyklonenwellen ver-
bunden sind, welche wiederum vom mittleren Feld ab-
hingig sind.

Der Zweck dieser Verdffentlichung ist =zweifach:
1) einen Weg vorzuschlagen, um das dringende Pro-
blem der Verbesserung der kurzfristigen numerischen
Vorhersage anzufassen (durch Untersuchung der Feh-
ler in bezug auf klimatische Anomalien in der Allge-
meinen Zirkulation); und 2) eine Moglichkeit anzu-
regen, wie zum ersten Male das Zentralproblem lang-
fristiger Vorhersagen durch physikalische Schliisse an-
gegriffen werden kann — niimlich das Problem, wie in
einzelnen Monaten oder Jahreszeiten bestimmt werden
kann, welche Aktionszentren der Allgemeinen Zirku-
lation primér oder erzwungen und welche sekundir
sind.
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Uber die numerische Berechnung zukiinftiger atmosphérischer Zustinde

Voo

Heinz Reiser

Zusammenfassung

Auber bei ganz speziellen Anfangsfeldern kiinnen die
atmosphinischen Modellgleichungen nur mit Hilfe nu-
merischer Methoden geldst werden. Die Nichtlinearitit
der betreffennden Gleichungen erschwert eine realisti-
sche Abschitzung der durch die numerische Behand-
lung bedingten WVerfahrens- und Abrundungsfehler
aullerordentlich; dagegen konnen Abschiitzungen bei
Verwendung der entsprechenden linearisierten Glei-
chungen leicht durchgefiihrt werden.

Die hier vongelegten Untersuchungen basieren auf
dem quasigeostrophischen 2-Flichen-Modell; die unter
Annahme einer lediglich von p abhiingigen Grund-
strdmung U linearisierten Modellgleichungen besitzen
einfache Wellenldsungen, mit deren Hilfe das allge-
meine Anfangswertproblem durch Superposition geltst
werden kann. Diese Rechnung wurde sowohl fiir die
analytischen Gleichungen durchgefiihrt als auch fiir die
Differenzengleichungen, die durch Einfilhrung eines
Punktgitters flir das Zeit-Raum-Kontinuum und zen-
trierter Differenzenquotienten an Stelle der Differen~
tialquotienten entstehen. Der Vergleich beider Losun-
gen ermiglicht Aussagen iliber das Verhalten der Ver-
fahrensfehler, welche die (komplexen) Phasengeschwin-
digkeiten der einzelnen Partialwellen modifizieren.

Am auffilligsten ist das Auftreten zweier Phasen-
geschwindigkeiten ¢, und ¢y mit verschiedenen Real-
teilen, aber gleichen Imaginéirteilen bei der Differen-
zenrechnung im Gegensatz zu der einen Phasen-
geschwindigkeit ¢y des analytischen Modells. Diese Er-
scheinung entspricht der Tatsache, dafi prinzipiell die
Anfangswerbe an zwei verschiedenen Zeitpunkten t,
und 1 fir eine eindeutige Lisung bekannt sein miis-
sen, wenn zentrierte Differenzenquotienten beziiglich
der Zeit eingefiihrt werden, L&Bt man die zeltlichen
und raumlichen Maschenweiten immer kleiner werden,
so nihert sich nur die Phasengeschwindighkeit ¢, dem
Wert ¢y des analytischen Modells, wihrend der Real-
teil von ¢y’ beliebig groB wird.

Eine Abschitzung des durch die Abrundungsfehler
verursachten Unsicherheitsbereichs zeigt, daB im Falle
baroklin labiler Partialwellen dieser Fehler mit der-
selben Exponentialfunktion anwachsen kann wie die
Welle selbst; im Falle rein reeller Phasengeschwindig-
keiten (neutrale Wellen) wiichst der Fehler langsamer
als N® an, wenn N die Anzahl der Zeitschritte ist.

Grundsitzlich kénnen diese Abschiétzungen auch fiir
kompliziertere atmosphérische Modellgleichungen er-
weitert werden, wenn diese linearisiert und in endliche
Diferenzenquotienten iibersetzt werden. Deshalb ha-
ben alle Schliisse, die aus den hier dargelegten Resul-
taten gefolgert werden kénmen, eine allgemeinere Be-
deutung.

Aus den Losungen folgt, daf die aus dem Verfah-
rensfehler resultierende Phasendifferenz zwischen den
Partialwellen des analytischen Modells und denen der
Differenzenrechnung linear mit der Zeit und sehr

schnell mit abnehmender Wellenlinge L, = :_i

nimmi, Bei Verwendung normaler Maschenweiten
(/Ax = 300 km, At = 1h U im Mittel iiber p 20 m/sec)
werden deshalb die Details in einer Vorhersage {iber
beispielweise 48b (kritische Wellenlinge won etwa
1500 km) vollkommen verfilscht, und nur groBriumige
Phinomene kiénnen noch als physikalisch reell angese-
hen werden. Eine &hnliche Folgerung 148t sich aus den
Abrundungsfehlern herleiten. )

Iu=

Diese Begrenzung, welche durch eine von der Zeit
abhingige kritische Wellenldnge charakterisiert wird,
scheint ziemlich unabhingig von dem speziellen atmo-
sphirischen Modell zu sein und wird hauptsichlich
durch die Moschenweiten Ax und At bestimmt Des-
halb wird der Gebrauch komplizierterer atmosphéri-
scher Modelle nur dann bessere Resultate liefern, wenn
gleichzeitig die Fehlerquellen der numerischen Li-
sungsprozesse durch eine Reduktion der Maschenwei-
ten vermindert werden.
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On the Inclusion of Moist Adiabatic Processes in Numerical Prediction Models

by

%
N

Joseph Smagorinsky%
(with 7 figures in the text)

Abstract

Numerical predictions of precipitation by means of
a dry adiabatic quasi-linearized 3-level model show a
systematic underprediction of the large-scale observed
precipitation by as much as a factor of 35. The discrep-
ancy is diagnosed as mainly the result of incorrect
vertical motions inherent in baroclinie models of the
type which are in current use. It is shown that heat of
condensation, and to a lesser extent variations in the
static stability, account for a major portion of the dis-
crepancy. A 3-level non-linear moist adiabatic model is
constructed and a means for solution of the governing
equations ds given,

Zusammenfassung

Numerische Vorhersagen des Niederschlags mit Hilfe
eines trockenadiabatischen guasilinearen Deredi-Flichen-
modells zeigen systematisch eine zu geringe Vorhersage
{bis zu 35 mal) des groBrdumig beobachteten Nieder-
schlags. Der Unterschied wird hauptsichlich zuriickge-
fiihrt auf die zu ungenaue Errechnung der Vertikalge-
schwindigkeit mit den baroklinen Modellen, die zur Zeit
Verwendung finden. Es wird gezeigt, dal im wesent-
lichen die Kondensationswirme, in geringerem Male
auch Abweichungen in der statischen Stabilitat, fiir die
Ungenauigkeiten verantwortlich sind.

Ein feuchtadiabatisches nichtlineares Drei-Flichen-
modell wird aufgestellt und eine Anweisung fiir die L-
sung der zugrundegelegten Gleichungen angegeben.

1. Indroduction

The occurrence of condensation in the atmosphere is
significiant for short- and long-period evolutions of the
meteorological elements. The motions can be directly
affected by the addition of heat of condensation. They
are also affected indirectly by the change of radiative
balance as a result of the changed albedo of the atma-
sphere through cloudiness and also by variable water
vapor absorption. The most immediate manifestation of
condensations is of course precipitation.

The ability to predict large-scale precipitation is in
fact an excellent'measure of the ability of the numer-
ical baroclinic models to predict the vertical motion
field. The results of two such predictions were publish-
ed in 1955 (1). These calculations were based on a 3-
parameter model described by Charney (2) which is
esgentially the same as the model which has been in
operational use by the Joint Numerical Prediction Unit
in Suitland, Md., for more than a year. Briefly, the prop-
erties of the precipitation model are: the stratification
is introduced by means of three divergent barotropic
layers in which the motion is quasi-geostrophic, quasi-

*) This work was jointly sponsored by the U. S. Weather Bu-
reau, the Office of Naval Research, and the Geophysics Re-
search Directorate, Air Force Cambridge Research Center.

static, quasi-horizontal (i.e., the vertical advection of
vorticity and the turning of vortex tubes are neglect-
ed); the potential vorticity is linearized when it appears
undifferentiated in the potential vorticity equation; the
heat of condensation does not react upon the motions;
the large-scale orographic effects are introduced a pos-
teriori in a crude fashion; precipitation is assumed to
occur at saturation. The results of these two calcula-
tions indicated a high degree of success in predicting
the 12-hourly precipitation,

Since that time, additional calculations were made
with essentially the same model except that the large-
scale orographic effects were completely ignored and
the wvertical coordinate was taken as proportional to
square of the pressure, These calculations were made
entirely by electronic computer. The verification in the-
se cases was exiremely poor guantitatively although
they were quite acceptable qualitatively. These will be
discussed in greater detail later. Examination of the re-
sults disclosed no appreciable effect due to the minor
changes from the original model (1}. ’

This striking failure to predict the large-scale averag-
ed precipitation, even when one tends to crudely take
account of convective precipitation, has been evident
even by simpler means of analysis. It is often impossible
to account for sufficient condensation from vertical mo-
tions of the order of 5 cm sec-1 which are deduced from
baroclinic prediction models. If the vertical motions
are indeed too small, then what effect should this have
on the horizontal flow prediction? The difference in
flow evolutions in barotropic and baroclinic models
usually occurs slowly, becoming most pronounced after
24 hours, Hence one would expect that if the vertical
motions in the baroclinic models were incorrect in mag-
nitude, the influence on the horizontal motions also
would be slow., On the other hand, incorrect wvertical
motions can account for highly incorrect calculated
precipitation even in the first 12 hours.

Further analysis of the precipitation calculations, good
amd poor, led to a reexamination of the prediction mod-
el. It became apparent that in addition to convective
activity the neglect of the feed-back of heat of conden-
sation and the linearization of the static stability could
be responsible for at least a considerable portion of the
discrepancy between the predicted and the large-scale
observed precipitation, In particular, heat of conden-
sation has an important destabilizing influence which
manifests itself immediately in the vertical motions,
One may speculate that, depending on other circum-
stances, the influence on the honizontal evolutions may
become appreciable within 24 hours. It was of interest
to note that the hypothesis seemed to indicate that two
relatively good precipitation forecasts with “dry* model,
(1) would be affected less than the four more recent
caleulations if moist adiabatic changes and a variable
static stability were permitted.
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The derivation of the equations for a model including
moist adiabatic changes, the means of solution, and the
results of some controlled experiments from which the
above deductions were made, will be discussed in the
following sections.

2. The Differential Equations

We take as the governing hydrodynamic equations
the geostrophic and hydrostatic equations and the
quasi-horizontal vorticity equation, The latber may be
written as

>=n )
where 7 is the vertical component of the absclubte vor-
ticity, p is the pressure, t the time,

ru——P

d _ D ]
=Dt
D__ @ i} ]
De=a T ta T Vi

X, ¥, are the coordinates in a pressure surface positive
eastwanrd and northwand respectively, and u and v are
the respective welocity components.
The individual change of potential temperature due

to heat liberated during condensation is

din® r

i 21
where the potential temperature, 8, is given by

In ® = const + (1—=x) In p + In % 3

(1-2) = cy/cy is the ratio of the specific heat at constant
volume to that at constant pressure, ¢ is the density,
I'/p is din ©/dp along a moist adiabat, and

{0 if HJEO or r<_rs } [4,

1 if w<0 and r=rs

I' is derivable from the Clausius-Clapeyron equation,
the condition of conservation of equivalent potential
temperature, and the egquation of state (see (1)):

I‘---m:;:—%{e (5]
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e 0
in which L is the latent heat of condensation, T is the
temperature, A-1 is the mechanical equivalent of heat,
and R* is the gas constant for water vapor. r is the mix-
ing ratio and 1y its saturation value, a semiempirical
function of p and T.

Thus the thermodynamic enengy equation has the same
form as for dry adiabatic motions except for the coef-
ficient of w, which we call the effective static shability:

Dln®& dln 8 I

0o=21 +( i —d;)w 7
The difficulty in the solution of the prediction egua-
tions lies in the non=linear dependence of w and 4§, par-
ticularly since § varies in jumps. In order to cope with
this non-linearity, we formulate the problem in terms
of the differential equation for w. In what follows we
ignore variations of f in the geostrophic approximation.
Applying the geostrophic and hydrostatic approxima-

tions to [3] and [7], we have

WhmaEEandyE
CPT

atp 1 adi
ad 3 ln =] I
—_ 4 =
H= P ( ap p) "

and to [1] we have
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where & is the geopotential and J is the Jacobian opera-
tor taleen in the order x, y. Since 46T is var-
iable, it would appear consistent if dln®/dp can vary
hornizontally, Hence at the minimum, three degrees of
freedom are required in the vertical. In the manner of
Charney and Phillips (3), we fashion a 3-level
model with ¢ = (p/P)? the vertical coordinate, where P
is the pressure at the lower boundary. We define a ver-
tical finite difference index k such that

k=30c+ Y2
and the vertical increment is Ac = oy, — Gy,

One normally would express H in [0] in terms of
22d/302 and 3®/30 using [3] and the hydrostatic approx-
imation such that

20 ad

H = (3) 53 + —x—in 5 32 [13]

In the case of three degrees of freedom in the vertical,
the linear first-onder finite difference value of 32d/Jo?
is constant in each vertical:

By, | Py — 29D,

a)?
One finds, however, that the truncation error is guite
lange for such a crude vertical mesh. Hence, although a
first difference of & gives a fairly good approximation
to 90/3¢ and hence to the density, second differences
may give a quite erroneous value of the corresponding
continuous form, For example, in determining H from
[13], [14], and the standard atmosphere values of P at
k = 1, 2, 3, one finds an error of an order of magnitude
and of opposite sign compared with the value of H de-
termined directly from thestandand atmosphere,,sound-
ing“, What suggests ibself is the use of non-linear dif-
ferences which make use of the climatological knowm
variability of temperature in the wertical. Experience
has shown that a form
(5)

T=a+bln

gives a very satisfactory representation in the tropo-
sphere, With the hydrostatic relation we can write

8
a =3 a &
1=1

12]

[14]

[15]

a [16]
b = Z by & l

I=1
where the a) and b) can be compubed once and for all.

To utilize [15] in calculating H, we write [#] in terms
of 3®/30 and 3T/3p = b/p:

H= —--[20 (6!"—!-8} 30 +Rb[
where R is the gas constant for air. Finite differencing

[8], [17], and [10] in the wvertical with o the wertical
coondinate and abbreviating

[17]

— 20k
Iy = o 46 (18]
yields:
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We form the differential equation governing w at an
interior level k1% by eliminating 3%/3t between [19)
and [21]:

A Hw)k+v, — fZk v (Zed 1 k41 -+ Zikgk) @k,

= — Zk+v Jinks1 + ik — | Pesr— Pie) — Zikss,

(Z+1 1 @kt - Zke ke rk—1sy)

where wy, and wy, are given by the boundary condi-
tions.

[22]

To insure the non-hyperbolicity of [22] we set 5 = o if
n< 0 and H= 0 if H<0. This is probably taken care of by
the non-geostrophic motions in the actual atmosphere.
In particular, H<0 represents a state of large-scale gra-
vitional instability. Such instability does not persists
since it is normally relieved by small-scale convective
miotions. Since the model being devised here has no way
of dealing with convective motions, then when H<o
setting H = 0 simulates the effect of conwective mixing,
thus restoring the large-scale motions to a state deter-
minate from our differential equations and boundary
conditions. It is clear that we are neglecting the action
of the convective mixing on the vertical redistribution
of momentum, heat and water vapor, except as it mod-
ifies the effective stability.

It is necessary to provide for predicting changes in r
in order to determine § in [4]. This is accomplished by
neglecting evaporation sources (1) and assuming a wa-
ter vapor sink due to the immediate precipitation upon
the attaining of saturation of a material particle. Hence
dlnr dinrs Q
dt = 4 d —d;w [23]

where Q/p is dln ry/dp along a moist adiabat. One can
determine the despendence of @ on T and r. in a man-
ner similar to that used in deriving [5]:

-2y te—1
Q ay —a—1 =0 (24
Hence the equation for continuity of water vapor is
_ Dr ar . Q
Q_Dl+[.é_P or P)w [25]

In vertical finite differences and using the geostroph-
ic approximation [25] becomes
ank _ 1 (5 Q
=l o — (5~ P)k wk
For the purpose of calculating (3r/3p)ik we assume r to
vary quadratically:

[26)
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where A'jx can be computed once and for all.

To compute 4y, in [20], we need ry..,, which we
can determine from [27]:
1

2 Bilgyw n
-1
To obtain w at integral values of k in [26], we linearly
interpolate

[29]

rk + ‘JI! -

w1, + @i-1,
2
According to [5], [24], and [6], Iy 4., in [20] and Qk in
[28] are functions of T at k-+Y: and k, respectively. For
this purpose T is calculated from [15] and [16].

[30]
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3, The Boundary Conditions

We take
Wi, = 0 [31]

At the lower boundary we assume surface pressure var-
iadions due to the earth's orography to be small pertur-
bations compared with the mean surface pressure, This
permits us to deal with linear boundary conditions and
simply connected domains in each coordinate pressure
surface, Hence

Wyly = Vh- Vph [32]

where pp is the standard pressure of the large-scale
smoothed orography and v is the wind vector with com-
ponents u and v. vy, is interpolated from .

(FTh - Pa) Va-— [FTh — Pa} V2

Vi = [33]
Pas — Pa
For lateral boundary conditions we take
ap
o - 0 [34]
TP = ¢ [35]
ar
5= 0 [36]
Hence the condition on @ can be obtained from [19]:
L S NT 137)

f ﬁHd]iH—'f,

where we have taken for H its standard atmosphere
dry value at k+3, We can compute J (®y,,, $x) on
the boundary making use of [35]. Numbering the hori-
zontal grid points as in fig. 1, then & at the extermal
paoint 2 must be

Py = — D —y — P+ 4D, [38]

Fig. 1
Typieal horizontal mesh at a lateral boundary.

4, Relaxation Methods

Eq. [21] can be solved by the extrapolated Liebmann
procedure outlined by Charney and Phillips (3).
The vertical motion equation [22] introduces additional
complexities. Upon finite differencing the Laplacian
operator, [22] is of the form

! Hw) — fo =W [39]
Eg. [20] may be written in the form
H = (1—4d) Hi + dHm [40]

where H, is the dry adiabatic value and H,, the moist
adiabatic value of H. Therefore, H depends on « through
[4]; and r, rs, Hy, Hy, and W are known variables, We
denote the iteration number by the anterior superscript
r. We scan from the lower left corner of the grid, denot-
ing by the posterior subsecript, points in a k surface ar-
ranged as in fig. 1, but where ( )g is at an interior point.
Systems [39], [40], and [4] can be solved by the relaxa-
tion scheme
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Flow diagram for numerical solution of moist adiabatic
model equations,
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‘b'l-lmo —[1—-i}"wu+ml'+'mwl-+
+ " (Hw)s + *(Hw)s + *Ha) — W)
{ YH = Hy + (Hm — Ha) ¥'d
it "H<o settozero

vy __{0 it V=0 or r<rs

1 if Yw <oandr=rs

{ A>1 for over-relaxation
A<1 for under-relaxation

[41]

where

5. Computational Procedure

We will now outline in some detail, by means of a flow °

diagram, fig. 2, the order in which the model equations
are used. Where an operation is more or less self-evi-
dent from precedent (e. g. (3)), the details of this opera-
tion are not indicated in the flow diagram, e. g., the for-
mation of the horizontal finite difference operators, the
map scaling, the time integradion, and the solution of
the absolute vorticity equation [21] by relaxation meth-
ods when o is given. r is the time index such that
t = ¢/At, where At is the time increment and t = 0 ini-
tially.

6. An Exeperimental Relaxation of the w
Differential Equation

It was desirable to study the convergence of the itera-
tive scheme [41] and also to obiain a rough estimate of
the effect of heat of condensation at one time, To sim-
plify matters a 2-parameter model was -constructed
with p the vertical coondinate such that the vertical fi-
nite difference index k = 2 (p/P) + /2. Hence we have
an equation of the form of [39] applying to the k = 3/
level or p = 500 mb, For this experiment we take w = 0
on the lateral boundaries, and f2 = constant =~ 2 f2
(As/Ap)2 = 0.72x 104 cgs, where /\s is the horizontal
mesh length. A reasonable field of points wherer = 13
was specified and the variability of H was simplified to

H=THy=const. = 4x 104 cgsifd =0
H = Hp= const. itéd=1

A number of experiments were performed in which
different values for Hyn were used, These values were
confined to the range 0 < Hy, < Hy. The field of W was
generated by taking H = Hy everywhere and using a
field of w at 550 mb which had been obtained from a 3-
level model calculation, This field of w was also used
as the first guess in the iterative scheme [41].

Fig. 3
A field of vertical motion (¢m sec—!') assumed to occur with
dry adiabatic motions.

Fig. 3 shows the field of w = —gow for Hy =Hg. In
figs. 4, the hatched areas contain peints where r = r,.
These figures show the results of the relaxation of Hp
= { for tho different scales of saturafion area, The va-
lues of w where r = r; are considerably larger than in
the dry case, where as the remainder of the field of w
was handly influenced. The variation of the maximum
value of w located in south-central, United Stabes for

intermediate values of Hy, i shown in fig. 5. These are
given in terms of the ratios of the moist to dry values
of w. It is quite apparent that the influence of the heat
of condensation through the effective static stability is
one of destabilization. It is also to be noted that the
smadler the scale of condensation the larger the vertical
motions.
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(b)

Fig. 4

The field of vertical motion corresponding to fig. 3 when moist
adiabatic motions are introduced. r = rg in the hatched area.

Hm = 0. (a) large-scale saturation; (b) small-scale saturation.
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SMALL SCALE

LARGE SCALE

It o
Hn /gy

Fig. 5 .
The ratio of the moist-to-dry value of the maximum w located

in south-central United States in figs. 3 and 4 for different
values of Hm/Hd.

Experimentation with i to optimize the convergence
rate indicates that for Hy, ~ Hg, over-relaxation is op-
timum with a value i==1,5. For Hy, < Hy, under-relaxa~-
tion with 1 = 0.25 for one to four iterations and then
over-relaxation with i = 1.5 is optimum®*). Convergence
to the criterion *+1w — ¥w < 0.025 cm sec-! in a 19 x 29
grid is accomplished by 9 iterations for Hy ~ Hj and 18
iterations for Hy, <€ Hy in the case of the larger-scale
saturation area. For the smaller scale, a greater number
of iterations is required.

7. Analysis of ,,Dry-Adiabatic” Precipitation
Predictions

Four precipitation predictions assuming dry adiabatic
processes were prepared in addition to the twopublished
in (1). The results are sumarized in figs. 6. Although 36-
hour predictions were prepared, the degeneracy was al-
ready quite evident within 12 hours, hence only the 12-
hourly precipitation is shown. The lower figure is a
qualitative wverification according to Tain or no-rain.
The upper diagram is a quantitative verification of the
predicted precipitation against the spatial average of
the observed precipitation taken over a grid square (ap-
proximately 90,000 km?), The verification areas were re-
stricted to hourly precipitation reports which were im-
mediately aveilable, Whereas the qualitative verifica-
tion is fairly acceptable, the magnitude of these predic-
tions is too small generally by at least a factor of 6 and
by as much as a factor of 35. On the other hand, the two
cases computed in (1) verified to within a factor of ap-
proximately two or three.

In order to estimate the effect of heat of condensation
and variable static stability, the initial observed value
of H at 800 mb was computed from [9] for some points
in the vicinity of maximum observed average precipita-
tion. This was also done for the two cases published in
(1). Fig. 7 shows a plot of H/H; vs. P,/P for these selec-
ted points, where Pp,/P, is the ratio of predicted precipi-
tation to observed-average precipitation. We see that
Po/Pp tends to increase with decreasing H/Hj. In parti-

*) This procedure was suggested by G. 0. Collins.

cudar, the two relatively good predictions published in
(1), November 5, 1953, and November 24, 1950, have rela-
tively large values of H/H;. The situations of August 17,
18, 1965, are Hurricane Diane and are particulary small
in scale. In these cases the ratio P,/Py was 35 and 20, re-
spectively, at the precipitation maximum. On the other
hand, this ratio was approximately 6 for the November
2,1955, and October 13,1955, situations, which were lang-
er in scale. This is consistent with the results of the
experiimental computations which showed that for a
given value of Hy/Hj, the smaller the scale of conden~
sation the larger the vertical motion. Since convective
instability was evident in all four cases, but to a greater
extent in the hurricane situations, part of the discrep-

W PREDICTED
Wiy DBSERVED
auUG. IT, 1955

(a)

[E

(&3 () [N} 5 6

W PREDICTEDR
44 GRSERVED

AUG. 18, 1955

(b)



HOY PREDICTED
e DBSERVED
OCT. 13, 1955

(c)

!

W PREDICTED
s OBSERVED
NOV, 2, 1955

(dy
Fig. 6
Verification of “dry-adiabatic” precipitation predictions with
linearized static stability. Pp is the predicted precipitation in
inches/I2hrs. Py is a spatial average of the observed precipita-
tion in inches}]lﬂhrs. The wverification period begins at 1500 z
from the dates given.

ancy must be attributed to convective precipitation,
although it is difficult to make a quantitive estimate. A
more conclusive verification of the hypothesis will be
possible when the system of prediction equations are
actually integrated,
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Hq is the assumed constant value of H In caleulatin Pp. H is
the actual value corresponding to the observed precipitation Pg.
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Fig. 7 demonstrates the typical variability of H in the
atmosphere. The major deviations from the standard
value, Hy, result from heat of condensation. Although
the contribution from variable static stability is less, it
is still significant,

It is of interest that most of the selected points in
fig.7 fall in the range H<0. In the light of eanlier discus-
sion, these represent convective instability. For the pur-
poses of the large-scale precipitation, these should be
considered as H = 0. However, since the small-scale
downward motions do not yield negative precipitation,
the large-scale average effect of the convective motions
is to increase the total precipitation.

Observations show a marked tendency for precipita-
tion to occur where the relative humidity is less than
100 per cent. This may be a result of instrumental lag or
of real pre-saturation. In a situation where there islike-
ly to be considerable large-scale condensation, the effect
of requiring 100 per cent relative humidity is to under-
predict because of a delay in attaining saturation, The
precipitation calculations were redone requiring only
B0 per cent relative humidity for precipitation to occur.
The result is that the boundary of the precipitation area
is slightly enlarged and the maximum is increased by
less than 10 per cent. 4

8. Concluding Remarks

To account for the observed large-scale precipitation
and the vertical motions they imply, one must take ac-
count of heat of condensation, variable static stability,
and convective instability. Although the first two can be
dealt with dynamically, only the qualitative occurrence
of the latter can bé determined. Nevertheless, heat of
condensation and variable static stability can account
for an order of magnitude increase in the vertical mo-
tions computed from dry adiabatic quasi-linearized
baroclinic models, A more precise study of the effect
will be possible when the moist adiabatic model equat-
jons are actually integrated, The program for such a
calculation by means of a high-speed computer is in the
process of being prepaned.

With large-scale vertical motions of the order of
30 em sec-l, some question is raised as to the validity of
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the geostrophic approximation or of the quasi nondiver-
gent approximation applied through the balance equa-
tions (see (4) for instance). However, since such large
vertical motions would ocour in small regions, the local
invalidity of the filbering approximation may not be
crucial, The quasi homizontal approximation may also be
subject to some question,

Since heat of condensation is a destabilizing influence,
one might anticipate overpredicting cyclogenesis. On
the other hand, if one were to include the stabilizing in-
fluence of the stratosphere on baroclinic instability (5),
the two effects would tend {0 compensate.
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Abstract

The Joint Numerical Weather Prediction Unit (JNWP
Unit) — established in Washington, D. C. by the Joint
Meteorological Committee on 1 July 1954, and jointly
staffed, financed, and administered by the U. S. Air
Force, Navy, and Weather Bureau — has been pro-
ducing daily numerical forecasts on a routine basis
since 6 May 1955. The forecasts are computed by an
IBM Model T01 Electronic Data Processing Machine,
a high speed automatic computer of single-address,
stored-program type. The machine’s high-speed elec-
trostatic memory (Williams tube) has a storage capa-
city of 4096 seventeen-bit half words (also addressable
as full words), supplemented with magnetic drum and
iape units of much larger capacity. With optium pro-
gramming, the multiplication time is 256 microseconds.
Input is by card reader, and output by card punch and/

or printer.

The forecast being prepared at the present time
are of three types:

1)Forecasts of the heights of the 1000, 700 and 500
millibar surfaces and wertical air speed at the 800 and
530 millibar surfaces, based on the equations for the
Charney- Phillips (1953) 3-level model. Fore-
casts for periods of 24 and 36 hours are computed
once daily from 1500Z initial data. Initial heights at
the points of a grid slightly larger than the U.S.
(19 x 29 points about 275 kilometers apart) are obtained
by automatic analysis of original teletype reports,
supplemented by manually interpolated heights over
oceans. Computation of forecasts begins at about 22002,
and 36 hour forecasts are usually printed out and
automatically analvzed by 2330Z. Copies are distributed
to the three supporting services, with extra copies to
the National Weather Analysis Center (NWAC), which
is responsible for the preparation of short range area
prognosis over the U.S. The forecasts are also relayed
via facsimile over some Air Force and Navy circuits.

2) Forecasts of the height of the 500 millibar surface,
based on the vorticity eguation for the nondivergent
barotropic model. Forecasts for periods of 24, 48, and
72 hours are computed once daily from 0300Z initial
data. Initial 500 millibar heights are interpolated man-
ually at the points of a large grid centered on S. Ca-
nada (20 x 23 points spaced about 550 kilometers apart).
The initial stream-function is obtained by solving the
socalled “balance” equation, Computation of the fore-
cast begins at about 1630Z, and the {forecasts are
usually completed, printed out, and automatically
analyzed by 1730Z. Distribution is the same as for
3-level forecasts, but only the 72 hour forecasts are
relayed over facsimile circuits.

3) Forecasts of the heights of the 1000 and 500 milli-
bar surfaces and the vertical air speed at the 500 milli-
bar surface, based on the equations for the Thomp -

son “thermotropic* model. These forecasts, which in-
clude the effects of major terrain features, are comp-
uted four times a week (Tuesday through Friday) from
03007 initial data. At the present time, initial data are
interpolated manually at the points of a very large
grid centered on S. Canada (30 x 34 points spaced about
300 kilometers apart). Computation of the forecasts
begins about 1000Z, and 36 hour forecasts are usually
printed out and automatically analyzed by 1200Z. At
present, distribution of these experimental forecasts
is limited to the central offices of the supporting ser-
vices, It is expected that they will replace the present
3-level forecasts in the near future.

Over a period of five months, the relative accuracy
of the barotropic forecasts, the 3-level forecasts, and
the prognoses prepared subjectively by the NWAC may
be summarized as follows: The accuracy of the baro-
tropic 500 millibar forecasts, as revealed by the S;-
scores**) officially adopted by the NWAC, is slightly
but not significantly better than the 500 millibar
forecasts based on the 3-level model. Both are quite
as good as the subjective 500 millibar forecasts prep-
ared by the NWAC. Judged subjectively, the 1000
millibar forecasts based on the 3-level model are
slightly worse than the NWAC prognoses.

Very recent changes of operating procedure, such as
the use of a balanced nongeostrophic mitial wind field
for the barotropic forecasts, have resulted in a per-
ceptible increase in the accuracy of numerical fore-
casts of 500 millibar height. Moreover, 500 millibar
forecasts based on the thermotropic model have
established a clear and consistent advantage over sub-
jective forecasts since the former were initiated on
3 April 1956. The thermotropic 1000 millibar forecasts
are comparable in quality to the subjective forecasts.

As would be expected, the performance of numerical
forecasts deteriorates with decreasing data coverage
and increasing length of forecast period. About three
days appears to be the upper limit on the period of
useful forecasts, with present data coverage and with
the relatively crude physical models now in use,

Daily inspection and post mortem analysis of over
five hundred routine numerical forecasts have revealed
that they suffer from several different types of syste-
matic error, the most serious of which are listed below,
together with their most plausible explanations,

1) False “baroclinic® anticyclogenesis, confined
mainly to the lowest layers and resulting in strong
intensification of the associated minimum of absolute
vorticity — probably due to replacement of true abso-
lute wvorticity and true static stability by constant

*) A more complete report has been submitted for publi-
cation in the Bulletin of the American Meteorological Society.

**) Essentially a measure of the ratio of the RMS vector
error in forecast geostrophic wind to RMS geostrophic wind.
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standard values, where they enter undifferentiated in
the original vorticity and adiabatic equations. Thermo-
tropic forecasts made with and without this type of
“linearization* indicate that the explanation above is
at least partially correct.

2) False “barotropic“ anticyclogenesis, producing
height errors of equal magnitude at all levels, most
frequently along warm ridges (subtropical highs).
Judging from comparisons between barotropic fore-
casts made from initially geostrophic wind fields and
from initially nongeostrophic (balanced) wind fields,
this type of error is due to the geostrophic approx-
imation,

3) Errors due to incorrect specification of lateral
boundary conditions, These errors may contaminate an
area half the size of the U. S. in 36 hours. As indicated
earlier, this difficulty has been met by extending the
grid so far that the central portions are unaffected
during the forecast period.

4) Errors due to incorrect specification of lower
boundary conditions, frequently manifested in under-
prediction of cyclogenesis in the lee of the Rocky
Mountains. The effect of large scale irregularities of
terrain has been incorporated in both the thermotropic
and 3-level models, with generally favorable results.

5) Systematic underprediction of speed of medium-
scale features and growth of quasi-random, small-scale
fluctuations-probably due to truncation error in ap-
proximating derivatives by finite differences. Numer-
ical experiments have shown that these errors are
correctable by:

(a) use of higher order finite - difference approx-
imations, coupled with

(b) intermittent application of smoothing operators,
which remove components with wavelengths of
2—4 grid intervals but which leave larger scale
components intact.

As a result of the numerical experiments outlined
briefly above, the JNWP Unit is either in the process
of introducing, or soon plans to introduce appropriate
modifications into its routine of operational foecasting.
At the present time, the research staff of the JNWP
Unit is concentrating on the development of nongeo-
strophic baroclinic models suitable for routine use.

In summary, it is our opinion that:

1) Numerical methods of short range area prognosis
have already equalled the capabilities of subjective
methods, and have exceeded them in ability to predict
the pressure and flow patterns in the middle tropo-
sphere for periods of 36—72 hours. It is significant that
numerical prediction, in its earliest stages, has essent-
ially matched the wisdom and skill attainable from
20 years of a senior forecaster's experience.

2) Numerical prediction is still in the highly ex-
perimental stage, and has not yet reached its full po-
tential. Present methods suffer from a wvariety of
errors, which, although serious, have plausible ex-
planations in existing theory. Accordingly, one should
expect a continuous and gradual increase in forecasting
accuracy as the underlying theory approaches greater
generality,

3) The application of present and anticipated methods
of numerical prediction is eminently feasible, from the
standpoints of both engineering and economy.

Zusammenfassung

Die am 1, 7. 1854 von dem Joint Meteorological
Committee in Washington D.C. gegriindete und wvon

der US Air Force, Navy und Weather Bureau gemein-
sam personell besetzte, finanzierte und wverwaltete
Joint Numerical Weather Prediction Unit (JTNWP Unit)
hat seit dem 6 Mai 1955 téglich numerische Wetter-
vorhersagen auf routinemifBiger Basis aufgestellt. Die
Vorhersagen werden mittels einer Elekironen-Rechen-
maschive, Modell IBM 701, einer auwtomatischen: Hoch-
geschwindigkeitsmaschine, berechnet. Das hochge-
schwindige elektrostatische Ged&chtnis (Williams tube)
hat eine Speicherkapazitit von 4096 17-dualstelligen

- Halbwdirtern, ergénzt durch Magnettrommeln und Bén-

der von sehr viel hoherer Kapazilit, Bei giinstigster
Programmierung betrigt die Multiplikationszeit 256
Mikrosekunden. :

Die Eingabe erfolgt durch Kartenabfiihler, Ausgabe
durch Kartenstanzer bzw. Drucker.

Die Vorhersagen, die gegenwirtig berechnet werden,
sind dreierlei Typs:

1) Vorhersagen der Topographien der 1000-, 700- und
500-mb-Fldchen und der Vertikalbewegung im 800-
und 550-mb-Niveau mit Hilfe der Gleichungen des
Charney-Phillips-Modells (1953). Vorhersagen
fiir 24 und 36 Stunden werden tidglich einmal mit den
Daten des 1500 Z-Termins berechnet. Die Anfangs-
hohen an den Punkten eines Gitters, welches etwas
grifler ist als das Gebiet der USA (19 X 20 Punkte mit
etwa 275 km Abstand) werden durch automatische
Analyse aus den Original-Fernschreiben gewonnen
und durch manuell interpolierte Hohen iiber den Ozea-
nen erginzt. Die Berechnung der Vorhersage beginnt
um elwa 2200Z; die 36-stiindigen Vorhersagen werden
ungefihr um 2330Z von der Maschine ausgedruckt und
automatisch analysiert. Kopien werden an die drei die
JNWP-Unit unterstiitzenden Dienste weitergegeben,
mit einer Sonderkopie fiir das National Weather Ana-
lysis Center (NWAC), welches fiir die Herausgabe kurz-
fristiger Vorhersagen in den Vereinigten Staaten ver-
antwortlich ist. Die Vorhersagen werden auch durch
Faksimile iiber einige Luftwaffen- und Marinenetze
weitergegeben.

2) Vorhersagen der absoluten Topographie der 500-
mb-Fliche mit Hilfe der Vorticity-Gleichung fiir das
divergenzfreie barotrope Modell. Auf Grund der 0300Z-
Daten wird téglich einmal eine 24-, 48- und T2stiindige
Vorhersage berechnet. Die Anfangswerte der 500-mb-
Topographie werden manuell an den Gitterpunkten
eines grollen Gitternetzes interpoliert, dessen Zentrum
tuber Sidkanada liegt (20 X 23 Punkte mit ungefihr
550 km Abstand). Die Stromfunktion des Ausgangs-
feldes wird durch Loésung der sogn. Balance-Gleichung
gewonnen, Die Berechnung der Vorhersage beginnt um
etwa 16307 und ist einschliefilich automatischer Ana-
lyse um 17302 beendet. Der Verteiler ist der gleiche
wie in 1), doch wird nur die 72-stiindige Vorhersage
durch Faksimile verbreitet.

3) Vorhersagen der 1000- und 500-mb-Flichen und
der Vertikalgeschwindigkeit im 500-mb-Niveau mit
Hilfe der Gleichungen fiir Thompsons ,thermo-
tropes“ Modell. Diese Vorhersagen, welche die Haupt-
effekte der Gestalt des Erdbodens beriicksichtigen,
werden viermal wdachentlich (Dienstag bis Freitag) aus
den 0300Z-Daten berechnet. Gegenwirtig werden die
Anfangsdaten manuell interpoliert, und zwar an den
Punkten eines sehr groBen Gitternetzes, dessen Zen-
trum ilber Siikanada liegt (30 X 34 Punkte, ungefihr
300 km Abstand). Die Berechnung der Vorhersagen
beginnt um etwa 1000 Z, Die 36-stiindigen Vorhersagen
sind einschlieBlich automatischer Analyse um etwa
1200Z fertig. Gegenwirtig werden diese wersuchs-
weisen Vorhersagen an die Zentralimter der drei ge-
nannten Dienste weitergegeben. Es wird erwartet, dal
diese Vorhersagen die gegenwirtigen 3-Schichten-Vor-
hersagen in Kiirze ersetzen werden.
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Fiir einen 5-monatigen Zeitabschnitt kann die relative
Giite der barotropen Vorhersagen, der 3-Schichten-
Vorhersagen und der subjektiven Vorhersagen des
NWAC wie folgt zusammengefalit werden. Die Gilite
der barotropen 500-mb-Vorhersagen, entsprechend dem
vom NWAC offiziell verwendeten S;-Mali*), ist etwas,
aber nicht wesentlich besser als die 500-mb-Vorher-
sage des 3-Schichten-Modells. Beide sind ungefdhr so
gut wie die subjektive 500-mb-Vorhersage des NWAC.
Subjektiv beurteilt, sind die 1000-mb-Vorhersagen des
3-Schichten-Modells etwas schlechter als die des
NWAC.

Die kiirzliche Einfithrung eines nicht-geostrophischen
Anfangs-Windfeldes fiir die barotrope Vorhersage hat
eine merkliche Verbesserung der Giite der numeri-
schen Vorhersage im 500-mb-Niveau engeben, AuBer-
dem haben sich mit Hilfe der 500-mb-Vorhersagen auf
Grund des thermotropen Modells klare Vorteile gegen-
ilber den subjektiven Vorhersagen ergeben, seitdem
die ersteren am 3, 4. 1956 eingefiihrt wurden. Die ther-
motropen 1000-mb-Vorhersagen sind in ihrer Qualitit
mit den subjektiven Vorhersagen wvergleichbar. Wie
erwartet, verschlechtern sich die numerischen Vorher-
sagen mit abnehmender Dichte der Beobachtungs-
daten und mit zunehmendem Vorhersagezeitraum.
Etwa drei Tage scheinen die obere Grenze einer
brauchbaren Vorhersage zu sein, jedenfalls bei dem
gegenwirtigen Beobachtungsnetz und den z. Z. in Ge-
brauch befindlichen relativ groben physikalischen Mo-
dellen. Die tidgliche Durchsicht und nachtrigliche Ana-
lyse von iiber 500 numerischen Routine-Vorhersagen
haben gezeigt, dali sie an mehreren systematischen
Fehlern kranken. Die bedeutendsten von ihnen wer-
den zusammen mit einer plausiblen Erkldrung nach-
folgend aufgefiihrt.

1) Falsche barckline Antizyklogenese hauptsiichlich
beschrinkt auf die unteren Schichten, mit einer star-
ken Intensivierung des entsprechenden Minimums der
absoluten Vorticity — wahrscheinlich darauf zurlick-
zufithren, dalBl die wirkliche absolute Vorticity und
statische Stabilitdt durch konstante Standardwerte er-
setzt wird, wo diese Grofen undifferenziert in der
Vorticity- und Adiabatengleichung auftreten. Thermo-
trope Vorhersagen mit und ohne diese Art von ,Li-
nearisierung” zeigen, dall die obige Erkldrung minde-
stens teilweise richtig ist.

2) Falsche barotrope Antizyklogenese, welche Geo-
potentialfehler gleicher GriéBenordnung in allen
Schichten erzeugt und welche am h#ufigsten entlang
warmer Riicken (subtropische Hochs) auftritt. Verglei-
che zwischen barotropen Vorhersagen mit einem geo-
strophischen Anfangswindfeld und einem nicht-geo-
strophischen (Balance-Gleichung) Anfangswindfeld
zeigen, dal dieser Fehler auf die geostrophische Ap-
proximation zuriickzufiihren ist.

3) Fehler infolge unkorrekter Spezifizierung der seit-
lichen Randbedingungen. Diese Fehler beeinflussen
*) Ein MaB fiir das Verhiilinis der Streuung des vorherge-

sagten geostrophischen Windes zum eingetretenen geostrophi-
schen Wind.

nach 36 Stunden ein Gebiet von der Hilfte der Ver-
einigten Staaten. Wie vorher bereits festgestellt wurde,
konnte diese Schwierigkeit dadurch iiberwunden wer-
den, daB das Gitternetz so weit ausgedehnt wird, daB
seine zentralen Gebiete wihrend der Vorhersagezeit
nicht erfaft werden.

4) Fehler infolge unkorrekter Spezifizierung der un-
teren Randbedingungen wirken sich am haufigsten in
einer zu gering berechneten Zyklogenese im Lee der
Rocky Mountains aus. Der Effekt grofirdumiger Ho-
henunterschiede im Terrain wurde sowohl ins thermo-
trope als auch ins 3-Schichten-Modell mit giinstigem
Ergebnis einbezogen.

5) Systematisch zu langsame Berechnung der Ge-
schwindigkeit mittelriumiger Feldeigenschaften und
das Anwachsen willkiirlich kleinrdumiger Schwankun-
gen sind wahrscheinlich auf den Verfahrensfehler
(truncation error) zuriickzufiihren, indem die Ablei-
tungen durch endliche Differenzen ersetzt werden, Nu-
merische Experimente haben gezeigt, dali diese Fehler
korrigiert werden kénnen durch:

(a) Verwendung von Differenzapproximationen hi-
herer Ordnung zusammen mit

(b) zeitweiser Anwendung wvon Gléttungsoperatoren,
welche Komponenten mit Wellenliingen von 2—4
Gitterintervallen beseitigen, jedoch die grofriu-
migen Komponenten unberiihrt lassen,

Als Ergebnis der numerischen Experimente, die oben
kurz beschrieben wurden, fithrt die JNWP-Unit gegen-
wirtig zweckmiélBige Modifikationen in ihre Routine-
arbeiten ein bzw. plant dies. Zur Zeit konzentriert sich
die Forschungsgruppe der JNWP-Unit auf die Ent-
wicklung nicht-geostrophischer barokliner Modelle, die
zur routinemifligen Verwendung geeignet sind.

Zusammenfassend vertreten wir folgende Ansicht:

1} Numerische Methoden fir kurzfristige Vorher-
sagen sind bereits mit den subjektiven Methoden ver-
gleichbar und haben sie darin ibertroffen, daf sie
das Druck- und Stréomungsfeld der mittleren Tropo-
sphiire auf 36 bis 72 Stunden vorausberechnen kinnen.
Es ist bedeutend, dafl die numerische Vorhersage be-
reits in ihren Anfingen das Wesentliche der Kenni-
mssederﬁahrmgmmmmhmtaﬁmFm-
casters erreicht hat.

2) Die numerische Vorhersage befindet sich noch in
einem Experimentierstadium und hat noch nicht volle
Wirksamkeit erreicht. Die gegenwirtigen Methoden
kranken an einer Reihe von Fehlern, die — wenn auch
ernsthaft — doch eine plausible theoretische Erklirung
haben. Daher darf man eine stindige Verbesserung der
Vorhersagegiite erwarten, und zwar in dem Male, wie
die zugrundeliegende Theorie ausgeweitet wird.

3) Die Anwendung der gegenwirtigen und zukiinfti-
gen Methoden der numerischen Wettervorhersage ist
sehr ausbaufidhig, sowohl vom technischen wie auch
vom wirtschaftlichen Standpunkt.
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A Theory of Large-Scale Disturbances in Nongeostrophic Flow 7
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Abstract

The primary aim of this article is to denive a com-
plete system of modified hydrodynamical equations
which govern a large class of “meteorological® meotions
of the atmosphere, but which cannot generate solutions
corresponding to sound and gravity waves, The latter
have no significant effect on the behavior of the large-
scale disturbances; they do, however, create serious
computational problems (through the mere possibility
of their mathematical existence), and cannot be resolved
by measurements at widely separated points.

By a detailed analysis of the motions of a linear
system, it has been found that the omission of the total
derivative of the horizontal divergence from the diver-
gence equation is necessary to exclude gravity-wave so-
lutions. In effect, this modification diverts all of the
transformed internal and potential energy into thewave
energy of the large-scale disturbances. In slightlystron-
ger form, this type of modification is also sufficient to
exclude gravity-wave solutions from the general non-
linear equations, and is essentially a generalization of
the “filtering approximations“ introduced by Char-
ney (1948).

The scheme proposed for integrating the modified
non-linear equations is an iterative method, whereby
a conditionally convergent sequence of approximate so-
lutions can be generated from a known initial distribu-
tion of pressure. This method is applied to the solution
of a system of equations which is one order of approxi-
mation higher than the equations of gquasigeostrophic
motion, and provides the basis for a practicable method
of numerical forecasting.

The average rate of “development” or increase of the
total rotational energy has been investigated in the
case of the general two-level model, and compared with
the average rates of development in the quasi-geostro-
phic model and the quasi-nondivergent models recent-
ly propesed by K uo and others. The mechanism of in-
stability, whereby potential energy is transformed into
rotational energy or kinetic energy of the amplifying
disturbances, is found to be the same in all cases. Other
conditions remaining the same, however, the average
rate of development in the quasi-geostrophic and quasi-
nondivergent models is exactly twice that in the gene-
Tal divergent model. Such differences are not apparent
in very nearly barotropic flow, but become more accen-
tuated in cases of strong barocline development. These
results, which may account for a general tendency to
overpredict increases in total kinetic energy in quasi-
geostrophic baroclinic models, indicate that the horizon-
tal advection of absolute vorticity with the divergent
component of the wind is an important effect in strong-
ly baroclinic flow.

Finally, we have proposed a relatively simple “diver-
gent" nongestrophic model, in which the filtering is ac-
complished by introducing the geostrophic approxima-

tion into the adiabatic equation. The velocity potential
and vertical air speed are related to the streamfunction
through a pair of linear diagnostic equations. Both of
the latber are of elliptic type, and can be solved by
wellknown numenrical methods,

Zusammenfassung

Das Hauptziel dieser Arbeit besteht darin, ein wvoll-
stindiges System modifizierter, hydrodynamischer Glei-
chungen abzuleiten, die eine grofie Klasse , meteorolo-
gischer” Bewegungen der Atmosphére beherrschen, die
aber keine Ldsungen fiir Schall- und Gravitationswel-
len enthalten, Die letzteren sind ohne bedeutende Wir-
kung auf das Verhalten grofSriumiger Storungen; sie
bedingen jedoch unangenehme mathematische Proble-
me, die nicht durch die Weitmaschigkeit des Beobach-
tungsnetzes ausgeschaltet werden kinnen.

Aus einer detaillierten Analyse eines linearen Glei-
chungsystems ergab sich, daB die Vernachlissigung
der individuellen Ableitung der horizontalen Divergenz
in der Divergenzgleichung notwendig ist, um Lisungen
fiir Gravitationswellen auszuschliefen. Tatsichlich lenkt
diese Modifikation alle transformierte innere und po-
tentielle Energie in die Wellenenergie groBriumiger
Storungen. Diese Art der Modifikation ist auch hinrei-
chend, Losungen fiir Gravitationswellen aus den allge-
meinen nicht-linearen Gleichungen auszuschalten und
bedeutet im wesentlichen eine Verallgemeinerung der
Filterapproximationen, die von Charney (1948) ein-
gefithrt wurden,

Das Schema, welches fiir die Integration der modifi-
zierten nicht-linearen Gleichungen vorgeschlagen wird,
besteht in einer Iterationsmethode, wobei eine bedingt-
konvergente Folge von approximativen Ldésungen aus
einer bekannten Anfangsverteilung des Druckfeldes er-
zeugt werden kann. Diese Methode wurde auf die Li-
sung eines Gleichungssystems angewandt, welches einer
besseren Approximation als der geostrophischen ent-
spricht und liefert die Grundlage fiir eine praktisch an-
wendbare Methode der numerischen Vorhersage.

Die durchschnittliche ,Entwicklung” oder Zunahme
der gesamten Rotationsenergie wurde fiir den Fall eines
allgemeinen Zwei-Schichten-Modells untersucht und
mit der durchschnittlichen Entwicklung quasigeostro-
phischer und der kiirzlich von K uo und anderen vor-
geschlagenen quasi-divergenzfreien Modelle verglichen.
Der Vorgang der Instabilitdt, bei welcher potentielle
Energie in Rotationsenergie der anwachsenden Stérun-
gen umgewandelt wird, hat sich in allen Fillen als
gleich erwiesen. Auch andere Bedingungen bleiben
gleich, jedoch ist der mittlere Betrag der Entwicklung
in quasigeostrophischen und quasi-divergenzfreien Mo-
dellen genau doppelt so grof wie in allgemeinen Model-
len unter Beriicksichtigung der Divergenz. Solche Diffe-

*) Most of the material included in this lecture appeared in
an article under the same title in Journal of Meteorology 13,
251-267 (1956).



— 38/05 —

renzen sind in nahegu barotropen Storungen nicht of-
fensichtlich, treten jedoch in Fillen starker barokliner
Entwicklung mehr hervor. Diese Ergebnisse sprechen
dafiir, daB die Zunahme der kinetischen Energie in
guasi-geostrophischen baroklinen Modellen zu groB aus-
fillt und kennzeichnen, daB die horizontale Advektion
der absoluten Vorticity mit dem Divergenzanteil des
Windes einen bedeutenden Effekt in stark baroklinen
Strémungen ausiibt,

SchlieBlich haben wir ein relativ einfaches ,divergen-
tes* nichtgeostrophisches Modell vorgeschlagen, bei dem
die Filterung durch Einfiihrung der geostrophischen
Approximation in die Adiabatengleichung bewerkstel-
ligt wird. Geschwindigkeitspotential und Vertikalbewe-
gung stehen zur Stromfunktion durch ein Paar linearer
diagnostischer Gleichungen in Beziehung. Beide sind
von elliptischem Typ und kénnen durch bekannte nu-
merische Methoden geltst werden.
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A Theory of Ultra Large-Scale Turbulence and Long Period Velocity Variations
in Barotropic Flow ’

PhilipDuncan Thompson

Abstract

By combining an equation for the conservation of zo-
nal momentum with the eddy vorticity eguation for
nondivergent barotropic flow through a channel, it has
been found possible to express the time variations of the
longitude-averaged zonal wind in terms of the mean
zonal wind itself and certain statistics of the eddy velo-
city field. In large-scale turbulence..., where the cha-
racteristic dimension of the eddies is comparable with
the entire “width* of the flow.. these eddy statistics
take on the properties of autocorrelation functions;
thus, they depend primarily on the overall scale of the
eddies and intensity of turbulence, rather than on de-
tails of the flow pattern. Changes in the scale and in-
tensity of large-scale turbulence are related to changes
in the mean zonal flow through the principles of con-
servation of total kinetic energy and variance of vorti-
city. Under a general hypothesis regarding the “stabili-
ty* of the eddy statistics, the equations for the zonally-
averaged motion comprise a complete system of non-
linear equations, which can be integrated by finite-sum
and -difference methods. Accordingly, these equations
constitute a mathematical theory of large-scale “free
turbulence, and provide the basis for a numerical me-
thod of predicting the zonally-averaged motion.

With the assumption that the eddy scale is invariant,
the equation governing the mean zonal wind takes a
form related to that of the classical wave equation. Nu-
merical integrations of this equation verify that extre-
mes of mean wind (e. g., pronounced jets) maintain
their identity over long periods of time, and migrate
either northward or southward (or in both directions at
once) in a very regular way ... a phenomenon that has
been observed by Riehl et al (1950). The results also
show that a strong jet in the mean westerlies tends to
split into two weaker jets, which then move in opposite
directions to produce the separated double jet structure
typical of widespread blocking, The latter has been des-
cribed as a characteristic denouement from strong zonal
flow by Cressman (1950). The theoretical speed of
migration of extremes in the mean zonal wind is found
to agree closely with the observed speed in a case where
published data are available.

Since these features of long-peniod velocity variations
— the most striking and regular discovered to date —
have a characteristic time scale of a week or two, nu-
merical prediction methods based on the present theo-
ry show some promise of aiding in the preparation of
extended-range forecasts.

Zusammenfassung

Durch Kombination einer Gleichung fiir die Erhal-
tung des Zonalimpulses mit der Stérungsvorticityglei-
chung fiir divergenzfreie barotrope Stromungen in
einem Kanal ist es miglich, die zeitlichen Anderungen

der iiber die geographische Liénge gemittelten Zonal-
geschwindigkeit durch die mittlere Zonalgeschwindig-
keit selbst und bestimmte statistische Eigenschaften des
Geschwindigkeitsfeldes der Stérungen auszudriicken. In
grofirdumiger Turbulenz — wo die charakteristische
Wellenléinge der Stérungen mit der gesamten Ausdeh-
nung der Strémungen vergleichbar ist — nehmen diese
statistischen Grofen des Stdrungsfeldes die Eigen-
schaften wvon Autokorrelationsfunktionen an; daher
hingen sie in erster Linie von der mittleren GroBe der
Stérungen und der Intensitit der Turbulenz ab und
nicht so sehr von den Einzelheiten des Stromungsfeldes.
Anderungen in der Ausdehnung und Intensitit groB-
rAumiger Stérungen stehen in Beziehung zu Anderun-
gen der mittleren Zonalstrémung, und zwar durch die
Prinzipien der Erhaltung der gesamten Kkinetischen
Energie und Vorticity-Abweichungen. Unter der An-
nahme allgemeiner Hypothesen betreffend die Stabili-
tit der statistischen Groéfien stellen die Gleichungen fir
die zonal gemittelte Strémung ein vollstindiges System
nicht-linearer Gleichungen dar, welches durch Differen-
zenmethoden gelst werden kann. Entsprechend stellen
diese Gleichungen eine mathematische Theorie grof3-
raumiger ., freier* Turbulenz dar und liefern die Grund-
lage fiir eine numerische Methode zur Vorhersage der
zonal gemittelten Stromungen.

Unter der Annahme, dall die Ausdehnung der Sto-
rungen unveridnderlich ist, nimmt die Gleichung fir die
mittlere Zonalstrémung die Form der klassischen Wel-
lengleichung an. Numerische Integrationen dieser Glei-
chung zeigen, daBl Extreme des mittleren Zonalwindes
(z. B. ausgeprigte Strahlstréme) ihre Eigenheit iiber
lange Zeitperioden aufrechterhalten und nordwiirts oder
siidwérts oder in beiden Richtungen in sehr regelmifi-
ger Weise wandern — ein Phiinomen, das von Riehl
und anderen (1850) beobachtet wurde. Die Ergebnisse
zeigen auch, dafl eine starke Strahlstrémung die Ten-
denz hat, sich in zwei schwichere Strahlstrime aufzu-
spalten, die sich dann in entgegengesetzten Richtungen
bewegen, um die doppelte Strahlstromstruktur zu er-
zeugen, welche fiir Blodkierungen typisch ist. Das letz-
tere wurde als charakteristisch fiir die Ausgangssitua-
tion starker Zonalstréomungen durch Cressman (1950
beschrieben. Die theoretische Verlagerungsgeschwindig-
keit der Extreme der mittleren Zonalstrémung stimmt
in einem Fall, wo verdffentlichte Becbachtungsdaten
zur Verfiigung stehen, gut mit der beobachteten Ge-
schwindigkeit {iberein.

Da diese Merkmale langperiodischer Geschwindig-
keitsinderungen — die auffallendsten und regelmébBig-
sten, die bisher entdeckt wurden — ein charakteristi-
sches Zeitmall von 1—2 Wochen aufweisen, versprechen
numerische Methoden auf Grund dieser Theorie einigen
Nutzen bei der Aufstellung langfristiger Vorhersagen.

*} An article, containing substantially the same material in-
cluded in this lecture, has been submitted for publication in
Tellus.

AW
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Uber den Einfluf der Orographie auf den meridionalen makroturbulenten Impulstransport

in der Atmosphére ')

von

Friedrich Wippermann

Zusammenfassung

Fast alle quantitativen Untersuchungen, die sich mit
zeitlichen Mittelwerten einer atmosphirischen Feld-
grifle befassen, machen die Auswertung wvon Termen
notwendig, welche den turbulenten Transport irgend-
einer Quantitidt darstellen. Diese Turbulenzterme wer-
den zumeist durch die Korrelation zwischen den Abwei-
chungen der Geschwindigkeitskomponenten von ihrem
zeitlichen Mittelwert einerseits und denjenigen der zu
transportierenden Quantitidt andererseits beschrieben.
In theoretischen Untersuchungen wvernachldssigt man
solche Turbulenzterme im allgemeinen aus Griinden der
mathematischen Schwierigkeiten, indem man den zeit-
lichen Mittelwert mit dem zum Falle der Stationaritit
gehdrenden Wert identifiziert; in empirischen Unter-
suchungen erfordert die Auswertung der Einzeldaten
zur Bestimmung solcher Turbulenzterme einen sehr ho-
hen Arbeitsaufwand.

Es wird eine Methode angegeben, die es gestattet,
durch Aneinanderreihung von in Teilintervallen nahezu
giiltigen stationédren Zustinden die Turbulenzterme ni-
herungsweise zu berechnen. Hierzu ist lediglich die
Kenntnis einiger statistischer Mafizahlen beziiglich des
zeitlichen Auftretens der zu transportierenden Quanti-
tit erforderlich, Die Grofle der Teilintervalle wird mit
2Ya bis 5 Tagen bestimmt,

Das Verfahren wird zur Lisung von zwei meteorolo-
gischen Problemen angewendet:

A Die Berechnung zeitlicher Mittelwerte der Hohen
der 500-mb-Fliche unter Beriicksichtigung des Ein-
flusses der Orographie macht die Auswertung eines
Termes der Form (U-1)' v' erforderlich. Mit dem
vorgenannten Verfahren wird die Berechnung der
Hohenwerte unter Berilicksichtigung dieses Termes
fiir drei verschiedene Hiaufigkeitsverteilungen des
Auftretens der Zonalstrémung durchgefiihrt. Die

Rechenergebnisse werden mit den Beobachtungs-
daten wverglichen.

B. In hemisphiirischen Bilanzuntersuchungen des Stro-
mungsimpulses (im Rahmen der allgemeinen atmo-
sphirischen Zirkulation) wird stets eine Beriicksich-
tigung des meridionalen, makroturbulenten Trans-
portes zonaler BewegungsgréBe U' v' erforderlich.
Auch diese Grife wird fiir verschiedene Hiufigkeits-
verteilungen der Zonalstromung U berechnet und mit
den Ergebnissen der Auswertung von Einzelbeobach-
tungen wverglichen.

Es ist nicht mdglich, den liber einen geschlossenen
Breitenkreis hinweggehenden, planetarischen Anteil
dieses turbulenten Flusses mit dem vorgenannten
Verfahren zu berechnen, sondern vielmehr nur die
orographisch bedingten (sich iiber einen ganzen Brei-
tenkreis aufhebenden) Abweichungen hiervon. Hier-
durch wird es mdoglich, Entscheidungen dariiber zu
treffen, inwieweit der aus Beobachtungsdaten ermit-
telte turbulente Impulsfluff iiber einen Breitenkreis-
sektor als représentativ fiir den iiber den geschlos-
senen Breitenkreis hinweggehenden planetarischen
Flull angesehen werden kann. Es erweist sich, dal
die beiden mit Beobachtungsdaten am besten besetz-
iten Sektioren, ndmlich der amerikanische (ca. 1200W
—600 W) und der europiische (ca. 200 W — 60" E) als
reprisentativ gelten koénnen.

Die Anwendung des Verfahrens setzt die Existenz
slationdrer Losungen voraus, wodurch in den meisten
Fillen wiederum eine vorherige Linearisierung (in der
réumlichen Abhingigkeit) notwendig wird. Die Lisung
der beiden Probleme A und B mufi somit auf die An-
wendung eines eindimensionalen atmosphérischen Mao-
dells beschréankt bleiben.

*)Die vollstindige Arbeit wurde in den Berichten des Deut-
schen Wetterdienstes Band 5, Nr. 30, verdffentlicht.
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