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Vorwort

Das vorliegende Heft der Berichte des Deutschen Wetterdienstes ent¬
hält die Referate , die bei dem von der Deutschen Meteorologischen
Gesellschaft , Zweigverein Frankfurt , im Mai 1956 veranstalteten „ Sympo¬
sium über Numerische Wettervorhersage “ gehalten worden sind.

'Soweit die Vorträge bereits in Fachzeitschriften veröffentlicht wurden
oder an anderer Stelle veröffentlicht werden sollen , ist eine kurze Zu¬
sammenfassung des gehaltenen Referats aufgenommen worden.

Leider mußten die Vertreter der japanischen Gruppe wegen der Ent¬
fernung dem Symposium fernbleiben . Der von dieser Gruppe eingereichte
Beitrag wurde jedoch in dieses Heft mit aufgenommen.

Die Veröffentlichung der Referate soll auch denjenigen , die an dem
Symposium nicht teilnehmen konnten , einen Überblick über dieses relativ
junge Fachgebiet und einen Einblick in dessen spezielle Probleme ver¬
mitteln und damit einen Beitrag zur Förderung der quantitativen Vor¬
hersage leisten.

Dr . B e 11
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Some Estimates of Nongeostfophic Effects Calculated from a Vertically Integrated
Nongeostrophic Model

by

Louis Berkofsky

(with 3 figures in the text)

Abstract

By makinig certain assumptions ooncemdmg the Varia¬
tion of tempenature and geostrophic deviatioms with
height , it is possifolte to derive a system of twoddmen-
siionai nongeostrophic flow equations . By assuming ana-
lytic initial conditions , it is possible to ototain Solutions
in closed form to the ome -dimensional nonlinear equa-
tilonis. Initial height tendencies for geostrophic and 1non-
geostrophic flow may then be compared.

Zusammenfassung
Mit Hilfe gewisser Annahmen über die Änderung der

Temperatur und der geostrophischen Windabweichung
mit der Höhe ist es möglich , ein System von zwei¬
dimensionalen nichtgeos trophi sehen Gleichungen für
das Strömungsfeld abzuleiten . Mit Hilfe analytisch vor¬
gegebener Anfangsbedingungen ist es möglich , Lösun¬
gen für die ein -dimensionalen nicht -linearen Gleichun¬
gen in geschlossener Form anzugeben . Die Geopotential-
tendenzen des Ausgangsfeldes für geostrophische und
nicht -geostrophische Strömung können dann miteinan¬
der verglichen werden.

1 . Introduction

It is well known that most numerical prediction work
done in recent years has been based upon the use of
the geostrophic approximation . The two main advanta¬
ges to be gained from the use of this approximation are
a) the geostrophic approximation acts as a filter to eli-

minate the gravity waves from the fluid model being
situdied;

b) the equations are greatly siimplified ;.
Very recently , several investigiators (1 ) ,, (2) , (3) , have

been studymg nongeostrophic models . An -important
consequence of these studies is the establlshment of the
“balanoe condition “ as a filter for the giravity wavesi
This >condition , which obtains from neglectiing the diver-
gence terms in the divergence equation , serves the same
puxpose as , and in fact is a generailization of , the geo-
strophic approxdmatiion . The adVantages to be gained
from the use of this approximation are
a ) nongeostrophic effects may be included;
b) the equations remain valid at low laititudes.
However , as might be expected , the equations become
more complicated than the quiasi^geostrophic equations,
so that the prbblem of numerical integration is greatly
magnified.

From experience with quasi ^geostrophic models , it
has been found (4) that the Solutions giivem by vertically
integrated equations may be extrapolated to any other

desired levels to yield reasonably accurate forecasts.
The extrapolations are canried out by mieans of the
„modeliing approximations “

, which constrain the ver-
tdcal structure of the fluid ini some fashion . The cotnpu-
tation Problem for obtaimng foreaasts at many levels is
therefore greatly simplified , for it is not necessary to
solve the flow equations at each Level for which . a fone-
cast is desiiredi. It therefore seems reasoniable to formu-
late a nongeostrophic baroclinic vertically integrated
model . In addition to the computational advantages to
be gained from such a model , it will also be possible to
make direct comparison 's between non -geostrophic fo-
recasts 'and ' quasi -geostrophic forecasts computed from
the thermotrop ic model (5) .

In what foliows , we shall derive a System of simple
barocltindc nongeostrophic flow equations , based '. on cer-
fcaiin assumptions regardimg the nature of the geostro¬
phic deviations and the thermal structure of the fluid.
In the effort to assess the importanee of nongeostrophic
effects , we stoaU then solve the one -dimensional non-
linear forms of the 1 equations , given analytical initial
conditions.

2.' The Modeliing Approximations

In order to obtain two -dimensional mean flow (verti¬
cally integrated ) equations , one integrates the appro-
priate equations with respect to pressure throughout
the depth of the atmosphere , and then mtroduces mo-
delling approximations . The latter represent constraints
on the vertioal structure of the fluid such that Parame¬
ters at any Level may be made to depend . upon Parame¬
ters at a specific Level . To' iilustirate how such mtodeliing
approximations might be formulated in the nongeostro¬
phic case , we considier that the horizontal wind vector
may be represented as the sum of an irrotational vector
and 1a nondivergent vector

v = kxVy + Vf [ 1]
where v = iu + jv , u, v are the horizontal velocity
components positive eastward and northward respecti-
veiy , i , j are umit vectons in the east and . north direc-
tiioos, V is the horizontal det -openator in a pressure
surface.

The expression [ 1 ] may be written

v = v g + va g = kx v | + kx Vy ' + V <?9 [2]

vg = k x V ^ — geostrophic wind

[2a]
vag = k x V y ' t- V y = geostrophic deviation '

where $ = gz is the geopotential , g is gravitational ac-
celeration , z is contour height of a pressure surface , ip’
Ls the deviation . of y> from the geopotential , f iis the Co-
riolis parameter.



— 38/7 —

The hydrostatic equation is

[3]3 0 = _ RT
9p p

where p is pressure , T is temperature , R is the gas con-
stiant for dry aiir.

The mean value with respect to pressure throughout
the depth of the atmosphere is defined as

n - (
Pl

( > <) p
, PO JO

where po is surface pressure.

Integration of [3] wlith respect to p yields
0 = - R ij

-tdp + f (x .y,t) t [5]

where f (x,y,t) it is an arbitrary function . If we apply
[4] to [5 ] and subtract the result from [ 5 ] , we get

</> = 0 + R ( jjp
- dp - (

p
dp) [6]

‘
. i

If we mähe ulse of [2 ] and [6 ] in [ 1 ] , apply [4 ] to the
result and subtract the latter from [1] , we obtain

v = kx Vi/ ' + kX V [{<p ‘— </>'
) + ( i - --^p —\ — dp)] + V <p [7]

Jp Jp
where

— | - 7
V» =

f
+ V

In order to be able to express the wind in terms of
integrated variables , we must first introduce mtodelling
approx :imatious imto [7 ] . To do this , wie assume that

q' (x , y , p , t) = i/<
'

(x , y , t) [a ] |
V t (x , y, p , t ) = B (p ) V t (x, y , t) [b] i [9]

• v <f (x , y, p , t) = C (p ) V (po (x , y , t) [c ] )

where <j?o is the value of 9? at p = Po.

The assumption [9a] means that the deviation of xp
from the geopotentdial is invariant with hieight . As a
consequence, xp .satisfies the hydrostatic equation ', apart
from a constant factor . For

3 _ 3 , 3 xp'
3p 3p f 3p

But ~ “ 0 , due to [9a] , so that
9p 3p

_ _ t_
3p p

whenee
'/> = ^ ^ dp —

J ^ dpj

[ 10]

[ 11 ]

Assumption [9b ] means that the isotherms are pa¬
rallel at all levels along a given vertical , 'although the
temperature gradient may vary in intensity with elieva-
tion. Thiis assumption is the ba&is for the formutation
of the thermotropic model. As will be seen, [9b] as ap¬
plied to the thermotropic miodel meansi that the wind
shear cannot tum with elevation , but in the present mo¬
de! a tumdmg1of the shear äs permitted ' due to nongeo-
stirophic effects.

Assumption [9c ] states that the divergent wind may
be expressed1 as a certain fraction of its value at the
ground . It also states that the liines of equal <p are pa¬
rallel 'at all levels along a given vertical , aithough the
intensity of the horizontal gradient of <p may vairy with
elevation . C (p) is defined such that C = 0. This must be
sio to be oanisdstent wlith the hypothesis, miade later an,
that the mean divergence be equal to zero. (V2 <p = 0) .
In other words, we assume that the mean wind is non-
divergent.

When the assumption» [9] are introduced isnto [7] , we
oibtalni for the wind

v = k X V hp + Bi (p) t] + C (p )Wo £120
and for the absolut© vorticity

7? = k - VXv + f = V2 [v + Bi (p)r] + f [ 13]
where

Bi (p) =
J | dp —

J | dp [14]
and k is a unit vector in the vertical

It will be recognized that if we neglect all ageostro-
phic terms in [12] and [13] , we have exactly the expres-
sions for the wind and vorticity in the thermotropic
model.

If we differentiate [ 12 ] with respect to p ,
-we find

3p
- -

p
kXV7 + lf V,P “ [161

whiich shows that the wind shear may tum with eleva¬
tion dlue to the pnesence of the nongeostrophic wind
vector Wo . In the thermotropic model , however,

— = - B k X V * [16]
3p p

which . is the thermal wind relation , whiich shows that
the wind shear cannot tum with elevation . Indeed , the
ornly way in which such a tumiing of the shear may be
introduced into a geostrophic modiel is to oonsider a
more general modellinig approximation , i . e . one on
the stability . In that caise , one is led to a three -para-
meter model (6) .

3 . The Physical Model
Since one of the aiatns of this study is to compare re-

sults obtained from a nongeostrophic miodel with those
obtained 1 from a quasi-geostrophic model, the physical
miodel to be considered will be one which bears a close
resemblance to a known quasi-geostrophic model!. The
thermotropic model (5 ) is a vertically integrated quasi-
geostrophic model, from which sixty twenty -faur hour
forecasts have been made at GRD . The vorticity equa¬
tion for this model was derived by neglectdng; certain
terms in the unintegrated vorticity equation at the very
outset . For example , the terms which represent the ver¬
tical ladvection of vorticity and the “twisting “ effect
were neglectedi, as was the relative vorticity in the di¬
vergence terxn . It should be emphasized that there is no
formal difficulty in includdng these effects, but we shall
here retain these simplifications to derive nongeostro-
ph'ic flow equation» which may be directly comparable
with the quasi-geostrophic equations , to that the non-
gestrophic effects may be cleaxty 'brought out . We also
assume that the hydrostatic law holds , that the flow is
frictioniless and adiabatic , and that the vertical struc-
ture of the flow is that described in the previous sec-
tion.

The vorticity equation in the (x,y,p,t) System is

| + - 0 [ 17]

where to = dp
dt

The adiabatic equation is
3r
3t

where a =

+ v
x 3 ^?
0 3p

continuity equation is

V • v +

V * + öö) = 0 [18]

0 = potential temperature . The

3co
3p

0

The hydrostatic equation may bewritten
3 ® fr
3p

_
p

im

[20]
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Tĥe balance equation , obtained by setting the diver-
gence equai to zetr© itm the divergence equatiom, Sis
— ff + Vf * kXv + 3(Vv X Vui ) ' k = — V 2 $ [21]

The balance equation is included here in order to
close the System . It will be seen that it need never be
solved after the initial instant in onder to determine the
flow. In this sense , the balance equation is regarded in
the same way as the hydxostatic equation , the introduc-
tion of which impldies tihat the flow is always in hydiro-
static equdlibrium. The introduction of the balance
equation implies that the flow always maintain® the
balance givem by [ 21] .

The boundary conditions on co are taken to be
© - 0 at p = 0 )
a> = ö at p = po J [22]

These conditions imply that the mean divergence is
zero. If we had set to = <uo at p == po , then the effect of
irregulär terrain could have been introducedi, and1 the
mean divergence would have been different from zero.
While there is no formal diffiiculty in including this ef¬
fect , it will be omitted from the present development
for purposes of comparison with the quasi-geostrophic
model.

The vertically integrated vorticity equation is

^ + T ^Wh = o [23]
If we introdtice [ 12] and [13] , we obtain

v 2 | + ] (tvV + f) + ß? ] Kv 2T) +
[24]

-f- BlC v q>o • v ( v 2 r) = o

following equation in co:

V a « - ^ (p^ ) w =

where

9p
1

| J (^ V ^ ) + J (r,vV + f)
/MB,a

[
- v 2 J (xp,x) + — 1] J (r,V 2r)

— (p | ^ ) V <Po * V ( V 2^ + f)

+ (Ä - (pS + BC] Vy.
P OP

BCv 2( VqPo - Vr)

•V ( V 2*) j
opo -Vr ) /

M (p) - ^ B <p'
) dp'

NW-

[28 ]

[29]

The System [ 24] , [ 25] , [26] , [28 ] represents a set of four
equations in the four unknowns xp, r , opo, co. Given ini¬
tial values of these quantdties, r and xp may be predic¬
ted , and new values of <po und1co may then be oamputed.
Inltially , co and <j?o may be caloulated from iterative So¬
lutions of [26] and [28] , if t and xp 'are known . x is known
from observations . Hence xp will have to be calculated,
and this may be done by solving the integrated balance
equation
. fV 2V» — ^ ^ + 2 9 2xp 9 2xp'

9x2 9y2 = — V 2$

— 2 Bi ; f/9 2r \ 2 9 2r 9 2r 1
[ \9x9y/ 9x 2 9y2j [30]

[24] is the integrated vorticity equation , which may
be' solved as a Poisson equation for ^ provided that
the initial values of xp, x , (p0 are known . It will be noted
that , if we set tihe ageostrophic components xp' and <po
both equai to zero , the resulting equation is exactly the
vorticity equation for geostrophic thermotropic flow.
The development terms are represented by Bi2 J (t,V 2?)
which i® the advection of thermal vorticity by the ther¬
mal wind , and BiC V ^ o *V ( V 2?), which is the advection
of thermal vorticity by the siurface divergent wind ..

The vertically integrated adiabatic equation is

Tr- - |- J {xp, i) - |- BC V <Po • V x xiio = 0 [25]ot
where we have assumed o = oomstanib . This assunnption
was made to be consistent with that made in the ther¬
motropic modlel. It may be shown that o — constant fi¬
xe® B (p) in [9b ] , while if the forrner constraint is re-
moved, one is led to an entirety new model.

The vertically integrated continuity equation is

V 2 ?>o = 03

PT
Further , since co = ^ C (p

'
) dp ' V 2 <Po,

where
co = G (p) co

G(P) . = ] 0
QpW
$ T~

[26]

[27]

It now remains to derive an equation for co . For this
purpose , we retum to the vorticity and adiabatic equa-
tions [17] and [ 18] . We differentiale [ 17] with respect to
p, take the Laplacian of [18] , multiply by appropriate
factors and add . The result is an equation in co , which
may ibe vertically integrated , and gives, upon the in-
troduction of the various modelling approximations , the

In the derivation of [36 ] , terms involving (po were
neglected . This assumption is unnecessary , but its use as
first approximation simplifies the calculations conside-
rably . It is to be noted that , after the initial instant , xp
and t may be predicted by [24] and [25] , so that [30]
need: never be solved again , unless one wishes to calcu-
late the predicted geopotential at any time step . It is of
initerest to note that the integrabiliity condition in order
for [30] to be elliptic in character , and hence solvable
as a boundiary-value Problem, is

v 3^
1

1 - . 2 B,2
[ 9 2r 9 2r / 9 V-

f Vf - VV- > T
-

[ äJ5 5^5 —
(ä^

If we appromimate the second term on the left geostro-
phically , then
v 2^

f f 2 vf • 2B1 2 \ dH 9^T
t [ 9x2 9y2

f
2 [30a]

B 0 M n (7) has foundi that the integrabiliity condition
for the barotropic case, which is the same as [30a] , but
with the x terms exduded ^ is not saitdsfiied at about
3—5% of the total area on an ordinary 500 mb chart . It
may foe that the inclusion of the baroclimic effects will
rendfer [30a] a sufficiently strong inequality so that it is
satisf ied everywhere . If this tums out to be so, then the
Problem of numerioally dntegrating [30] may be simpli-
fiedi, since the convergence rate will undoubtediy be
greater than when the inequality is weak . This hypo-
thesiis is now being tested.

The imposition of the balance condition [30] implies
that gravity waves have beeil filtered from the model.
For the balance condition is obtained by assuming that
the divergence is small compared to the vorticity , in the
large scale motions of the atmospbere . Gravity waves , on
the other hand , are characterized by the fact that the
divergence is large compared with the vorticity . An
analysis of the linearized one-dimensional equations for
the present model reveals that only long waves may be
propagated in this System.
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The fact that gravity waves are exciuded from the
present model may be shown by the following conside-
rations . The complete divergenoe equation is

^ 4 - v -vD + D2 - f£ 4 - vf - kxv -f- 2 ( vyX vu ) - k=
= - V 2 0 [30b]

It bas been . shown (3') that an co equation may be deri-
ved . by making use of [30b ] , [ 17] , [ Iß ] and [ 19] . This
equation contains time derivatives of co, and hence is
capable of propagating gravity waves . This eircum-

8Dstance arose due to the presence of — in [30b ] . In a
dt

verticaUy integrated model in which the mean diver-

gence is zero , the terrn — disappears . Hence it is im-
3 t

possible for time derivatives of co to arise in the co equa¬
tion . If we further neglect the very small terms v - \ 7D
+ D2 , we are led to the balance equation [30] for this
model.

We may summarize the solving procedure for the
System in the followinig way:
[a.] Given r, solve [30] for y.
[b.] With these values of r, y , solve [2*8] for co, setting

<Po = 0.
[c .] Solve [ 26] for yo.
Öd;.] Returo to [28] , using the y 0 computed in [c .] to ob-

taiin a better approximation for co.
[e .] Return to [c .] . Contdnue this process until a conver-

gent value of co is obtained.

[f .] Solve [25] for ~ .

[g.] Solve [24] for ^ .dt
[h .] Itenate to get niew fields . of t and y.
[L] Return to [b .] , using the convergent value of yo

computed in [e.] at the previous time step , as a first
approximation.

4. Analytical Calculations
In order to study the effects of geostrophic deviations,

we shall consider one-dimensional nonlinear flow , with
analytical initial conditions . We shall laissume y and t
fields , as perturbations on basic flows , at t = 0 . If we
use these fields to solve [30 ] for $ at t = ö, we sihall

3®thien be able to calculate 3t
3t
3? co , cpo for four cases,

wthich we list below:
[a .] yo =1= 0 , y ' 4 1 0 , v = kxV (y + Bit) + CVyo
[bi ] y 0 = 0 , y ' 4 = 0 , v = kxV (y + Bit)

[c .] y 0 4= 0 , y ' = 0, v = kxV ( j + Bit) + CVyo

[d .] y 0 = 0 , y ' = 0 , v = kxV ( j + Bit) (geostrophic
case)

In all cases , we shall keep the fields of y and t .the
siame . Corresponding to this field of y , there exist two
fields of <I>, dependdng upon whether y , is or is not zero.
When y = 0, we have geostrophic initial conditions of
geopotential , corresponding to cases [c .] and [d .] . When
y ' 4= 0, we have nongeostrophic initial conditions of
geopotential , corresponding to cases [ a .] and [b.] .

At any time t , the y and t fieldis will be given by
y — — Uy + a sin2

j^ (x—ct) sin ^ j
dr 0 i i • 2tt, , . . Tcv

- = y + b Sin I ^ ^ Sm "rf

where tJ = constant,
staut.

dy

3t

j

constant , L = 2D, c = con

We have written [31] in two -ddmensionai form in Or¬
der to be able to solve the balance equation [30] without
sacrificintg the nonliinearity . That is to say , the non-
linear terms of [ 30] disappear when this equation is spe-
ctialized1to one dimensiom We shall solve [30] as a two-
dlimensional Poisson equation for 3», and then specialize
the result to a particular y.

If we assume that the motion takes place in* the (x,y)
plane between the rigid lateral waills y = 0, y = D, then

o , D3y n 1 3 <f .~ U = T — at y3y f 3y
3y rT"r i fyra . 2Je i \ _ __ = — fU + ^

- sin -
j
-- (x ct) at y — 0

3 ^ fr t f?ca . 27i i \ t-\— = — fU — -p --sm -
j
-- (x — ct) at y = D

[32]

The solution of the balance equation satisfying the
afoove boundiary conditions is

0 a B-hb2Bi 2\ [ 3T2 47im- 4711
D2 cos L (X- Ctl + y - COS-g -

j
2 ?ry ]

+ a f sin ~ (x—ct ) sin ^ — f U y

+ ffi - ^ 8in ^ (x- ct) coS g2 271 L v D [33]

In the case where y ' 4 = 0, $ = f (y —y '
) ,

r—, / a 24 -b 2B! 2\ [ ^2 4 Ti , , , 4ti*
w - - ( 4

~ “) [ns cos l + l*

_ + M 8in * ”
(, _ .« ) co,^2 2jt L v ! D

In the case where y ' = 0 , y = fy,
0 — — fUy + a f s 'n (x—ct) sin ?

£y

[34]

[35]

At a fixed y and t = 0 , [33] represents the initial geo¬
potential field for cases [a.] and [b .] , while [35] repre-
sents . the initial geopotential field for cases [c .] and [d.] .

In seeking Solutions for the one -dimensiional fonms of
[24] , [ 25] , [26 ] , [28] , we have neglected , as>a first appro-
ximiation, the y 0

'terms in the co equation . This is equd-
valent to saying that the wind is nondivergent . We
have done so here only in the co equation , and : nowhere
eise , in order to avoid mathematical complications in
determdnation of yo. Such a procedure will of course

lead to an error in co, and hence an error in yo , ,, and
3 <S

dt
-5- But at least we will be able to obtaisn rough estima-
at
tes of nongeostrophic effects in this way.

The one-dimensiOnai forms of [24] , [ 25] , [26] , [28] , are,
tberefare:
3 2 f3y^ , o3y „ 9y 9 sy __ 3 t 3 3t . 3y0 3 3r

3x2 3t ^ 9x 3y 3x s 1 3y3x 3 1 dx 9x3 0 [36]

3t . 3y 3r
3t 3x 3y

3y 3r
3y 3x + BC 3y 0 3t

3x 3x
—|—Ö co== 0 [37]

3 2co
3x2

1
a (PdKp,

3p2 co

3 2y 0 _ co
9x2 _

iC
1 f 03i
ff i r 3x 3y 3x d p 3y3x 3J

[38]

[39]

The initial conditions are obtained by setting t = 0,
y = D/2 in [31] , i . e .,

T rT I • 27TXy = — Uy + a sm --
j
—■

dT 0 , , . 2 ?rx
d7y+ ks '" TT

[40]



38/1Ö —

We first solve [39] , which becomes
d 2co v 2 ti*— — a , o = K cos
3x2 L

where
f , 0 2G,

a ' =
a (P

9p
2) '

_
K = [a+ b (~ - 1) + bß ] }

[41]

[42]
La 1 L2 dy

The solution of [41] sufoject to the condition that co be
periodic ln x , is

K 2 71*- cos .
, / 27t\ 2 Lr)

[43]

The solution for tpa, obtained by substituting [43] into
[38] , anid requirdng that be periodic in x , is

<P o = KL 2 2TT*
4ti 2 pC [a,+

3r

271 [44]

The solution for obtained from [37] , is:öt
9r
3 t

<rK
i 1a , + ( r )

27ia dr 0 2 ^ b rll 2 ti * ,
L 177

~
i u,cos r +

_ BCbK

2 pC [a , - )—

471*
271, [45]

To obtain the solution for the geopotential tendency
from [36 ] , we write

30 _ r 30 _ £ 30'
3t 3t 3t

!30v
[46]

We may estimate —f - 0 for inclusion as a nonhome-
. ot ^

genous term on the right side of [36 ] . From [34] , at t = 0,
y = D/2,

f 30 ' _ (a 2 + b 2 Br)
3t LD 2

471*
[47]

The phatse speed c may be obtained by the usual method
of ihvestiigating the linearized System corresponding to
equations [36] through [39 ] . We obtain a quadratic fre-
quency -equation , whose Solutions correspond to long
waves . For purposes of estimating c at t = 0, the Sub¬
stitution of [31] into the linearized form of [36] leads to
the suffiiciently accurate expression for the propagation
of stable waves

^ U- /?L2 b dcu
47l l a dy

whence

- f ■]f - = - -^ ±y B ' ! )
(u - & 4 y3t L D2 4 tt" a dy L

Equation [36] becomes
3 2 / 30 \ _ 27ia{ f/25T\ 2 r -r

W \ li) L L /

_ f BiC b K ^ . 47t* | ti z (a 2-)- bä Bi 2)/rT_ ßl‘2 _
Ä +ffJ ]

L
+ _ T?

.
1 4"s

crv b dc 0\ 3 2 . 47i*~ B ’ '
aW) §?

" "
L

ß — Br ( x)
S

dy J
C0S L

[48]

[49]

[50]

The solution of [50] , subject to the condition that ,
30

be periodic in x , is

30 m / 30 \ _|_ £ /a ^L. 2 ?rb Bi 2 drn _ 2,TaU\
3t \ 3t/o \ 27i L dy L /

A B7CbK 7c3 (a 2+ b2 B72

27T*

+ V 2 ^ VJ|| 8pC [a, - j- ( ^
- f LD 2

Bi 5

(U-

b dtov
a dy

ßlr
4712

3 t

[51]

47t*

where is the value of ^ at x = Ö.
\ 3t/o . 3 t

( d¥
\ 3t/o3 t/o

O
\ 3t/o

Finally
30
3t

is obtained from [33] , usiing c from [48] :

2 ^ a fc
L

2 r̂af

2 ^a f /r ■>_ ßV2
__ u 2 b dcp ]

L ^ 47t2 1
a dy

- (U - ßl \L 47t 2
q-» b dro ’i 2n*Bi •- j-S ) cos

a dy L
, t \ BiCbK , ?r 3 {a 2 4 - b 2 B 12) / rr ßL2

hpc
'
k + ^ l

_ 7rD, _ P

a dy j L
We may now summarize the results:

Case [a]

tpo =pO , 0 ' ~
1
~ 0 , V — k X V (0 - |- Bir) 4 - C V <p„

, D M fUD | ;3ÜD2 , c . 2 ti* ,
2 ' ) = —

2
+ + a f Sln

17 +

a , +

a 2+ b 2 B;2\ n2
4

K 27t*- COS - y-2 7t\ 2 L

\ TT2 , 47t*
) D ' * TT

0 o
4ti * pC [a , + (

K L2 2ti*- COS
27t,,] L

3 1
3 t

a K

• ■+ (rr

2^ a dr (, 2 /"rb r , l 2 Jt*
L Jy I.

U | “ S T

BCbK
2 Pc [ a , + (

2
^ )

'2

30
3 t

2 ^ af /r -i _ ßL 2
L

^
47t2

47t*

B? b dr° ) cos
a dy

BjC b K , (a_
2+ b 2 Bx 2)

spC[ a, + (^ ]

+ . /3L2

4/T2

b dr 0d . 4 jtxBr , sin
a dy f L

Case [b]

tpo = 0 , ip' 4 = 0 , v = kxV ( yj + Bit ) '

-j- , D \ fUD , ,3UD 2 , r - 27t* ,0 (x ,
2 , 0) = —

2
- + + af sin L

+

cd, (po Solutions given by [43 ] , [44 ] .

3c r a K 2/ca dc 0 2 /Tb T1i 2 tcx
’ 3t - + ( t

<4/f D r '»i AJl
L dy

~ L U | C° S
L

30
3t

h

271&1 _ £L>
L r 4 -v 2

r3
Bl2 b- d

.
r-°

'
| cos

a dy
2 r̂x
L

,
+ y B l

'
2) ( u — 1— „ — Bj 2 b diV

) sinlD 2 47t- a dy/

Case [c]
•<pt =(= 0 > = v = kxV (j

+ Bir ) + CV0o

0 (x , , 0 ) =x 2
fUD , ( . 27t*-f - a t stn - y2 1 L

o) , rp ü Solutions given by [43 ] , [44 ] .

[52]

[53]

[54]

[43]

[44]

[45]

[53]

471*
T7

[54]

[55]

[56]

[57]
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90 2 .Taf / r-t jiL 2 tj- , b dr(n 2 ;tx
9t L 4tt 2 a dy L

+ f
'
BiCbK

8 pC a , + |

. 4 ?tx
, sin -r2 7iV L

[58]

Case [d]

(pa — 0, yj' = 0 , v ■-= kxV 4- Bit)

0 (x ,
D

, o) =' 2 ’
fÜD , f . 2 ^ x- -+- a t sin ,2 L

90
9 t

co, (po Solutions given by [43 ] , [44] .
2 ?raf/ rT ß\ß q- 2 b dzA 2 -tx

L \ Mi- a dy/ L

[57]

[ 59]

5 . Numerical Calculations

To find the latiituide corresponding to the value of
y = D/2 , we use the approximation

y (sin 0 — sin 0 O) [60]
COS 00

where r = radius of the earth , 0 O = latitude of Southern
boundiary of region (0 = $ 0 corresponds to y = 0) . See
(8 ) . Then, , for y = D/2 , 0 O = 30» N , D = 2600 km,
r = 6371 km,

0 ^ 40« N

To determine a , we let Umax = v m;lx •= 50 m/sec , and
so 'lve foir a form

a = L/2 ?r v n]ivx = .3182 x 10 l12 cm 2sec- 1

We shall use b = a , so that the initial temperature per-
tunbation is the same as the perturbation of the stream

field . We use U = 2 x 103 cm/sec ,
dl ° = —3 x 103 cm/sec
dy

(corresponding to a northward temperature gradüemt of
1 ° per 100 km ) .

a i's calculated from
R 2T ir sa = — i1 - '/)
1 § P

wherie T = adiabiatic Lapse rate , y = aotuail lapse rate,
taken to be 6° C per km . With P = .98° C x IO1-4 cm -1 and
p = 500 mb , T = 245® K , o = — 1 .6751 x 10® cm ^sec -̂ mb- 1.

To determine B (p ) amd Bi (p ), we make use of the fact
that the asisumption o — constanit fixes B (p ) in the fol-
liowing way ( 6) :

B (p) - <1 + K ) ( P)
whence

K

Po

B, (P) =
j^ [ i — ( i K ) (

P
Vpn

We shall assüme that the divergence varies linenaly
with pressure , i . e . ,

C (p) - 2p 1
Po

whence ca varies parabolically with pressure

G (p) - - ^ ( p - t)
Po po

We may summarize the numerical values used:
F = 0 .98 X 10-4 deg cm- 1

y = 0.60 X IO1-4 deg cm- 1
R = 2 .87 X 10®cm asec- 2 deg' 1
g = 980 cm sec- 2
p = 5 X 102 mb
T = 245 deg A
f = . 9375 ' X IO-4 sec- 1
o — —1 .6751 X 10* cmSsec-bmb-1

L
D
U
dr0
dy

a
Po
BC
BiC

= 1 .754 X IO-13 cm -isec- 1
= 4 X 108 cm
= 2 X 108 cm
= 2 X 103 cm sec -1

= — 3 X 103 cm sec- 1

= b = .3182 X 1012 cm 2sec- 1
= 103 mb
= . 1259
= — . 4371

Bi 2 = . 6345
pC = . 1667 X 103 mb

1 = — . 1827(? )

p = — 6 X IO-3 mb- 1
- 9p2

a , = 3 .3580 X 10-i «cm -*
K = . 3232 X lO -^ cm -asecmb

K

•■+ (¥ )
’

KL3

• 0555 X 10 1 mb sec"

4tt? pC a,
2 .t\ 2

ßl 2

= • 1350 X 10 12 cm 2 sec - 1

c ^ U — ,J- — Bi2 b d
/ ° = 3 - 1926 X 10 3 cm sec - 1

4n- a dy

2iTaf/ ri ßU D8 bdw „ , . . .. ,
r U — — B ^ , = — 1 -4961 X 10 3 cm2 sec
L \ 4 7i- a dy/

3 cac B

<t k

i i 2 :i ra - + ( x)
BC b K

dy

2j
r adr 0 _ 2,Tb u | = . O43ox1oHcmasec _

L dy L

— • 0067 X 10 Kcm2 sec
2pC[ a - + ( r ) ]

f B . C b k

pC [ a - + (r)
= — • 0542 X 10 3 cm - sec"

We shall express the height tendencies iin 100 ’s ft
day - 1, and the temperatures in deg day- 1. Thuis

iß = • 00289 ^ ( IW ’s ft/day)ot 8t

= • 2822 X 10“ 5 ß (deg/day)dt ot
In order to express the initial heights Z as peturba-

tions (in 100 ’s ft ) , we shall omit terms involvinig the
basi'C cuirremt from this calculation.

Then the equations , in numerical form , are:

Case [a ] :
<po 4 = 0 , ip' 4 = 0 , v = kxV ( y; + Bit) + CV ^ o
92 = — 4 -3237 COS2 '

7X + 2 -8004 sin ^ ( 100 ’s ft day 1)ot L L

= — 12 - 1346 cos . 4 - 1 -8907 sin - y— (deg day -1)
8t L L

Z (x, ^ ,0 ) = 9 - 9869sin 2
^

X + - 8530 (cos 4
^

X — l ) ( 100’s ft)

Case [b] :
<po = 0 , y>' = 0 , v = kxV (0 + Bit)
d
ß = — 4 -3237 cos 2 '

7
X 4 - 2 -9570 sin 4 '? X

( 100’s ft day- 1)ot L L
9

"̂
= — 12 -1346 cos 2 '

.
rX (deg day 1)8t L -

Z (x , ^ , 0) = 9 -9869 sin + -8530 (cos 4
^

X — l ) ( 100’s ft)
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Case [c]:
<po 4 = 0, y/ — 0, v = kxV ( j + Bit ) + CV <Po

^ — — 4 -323 7 COS~ ~ — • 1566 sin 4-~ (100 ’s ft day 1)

Z (x , ~ , o) - 9 *9869 cos ( 100 ’s ft)

Case [dj:
9?o = 0, ip * — 0 , v = kxV (j + Bit)

~ = - 4 - 3237 cos ~ x
( lWs ft day 1)

Z (x , o) = 9 - 9869 sin2~ x
( 100 ’s ft)

All Cases
0) = — 0555 X IO“ 1 cos mb sec - 1

q>o — ■ 1350 X 1012 cos-~ cm2 sec- 1

6 . Discussion of Results
We have obtained rough estimates of the height ten¬

dencies for varying degrees of departune of the initial
conditions firom geostrophic condition®', all correspond-
ing to the same initial stream field . As previously men-
tdonied , there are two initial geopotential fiieldis corres¬
ponding to the initially assumed: stream field . These
are shown in Figure 1 . The solid line is the nongeostro-

- c . o

4-

- 10 -

- 12 -

Fig . l Initial height distributions

phic height field, the dashed line is the geostropfaic
height field . Corresponding to each of these two fitelds
of contouir height , there may or may not be initiail fieldls
of <p0. Thus there ‘are four possible combinationisof ini¬
tial conditions corresponding to the same stream field.
To each of these conditions conrespondsa method of de-
teraiiniing the wind' field , which we have lüsted as Gases
[a] — [d] in Section 4 It is not imtemded to use these re-
presentafionis to determdne the wind field; in the present
study , but they are listed simply to Show the type of
wind field to which each of the tendencies corresponds.

What shouid actually have been done would have
been to assume an initiail geopotential field, and solve

the balance equation as a Monge-Ampere equatdon, for
the stream function . This approaeh is actually the one
to be used in forecastdng, and would have been more
paLaitable from the point of view of comparisons. Due
to the mafhematioal diffioultdes, however , the present
approaeh was used.

Nevertheless , several interesting results are brought
out in this study . Figiure 2 shows the height tendencies,

Fig . 2 Height tendencies

in hundreds of feet per diay , for each of the four cases
listed above. The solid line is Gase [d .] , which, corres¬
ponds to a geostrophically computed tendency from
geostrophic initial conditions.. When the initial <p0 field
is included in the calculations , so that the wind beco-
mes divergent , then the tendency is giiven by the dotted
line , Case [c] . There is hardily any diifferenoe between
this case and Case [d .] , The ‘initial height field is the
same to both cases, but Gase [c ] represenits a slightly
nonigeostrophic wind field, due to the presence of the
divergent part of the wind . The dashed line is the ten¬
dency field for Case [b ] . Here the initial height field is
mongeostrophic, but the wtod field is nondivergent . The
dash-dotted 1 line is the tendency field for Case [a] , in
which the initial height field is nonigeostrophic, but the
wind field ds divergent . Agato, the presence of the di¬
vergent part of the wtod makes very little dlifference in
the tendency compared1with that computed' from Oase
[b ] .

On the other hand , there are marked differences be¬
tween the tendencies for Cases [a] and [b] , and those
for Cases [c] and [d] . If we assume for the moment that
Cases [a] and [b ] are identical , as are Cases [c] and
[d] , then it becomes clear that the greatest differences
in computed height tendencies arise when the latter are
computed from nonigeostrophic initial heights , corres¬
ponding to a nondivergent nonigeostrophic Wtod field,
as compared with those computed from gieostrophic ini¬
tial heights;, corresponding to a nondivengent geostro¬
phic wind field.

From these results we may dnaw the followtog con-
clUsions , at least insofar as the model under discussion
is ooncemed:
a) The height tendency is hardiy affected ' at all if cal-
culated from an initial divergent wind field , rather
thani from an initial nonidivergent wind1 field.
b) The height tendency is. significantly affected if cal-
culated from an initial nondivergenit nonigeostrophic
wind field.

Thus is appeans that the introduetdon of the expres-
sion

v = k X V y [61]
for the wind field, instead of

v — k X V j [62]
where ip is obtained from the balance equation , shouid
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lead to greater geostrophic departures than if one im.—
trodiuces

v = k XVy + v ^ [ö3] .
instead of [62] , This meams that the soluitaon of the con-
tinuity equation to obta -in <p is unnecessary . In the pre¬
sent case, this vrauM mean that , in ardier to obtadm non-
geo-strophic forecasts which differed markedly , from
geostrophic forecasts , it would be sufficient to salve the
systiem [ 24] , [26] , [28] (with the 9?0 terms amiifcted ) , and
[38] to öbtain -initial -ip fieldis.

It should be recalled , however , that the abo-ve results
are based on calculations in which the qpo terms were
negüected from the equation [28] . This scheine onay have
led to underestimates : 'of qp0, and bence underestimates
of its effect on the heiight tendencies . What should real-
ly be done is to solve [26 ] and [28] iteratävely , starting
with (po = 0, until a convergent value of <p0 is obtained.
Until ' this is done, the above con-clusions about the ef-
fects of 9?o cannot be considered final:

We have also calculated the temperature tendency . It
is cLear from equation [37] that one can only distinguish
between the cases when the initial field is divergent or
not , insof-ar as oalculafion of the temperature tendency
is concemed . In both cases, however , the initial wind
field is nomgeostrophic. Thus Figure 3 shows the tempe-

16-

-16-

Fig . 3 Temperature tendencies

rature tendencies corresponding to Case [a] (dashed
ltine ) , and Case [b] , solid line , It is evident that the in-

ciusion of the divergent part of the wind in the initial
mangeostrophic field can make a maximum difference
of 1:8® C per day, diue to a phase shifit . No oomparisons
are possdbl© for Oase® [c] and [d] , due to the
natiure of the equation for thie temperature tenden¬
cy. The maxi-mum temperaiture difference is of the
order of the radiational temperature change in the free
atmo-spbere , and so miay have greater significanee than
the difference between the hedght tendencies for the
corresponding cases. That is to say, it may be posisible
that an initial nomdivergent nongestrophic wind field
may lead to greater errors in temperature forecasts
than in height forecasts . But this speculation must be
consiidered further , using more accurate values of (po,
and perfaaps calculating forecasts from actual Initial
condition®.
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Zur Anwendung der Fjörtoftschen Methode bei der Vorhersage von Höhenwetterkarten
von

Stanislav Brandejs , Jaroslav Kopäcek , Nina Vekovä und Otakar Zikmunda

(mit 5 Abbildungen und 3 Tabelten im Text)

F j örtoft (2 ) schreibt die barotrope Vorticity -Glei -
chiumg in folgender vereinfachter Form

— — b ’ • vp f

In der Gleichung [ 1 ] ist die absolute Vorticity
t = z — 2 ~ S (rp) ,

-J
z = (zx -|-d . y ~r~ Zx—d. y "4“ Zx,y-|- d ~r Zx,y—d) ,

c/ ■, f ü 2 d2 sin w cosw ,sw = j—g k4r
und

v* = v = ~ g ^ ‘ l VpzXt — g^ " 1 V P S (<p ) X?

[ 1]

[2]

z bedeutet die geometrische Höhe des äquivalent-
barotropen Niveaus (der isob arischen Fläche 50 cb ) , d
die Maschemweite dies benutzten Gitternetzes , Q die
Winkelgeschwindigkeit der Erdrotation , q> die geogra¬
phische Breite , k (cp) den Koeffizienten der elementaren
Längenverzerrung , g die Schwerebeschleunigung , X den
Coriolis ’schen Parameter und f den vertikalen Einheits¬
vektor des kartesischen Koordinatensystems ..

veränderlich als das F 'eld der geometrischen Höhe z.
Wählen wir zum Beispiel d == 12 ° Längengraden auf
dem 000 n . Br ., dann sind nach F j ö r t o f t die vierund-
zwanzlgstündi gen Veränderungen des Vektors b ver-
nachläsisigbar , und dieser kann praktisch als zeitlich
konstant angesehen werden.

Die zeitliche Invarianz des räumlich gemittelten
Tranislationsfeldes ermöglicht uns , die Gleichung [ 1] in
einem einzigen Zeitschiritt zu lösen . Die Lösung der
Gleichung [ 1] erfolgt im Grunde in drei Etappen . Wäh¬
rend der ersten Etappe verlagern wir die Isolinien 4 im
geoistrophisch approximierter Strömung b * t und bestim¬
men die neue Lage diesier Isoliinien im Zeitpunkt t + At.
In weiteren , Etappen berechnen wir aus bekannten Fel¬
dern A und A + Ät die lokalen Zeitänderungen der abso¬
luten Vorticity im Intervall At und durch die Lösung
des Differenzanalogons der Poisson ’schen Gleichung [1]

Az — Az = Al
ermitteln wir das isallohypsische Feld der gewählten
absolutem Topographie und dadurch auch das prognosti¬
sche Feld von z in der Zeit t + At.

Die Funktion S(«p) Ist von der Zeit t unabhängig und
ihre Form ist für verschiedene Kartenprojektionen ver¬
schieden . Das S(9?) -Feld für Lambert ’sche konforme Ke¬
gelprojektion (längentreu auf dem 30° und 60fl Breiten¬
grad ) ist auf der Abbildung 1 veranschaulicht.

Abb . l
Das S (o7)-Feld.

Aus dem Vergleich des Sü^ -Feldes mit dem räumlich
gemittelten , Feld der geometrischen Höhe z ist ersicht¬
lich , daß 'die Advektion der absoluten Vorticity C vor¬
wiegend durch die räumlich gemittelte Strömung er¬
folgt . Biel geeigneter Wahl der Maschenweite d ist die
räumlich gemittelte Strömung mit der Zeit weniger

Alle in obenerwähnten Etappen auftretenden Opera¬
tionen (einschließlich der Berechnung der Anfangsfel-
der von 4 und b*) lassen sich mit Vorteil , graphisch
durchführen , und zwar gleichzeitig für das ganze Vor-
hersagegebiet . Die graphische Lösung der Prognosen¬
gleichung [ 1 ] ist technisch sehr einfach , verhältnismäßig
schnell und dabei auch genau . Die Berechnung des isal-
lohyptiischen Feldes dauert selbst in komplizierten Fül¬
len höchstens drei Stunden und die Genauigkeit läßt
sich nach unseren Erfahrungen vollauf mit der Ge¬
nauigkeit der numerischen Integration vergleichen.

Im Meteorologischen Institut der Karls -Universität
wurden mittels der F j ö r t o f fischen Methode dreizehn
zwölfstündige Prognosen der absoluten Topographie
der 50 cb-Fläche und die gleiche Anzahl analoger vier-
unidzwanzigßitündiger Prognosen berechnet . Bei graphi¬
scher Berechnung dieser Prognosen haben wir die exakte
Lösung der Gleichung [ 1 ] durch die Beziehung

Az = A4 + 3 AC
approximiert . Diese Beziehung gilt nach F j ö r t o f t
vor allem für Wellenlängen von etwa 8d . Andere in der
F j ö r t o f t ’sehen Arbeit erwähnten approximativen
Lösungen wurden systematisch nicht untersucht.

In zwei in den TabeilLen 1 und 2 mit Stern bezeichne-
ten Fällen wurde bei der Berechnung des prognostischen
Feldes die vereinfachte Gleichung [1]

^ = - » - V P (z - z) [3]

angewandt . Beim Vergleich der nach den Gleichungen
[ 1] und [3] berechneten isallohyptischen Felder hat es
sich gezeigt , daß die Vernachlässigung des Terms

p • Vp S (ijp) und — S • Vp C
keinen Einfluß auf die Prognosengüte hatte . Trotz der



— 38/15

geringen Anzahl verglichener Falle sind wir der Mei¬
nung , daß es praktisch in der Regel möglich sein wird,
auch mit vereinfachter Gleichung [ 3] erfolgreich zu ar¬
beiten . Durch Anwendung dieser Gleichung wird sich
dite Anzahl der bei ' der Konstruktion von AnfangsM-
detm £ und t>* notwendigen graphischen Operationen
verringern und die Berechnung des gesuchten progno¬
stischen Feldes einigermaßen beschleunigen '.

Die Qualität einzelner Prognosen ist objektiv durch
die Werte einiger statistischer Parameter ausgedrückt,

die in den Tabellen 1 , 2 und 3 angeführt sind . In diesen
Tabellen bedeutet r den Koirrelationsfeoetfizienten zwi¬
schen der beobachteten (x ) und der berechneten (y)
zwölf - bzw . vierundzwanzigstündii 'gen Tendenz von z,

und >i

Tab . 1
Zwölfstündiige Vorhersagen

1963 r X y £ Ox öy V
29. I ., 0300 — 1500 GMT 0,60 14 5 65 38 79 1,71
30. I ., 0300 — 1500 GMT 0,36 10 —16 69 69 44 1,00
30. I ., 1500 — 31 . I ., 0300 0,53 —29 6 75 91 90 0,82
31. I ., 0300 — 16010 GMT 0,89 9 2 70 121 108 0,56
31. I ., 1600 — 1 . II . , 0300 0',68 —22 —6 91 95 128 0,96
1. II ., 0300 — 1500' GMT 0,66 20 7 54 66 51 0,82

1955
15. I ., 0300 — 1500 GMT 0,80 6 —26 72 61 104 1,17
15. I -, 0300 — 1600 GMT *) 0,76 6 14 62 61 104 1,00
16. I -, 0300 — 1500 GMT 0,74 0 — 5 ■ 52 63 79 0,83
17. I ., 0300 — 1500 GMT 0,66 —26 1 86 56 106 1,52
18. I ., 0300 — 1500 GMT 0,62 10 18 62 52 84 1,20
21. I„ 0300 — 1500 GMT 0,77 21 2 42 56 62 0,74
22. I ., 0300 — 1500 GMT 0,72 20 32 ■ 45 64 64 0,70
23. I ., 0300 — 1500 GMT 0,73 35 13 51 65 67 0,78
23. I ., 0300 — 1600 GMT *) 0,76 35 12 58 65 21 0,88

Tab . 2
Vierundz wamzigstündiige Vorhersagen

1953 r X y £ ° y V
29 . — 30. I ., 0300 GMT 0,44 22 10 98 61 109 1,60
30 . — 31. I ., 0300 GMT Oi,54 —20 —4 101 12 :2 60 0,83
30 . — 31. I ., 1500 GMT ' 0,48 —21 20 154 168 130 0,91
31 . I . — 1. II . , 0300 GMT 0,60 —13 25 151 178 156 0,85
31 . I . — 1. II . , 1500 GMT Oi,48 4 — 17 160 141 180 1,14

1 . — 2. II . , 0300 GMT 0,48 18 6 111 115 105 0,97

1955
15 . — 16. I ., 0300 GMT 0,70 6 —4 85 94 119 0,90
15 . — 16. I ., 0300 GMT *) 0,75 6 9 85 94 130 0,90
16 . — 17. I ., 0300 GMT 0i,81 —9 —9 73 109 122 0,67
17 . — 18. I ., 0800 GMT' 0,72 —41 25 118 90 140' 1,31
18, - 19. I -, 0300 GMT 0,62 15 31 83 79 106 1,04
21 . - 22. I ., 0300 GMT 0,74 29 37 65 88 100 0,73
22 . — 23. I ., 0300 GMT 0,60 48 48 94 124 .105 0,76
23 . — 24. I ., 0300 GMT 0,74 27 3 83 98 115 0,85
23 , — 24. I -, 0300 GMT *) 0,72 27 —1 110 98 101 1,13

Aus den Tabellen 1 und 2 ist ersichtlich , daß in der
Periode vom 20 . Januar — 1, Februar 1953 die Güte der
graphischen Prognosen recht unterschiedlich war . Fast
unmittelbar nacheinander folgten in dieser Periode die
schlechtesten und die besten Prognosen der ganzen un¬
tersuchten Serie , Der durchschnittliche Korrelations-
koeffizient der zwölfsfündigen Prognosen betrug in die¬
ser Periode 0,60 , der der vierundzwanzigstündigen 0,50.
In der Periode vom 15 . — 23, Januar 1955 hat sich die

Qualität einzelner Prognosen wesentlich verbessert.
Die Korrelationskoeffizienten einzelner Prognosen wa¬
ren in diesem Zeitabschnitt ziemlich hoch ;, in allen
Fällen war r > 0,60'. Der durchschnittliche Korrela-
tionskoeffizient betrug dabei 0,72 für die zwölfstündd-
gen , 0,71 für die vierundzwanzigstündigen Prognosen.
Einige der besten Prognosen der ganzen untersuchten
Serie sind auf dien Abbildungen 2a , b und 3a , b veran¬
schaulicht.
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Abb . 2
Zwölfstündige Isallohypsen vom 15 . I . 1955 , 0300'

a) prognostische,

1500 GMT
b ) beobachtete.

i.igss, Q5t .

Abb . 3
Vierundzwanzigstündige Isallohypsen vom 16. — 17 . I . 1955,

0300 GMT
a) prognostische, b ) beobachtete.

Ta b . 3

1963 r X y E Ox 0y V
30 . I . , 0300 — 1500 GMT

G 0,36 10 —16 69 69 44 1,00
N 0,61 21 —20 70 74 60 0,95

30 . I . , 1600 — 31 . I . , OßiOO
G 0,53 —20 6 75 91 00 0,82
N 0,86 —13 —9 48 89 70 0,53

31 . I ., 0300 — 31 . I ., 1600
G 0,80 9 2 70 121 106 0,56
N 0,90 9 —22 61 116 80 0,53

31 . I . , 1500 — 1 . II . , 0300
G 0,68 —22 —6 91 05 128 0,96
N 0,86 —13 —12 53 88 00 0,60

In . der Tabelle 3 werden d'ie Ergebnisse der zwölf-
stündigen graphischen Prognosen mit den zwölfstümdi-
gen isallohyptischen Feldern verglichen , die durch li¬
neare Interpolation aus den Werten momentaner Ten¬
denzen in zwei auf einander folgenden synoptischen Ter¬
minen berechnet wurden . Die Berechnung der letzt¬
genannten Felder wurde ausführlich , von Bol in und
Charney ( 1) beschrieben . Aus der Tabelle 3 und aus

den - Abbildungen 4a , b , c ist ersichtlich -, daß die Güte
der numerisch berechneten Felder wesentlich größer
war als die der graphischien Prognosen , Beim Vergleich
beider Felder muß man jedoch bedenken -, daß die nu¬
merisch ermittelten Felder nicht als Prognosen angese¬
hen werden können . Bei echten numerischen Prognosen
wäre der Unterschied in der Qualität beider Felder we¬
sentlich geringer.
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Abb . 4
Zwölfstündige Isallohypsen vom 31 . I . 1953 , 0300 — 1600 - GMT

a) graphische Prognose , b ) numerische „Prognose “,

31.H955 05-152-

c) beobachtete.

Z ik munda (3) hat 'bewiesen , daß die Fehler der ba-
rotropen Prognosen mit den Bodendruckänderungen eng
Zusammenhängen . Aus der Theorie geht nämlich hervor,
daß

V p
2 (x — y) = konst . ^ , [4]

dt

wo Po 'den Bodendruck bedeutet . Beim Vergleich von
Fehlern graphischer Prognosen mit den Bodendruck¬
änderungen wurde in fast allen Fällen eine ziemlich
gute Übereinstimmung der Konfiguration beider Felder
festgestellt . Im Einklang mit der Formel [4] waren die
Gebiete positiver Fehler identisch mit den Gebieten , des

» m -ni .n55.03i .jd rs.-l7l.n35. 061 .

Abb . 5
a) Bodendruckänderungen vom 16 . — 17 . I . 1955 , 0600 GMT b) Fehler der vierundzwanzigstündigen graphischen

Prognose vom 16 . I . 1955 , 0300 GMT.
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Druckfalles, die Gebiete negativer Fehler mit den Ker¬
nen des Bodendruckanstdegs. Aus der Übereinstimrnung
beider Felder (siehe Abbildung 5a , b ) läßt sich schlie¬
ßen, daß die größten Fehler graphischer Prognosen
durch vereinfachende Voraussetzungen des barotropen
Modells verursacht wurden '. Die Anwendung dies gra¬
phischen Integrationsverfahrens hat also die Qualität
der barotropen Prognosen keineswegs verschlechtert.
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Transport der inneren und kinetischen Energie in der Atmosphäre
von

Ma ri j an Cadez

1 . Einleitung
Die Bewegung .der Duft in der Atmosphäre steht in

engiem Zusammenhang mit dem Transport der inneren
und kinetischen Energie . Das Problem des Transportes
dieser Energieformen in der Atmosphäre ist in letzter
Zeit in der Diteratur häufig diskutiert worden (Starr
( 1 ) , Van Mieghem (2) , (3) , Miller (4) , Kuo (5) ,
K ao (6) , Spar (7 ), Cadez (8) , (9) , ( HO') ui. a, ) . Trotzdem
ist offenbar , daß in dieser Hinsicht noch verschiedene
Problme ungelöst sind , wie z . B . das Problem der Ge¬
schwindigkeit , mit welcher diese Energieformen in der
Atmosphäre transportiert werden . Ich habe im Jahre
1945 gezeigt , daß sich die innere und kinetische Energie
in der Atmosphäre von Luftteilchen zu Luftteilchen mit
der Geschwindigkeit der Kompressionswellen -, d . h . mit
Schallgeschwindigkeit , fortpflanzt und daß diese Ge¬
schwindigkeit in der Atmosphäre etwas ähnliches be¬
deutet wie die Lichtgeschwindigkeit im Universum.

Der Transport der kinetischen Energie kann von dem
Transport der inneren Energie nicht getrennt betrach¬
tet werden . So ist z . B . der Gesamttransport der beiden
Energieformen mit dem Vektor pv — p = Luftdruck,
v = Windgeschwindigkeitsvektor — eng verbunden . Mit
diesem Vektor können wir aber nicht eindeutig die
Richtung der Strömung der inneren und kinetischen
Energie bestimmen . Beide Energieformen strömen
nämlich an irgendeinem Punkt in der Atmosphäre in
alle möglichen Richtungen fort , was mit den entspre¬
chenden Luftbewegungen in Zusammenhang steht.

2 . Die Übertragung der inneren und kinetischen Energie
mit der Schallgeschwindigkeit
Die fundamentale Eigenschaft der Atmosphäre -, daß in

ihr die innere und kinetische Energie von Luftteilchen
zu Luftteilchen mit Schallgeschwindigkeit übertragen
wird , habe ich zuerst im Zusammenhang ' mit dem ersten
Hauptsatz der Thermodynamik , d . h . bei der Betrach¬
tung der Wärmezu - und - abfübr bemerkt . Wir können
sehen , daß die Arbeit pdV , die von den Luftteilchen
während der Vergrößerung des Volumens V um dV ge¬
gen den 1 äußeren Druck geleistet wird , gleich der Ver¬
größerung der inneren und teils auch kinetischen ; Ener¬
gie der umgebenden Luft ist . Diese Vergrößerung mani¬
festiert sich als die „Wellenenergie “

, d . h . diie Energie
des Impulses ', die sich , zusammen mit der erzeugten Ver¬
dichtung der Luft — Impuls — von den Luftteilchen mit
Schallgeschwindigkeit in die umgebende Atmosphäre
entfernt (Abb . 1 und 2 in (9) ) . Ähnlich entsteht um ein
Luftteilchen , dessen Volumen verkleinert wird , eine
Verdünnung der Luft . Auch mit dieser wird ; die innere
und teils 1auch die kinetische Energie mit Schallgeschwin¬
digkeit übertragen , nur in diesem Fall erfolgt die Über¬
tragung der inneren Energie in die entgegengesetzte
Richtung , d . h . aus der Umgebung in das Teilchen (Abb.
3 und 4 in (9 ) ) . Die übertragene Energie 1aus der Umge¬
bung auf da ® Teilchen wird der Arbeit -pdV gledjcb.

Die Zu - und Abfuhr der Wärme ist mit der Übertra¬
gung der inneren und kinetischen Energie mit Schall¬

geschwindigkeit eng verbunden . Bedeutet das nicht , daß
die Übertragung der inneren und kinetischen Energie
mit Schallgeschwindigkeit , d . h . mit der Geschwindig¬
keit der Kompressionswellen eine fundamentale Eigen¬
schaft der Materie ist?

Denken wir uns in der Atmosphäre eine vollkommen
elastische Membrane ohne Gewicht , die überall normal
auf den Stromlinien steht und die sich mit der gleichen
Geschwindigkeit wie die benachbarte Luft bewegt . Die
Luft wirkt von der Hinterseite auf die Vorderseite der
Membrane pro Flächeneinheit mit der Kraft p und lei¬
stet pro Zeit - und 1Flächeneinheit die Arbeit pv . Stellen
wir uns jetzt vor , daß die Luft hinter der Mambrane
entfernt wird , und daß so die Bewegung der Luft , die
sich unmittelbar vor der Membrane befindet , vollkom¬
men von ums abhängt und daß die Arbeit pv von uns ge¬
leistet wird.

Irgendeine Verschiebung der Membrane hat eine ent¬
sprechende Verschiebung der Luft , die sich unmittelbar
vor der Membrane befindet , zur Folge . Diese Störung
kann man im ersten Moment nur in unmittelbarer Nähe
der Mambrane beobachten , und sie wird sich zusammen
mit der übertragenen Energie von der Membrane her in
die umgebende Luft mit einer ganz bestimmten Ge¬
schwindigkeit fortpflanzen . Diese Geschwindigkeit
kann nur die Geschwindigkeit der Kompressiiionswellen,
d . h . die Schallgeschwindigkeit sein , da jede Verschie¬
bung dieir Membrane unbedingt eine entsprechende Än¬
derung des Volumens der Luft zur Folge hat.

Durch jede Verschiebung der Membrane wird unmit¬
telbar nur die Geschwindigkeit der Luftmoleküle beein¬
flußt . Deswegen kann nur die innere und kinetische
Energie der Luft in entsprechendem Betrage verändert
werden und 'der oben erwähnte Vektor pv kann nichts
anderes bedeuten als den - Gesamttransport der inneren
und kinetischen Energie durch , die Flächeneinheit pro
Zeiteinheit auf der vorderen Seite der Membrane.

Jeden Teil der Membrane können wir auf beliebige
Weise verschieben , um eine endliche Geschwindigkeit
der benachbarten : Luft zu erhalten . Unter dem Ge¬
schwindigkeitsvektor v der Luft in einem beliebigen
Punkt der Membrane , die nur noch eine mathematische
Fläche darsteilen soll , müssen wir also die Summe aller
Verschiebungen dir , d2r, . . . . — r = Ortsvektor —' der
Luft , die an diesem Punkt in der Zeiteinheit erfolg 'en,
verstehen . Es ist

wobei sich das Summenzeichen auf alle Verschiebungen
bezieht , die dm Zeitintervall At stattfinden.

Eine jede Verschiebung dir steht mit dem entspre¬
chenden Impuls - Verdichtung oder Verdünnung - und
dem Transport di# der inneren und kinetischen : Energie
in Richtung der Verschiebung im Zusammenhang . Es ist
nämlich

[2] di# = (po + <5i Po ) dir , wobei p = p 0 + <3iPo
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iist (<5ip0 = Veränderung des Luftoruckes * die diurch den
Impuls erzeugt ist ) . Der Teil (p0 + V2 <5p0) dir bedeutet

den Transport der inneren und der Teil dir dm

Transport der kinetischen Energie . Der Hauptteil des
Transportes der inneren Energie — podjr — ist immer in
die Richtung der Fortpflanzung des Impulses gerichtet,
doch die kinetische Energie strömt in dieselbe Richtung,
nur wenn sich der Impuls als eine Verdichtung fort-
pflianzt. Im F&lle der Verdünnung pflanzt sie sich näm¬
lich in entgegengesetzte Richtung fort.

Nach dem Dargelegten sehen wir , daß durch die be¬
wegte Fläche die innere Energie in alle möglichen Rich¬
tungen immer nach der vorderen Seite transportiert
wird , daß aber die kinetische Energie sowohl aiuf die
eine wie auf die andereSeite transportiert werden , kann.
Der Vektor pv gibt uns , daher nicht den Fluß der Ener¬
gie in einer bestimmten Richtung , sondern nur dien Ge¬
samteransport der inneren und kinetischen Energie von
der Hinterseite auf die Vorderseite an , der in allen mög¬
lichen Richtungen , mit Schallgeschwindigkeit erfolgt,

Dm Vektor pv deutet man oft als Fluß der kineti¬
schen Energie in . Bewegungsrichtung der Luft . Diese
Deutung hat z . B . Prof , van Mi e g hem (2) zu dem
Schluß geführt , daß die Geschwindigkeit dieses Flusses

[3] pvCa = , q = Luftdichte,

ist . Da das Quadrat der Schallgeschwindigkeit

[4] c 2 =
Q

— x — Quotient zwischen den spezifischen Wärmen der
Luft — ist , gilt
[5] ca = 2 c2

Dieses Resultat steht im Widerspruch mit obigen Aus¬
führungen , da die Fortpflanzungsgeschwindigkeit viel
größer ist als die Schallgeschwindigkeit . Die Schallge¬
schwindigkeit , d . h . die Geschwindigkeit des Flusses der
kinetischen , Energie könnten wir auch aus einer Glei¬
chung bekommen , die 'analog der Gleichung [3] ist , aber
nur für den speziellen Fall , daß der Geschwindigkeits¬
vektor v nur durch einen Impuls — Verdichtung oder
Verdünnung — erzeugt wird . In diesem Fall ist nämlich
der Fluß der kinetischen Energie durch dm Vektor

[6] # k = ^ v

gegeben und anstatt der Gleichung [3] bekommen wir
die Gleichung

* P V

[7 ] C' a =
v
* — •

2
*

Wenn wir in Betracht ziehen , daß

[8] <5p = ±gcv
ist ( 10) , so sehen wir , daß die Fortpflanzungsgeschwin¬
digkeit der kinetischen Energie tatsächlich die Schall¬
geschwindigkeit ist:

[9] c '
a =* ±C

3 . Die Energiegleichung des offenen Systems
Wie leicht zu zeigen ist , können wir die Energieglei¬

chung eines offenen Systems in der Form

[ 10] ^ (U+ P+ K) ?cb = Jpvndff-h J (U -HP+ K) ?vnd<x
D OG

schreiben — U , P , K = innere (zusammen mit der Ener¬
gie 'der Wärmestrahlung ) , gravitationspotentielle bzw.
kinetische Energie der Einheitsmasse , =

dt dem Sy¬

stem zugeführte . Wärme pro Zeiteinheit , vn = Normal-
kampomente des Bewegungsvektors auf der Oberfläche
er des Systems und zählt positiv , wenn nach innen ge¬
richtet , p , q = Luftdruck und Dichte der Luft , dr = Vo¬
lumenelement , do = Oberflächenelement des Systems
Das Volumenintegral bezieht sich auf ein System mit
unbeweglicher Oberfläche 0 . Die Oberflächenintergrale
beziehen sich auf die Oberfläche des Systems . In dieser
Gleichung ist auch die Reibung berücksichtigt , da wir
die Reibungskräfte ’ als zusätzliche Gradientkräfte deu¬
ten können ; die erzeugte Wärme ist in berücksich-dt
tilgt.

Auis der Gleichung [ 10] sehen wir , daß die totale Än¬
derung des Energieinhalts des Systems , d . h . der Summe
aus innerer (U) , kinetischer (K) und gnavitationspotem-
tieller Energie (P) gleich dem Fluß der Energien durch
die Oberfläche ist . Dieser Fluß besteht aus folgenden
Anteilen:

1. Wärmezufuhr durch Strahlung , Wärmeleitung usw.
2. Zufuhr der inneren und kinetischen Energie mit

Schallgeschwindigkeit,
3 . Zufuhr der inneren , kinetischen und gravitations¬

potentiellen Energie mit der Windgeschwindigkeit.
Der zweite Teil verdient unsere besondere Aufmerk¬

samkeit , da er in der Tat die mechanische Energie dar¬
stellt , die dem System zugeführt wird . Dieser Transport
wird gewöhnlich als Transport der kinetischen Energie
und als Quelle der kinetischen Energie des Systems un¬
richtig gedeutet . Er bedeutet in der Tat in der Haupt¬
sache die Quelle der gravitationspotentiellen Energie
des Systems , die weitere Transformationen der Energie
in dem System bedingt . Das Bild von diesem Mechanis¬
mus ist das Folgende ( OK Die Umwandlung der Energie
f pvn der in die gravitationspotentielle Energie des

0
Systems (AiP ) hat die Umwandlung der inneren
Energie — einschließlich Kondensationswärme — des
Systems die während der Aufwärtsibewegumgen frei
wird (AiU ) , in die gravitationspotentielle Energie des
Systems (A 2P ) zur Folge '. Diese Umwandlung verursacht
wieder , wegen der erzeugten , Luftdruckgradienten in
horizontaler Richtung , eine neue Umwandlung der
Energie in dem System , und zwar der inneren Energie
(AaU) in die kinetische Energie der Winde (K) :

j pvn do" —1 AiP -f.
1 a

Aj U —* A 2 P -f- .
a 2 U — K + .

Die Windgeschwindigkeit auf der Oberfläche des Sy¬
stems ist gleich der Summe von zwei verschiedenen
Partialgeschwindigkeiten : von der einen , die wegen des
Transportes der inneren Energie von außen nach innen
besteht und von der anderen , dite die Folge des Trans¬
portes dieser Energie von dem System in die umgeben¬
de Atmosphäre ist . Von den Prozessen im System und' in
der umgebenden Atmosphäre ist abhängig , wie groß die
eine und die andere Partialgeschwindigkeit ist und ' wie
groß der Gesamtere,nsport der inneren und1 kinetischen
Energie über die Grenze des Systems ist.
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Preliminary Report on Computation of Trajectories by Means of Electronic Computers

by

Duäan Dju -ric and Aksel Wi in - Nielsen

Abstract

With the us:e of recently developed electronic Com¬
puters it is now possible to compute <aiir trajectories by
a sysitematization of already known -rnethods: Because
of the high calculation speed of which these Computers
are capable , it is possible to work out a large number
of trajectories anict , in the case of the trajectories com-
puted from the observed data , to obtam a good inter-
polatiofrx between subsequent maps.

The following method , chosen from several possilbili-
ties, has been used in such caloulatiomis here:

We assume that the wind is horizontal and in every
point determined by the corresponiding geopotential
field of an isofoiauic suirfaoe . In such a wind fieldi we con-
sider the diisplacementof an arbitrary chosen field. Each
point in the field is determined by two Coordinates (a,
b) . These Coordinates are considered as individually
conserved durinig the motion of the air partictes . The
local chaoge of the Coordinates is then expressed by the
following formulas:

— v -)va and ^ = - v - '7b. [1]dt dt
Until now we have used only the geostrophic appro-

ximaition. In this case the formulas take the following
form:

^ j (a . * ) .
’

[2]

where f is the Corioiis paraimeter, d> geopotential and m
the map magniifiication factor . Thie finiite difference form
of these equations was' solved uisinig a grid1 size A® =
300 km on 50« N 'and the regäon as large as the one used
in the barotropic forecasts madle in Stockholm ( B o 1 i n
(1 ) , Füg. 1).. The time step was limited by the criterion
for numerical stability.

The initial rectangular Coordinates were takien as the
individual Coordinates, After a certain time (normally
12 h) the computed a 'and' b fiieldis were. plottad on the
same map . The isolines of a and b valiues were dirawn
and they showed the final Position of the initialiy rec-
tamgutar grid: By finding the initersections between the
two sets of lines it is easy to find' the final Position of
the partdcles. With1an appropriate density of tlhe isolines
it is possible to follow any panticle wanted . The traject-
ory can be found1by connectinig the 'initial and final Po¬
sition of the particle . The curvature of the paith can be
found with good : approximation . by eansidering the cur-
vature of the contour Mnes on the corresponding synop-
tic maps.

For the use of the formulias [2] it is necessary to know
the geopotential fieldi in each . time step . The determina-
tion of the 'geopotential field is different in the follow¬
ing two cases:

1 . Forecastied trajectories.
2. Diagnostic trajectories.

In the first case the geopotential field is obtained
from a numerical forecast . In this only the barotropic
model was usedi. The trajectory computation is rnade si-
multaneouisly with the barotropic forecast . In the baro¬
tropic forecast the solution of the equations ' [2] is in-
djuded' in each time step.

In the second1 case the geopotential field is obtained
by a parabollic Interpolation between : tbree suibsequemt
synoptic maps . The following Interpolation , formu-la was
used:

$ (t) = ±- ( $ ia + ( t - t2) + f2 ~ r $ _ 1S , [3]

where t is the time (only between <l>o and # 12) and $-121
$ 0 and $ 12 are subsequient geopotential fields.

Us’inig the BESK Computer 17 minutes additional time
is needed to compute trajectories together with the fore¬
cast . The total time needed to compute 12 h trajectories
from observed data is ca . 20' minutes.

The isolines drawn for a and b give a good Impression
of the deformation field: As a measure of deformation
the increase of the circumferenoe of the initial squares
was used . These squares were determined by the neigh-
bouring isolines a and b . This measure should not be
used1after too long periods , because this woiuiLd ’mean. too
great a space and time smoothing along the trajectories.
The increase of the area of the initial squares due to the
change in the Corioiis Parameter and the map magnifi-
catiion factor with the liatitude can be negliected along
short trajectories . As expected , the dieformation is
langest near the hyperbolic points in the contour field,
especiailly if the wind is strong in this region.

A 'study of derformation can be useful in investigat-
ing the effects of the truncation errors in numerical
forecasting . In the case of strong deformation , thene is
a great proibabiillity that the truncation errors can be
large.

Because of relatively large- deformation in the a and
b fielids it is necessary to start from a new rectangular
grid after each 12 hours.

Thie computation of trajectories and deformation suf-
fers from the following errors:

1 . Errors due to the basdc assumptions:
1: 1 imfluence of vertical motion,
1:2 departure from the geostrophic wind.

2. Errors in drawing the a and b fields.
3. Computational errors:

3 .1 truncation errors,
3 .2 errors due to the various boundiary oondiitions.

Reference

( 1) Botin, B . : Numerical Forecasting wiith the Bairotro-
pic Model. Teiluis 7, 27—49 (1955)
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Zusammenfassung
Mit Hilfe kürzlich, entwickelter Elektronem-Rechen-

maschinen ist es nunmehr möglich,, Trajektorien , durch
Systematisierung von bereits bekannten Methoden zu
berechnen . Infolge der hohen Rechengeschwindigkeit
dieser Maschinen gedingt , es , eine große Anzahl von Tra-
jektorien zu bestimmen undi, wenn diese Trajektorien
aus beobachteten Daten gewonnen, werden , eine gute
Interpolation zwischen aufeinanderfolgenden Karten zu
erhalten.

Aus verschiedenen Methoden für solche Rechnungen
wurde hier die folgernde ausgewählt:

Wir nehmen .an , daß der Wind horizontal und in je¬
dem Punkt durch das Geopotentiaifeld einer Isobaren
Fläche bestimmt ist In einem derartigen ' Windfeld be¬
trachten Wir die Verlagerung eines willkürlich gewähl¬
ten Feldles, . Jeder Punkt dieses Feldes wird durch zwei
Koordinaten (a, b) bestimmt . Diese Koordinaten wer¬
den als konservative Eigenschaft während 1; der Bewe¬
gung der Luftteilchen , aufgefaßt . Die lokale Änderung
dieser Koordinaten wird dann durch die folgenden For¬
meln .ausgedrückt:

“ 3
3
° - - v - va 8> - - v . vb.

Bis jetzt haben wir nur die geostrophiischeApproxi¬
mation benützt . In diesem Falle nehmen , die Formeln
die Form

[2] - - “ ’
jta , $ ) . ( •>. * )

an , wobei f den Cariolisparameter , $ das Geopotential
und m den Verzerrungsifaktor der Kartenprojektion be¬
deutet . Die Differenzenform dieser Gleichunigen wurde
durch Benutzung einer Maschenweite s = 30'0 km in
50« N gelöst:, in einem' Gebiet, welches dem der Stock¬
holmer barotropen Vorhersagen entspricht ( Bol in (1 ) ,
Fig. 1 ) . Der Zeitschrift war durch das Kriterium für nu¬
merische Stabilität begrenzt.

Die kartesischen Koordinaten des Ausgangsfeldes
wurden als individuelle Koordinaten (Numerierungs¬
koordinaten) gewählt . Nach: Ablauf einer gewissen Zeit
(gewöhnlich 12 Stdi .) wurden die a- und b-Felder auf die
gleiche Karte eingetragen . Die Isolinien der a- und : b-
Werte wurden ausgezogen und' zeigten die Endposition
des anfänglich rechtwinfceiigen Gitters . Durch Bestim¬
mung der Schnittpunkte der beiden Kurvensysteme ist
es leicht, die Endposition der Teilchen anzugeben . Bei
angemessener Dichte der Isotimien ist es möglich,, jedem
gewünschten Partikel zu folgen. Die Trajektorie kann
dluirch. Verbindung der Anfangs- und Endposition der
Partikel gefunden werden . Die Krümmung der Bahn
kann in guter Approximation bestimmt werden , wenn
man die Krümmung der Isohypsen der zugehörigen1
synoptischen Karten in Betracht zieht.

Für die Verwendung;der Formeln [2] ist es notwendig,
das Geopotentialfeld nach jedem Zeitschritt ziu kennen.
Die Bestimmung des Geopotentialfeldes unterscheidet
sich in folgenden beiden Fällen : 1

1 . Prognose-Trajektorien.

2. Diagnose-Trajektorien.
Im ersten Falle wurde das Geopotentialfeld durch

eine numerische Vorhersage gewonnen . Hierbei wurde
nur das . barotnope Modell benutzt . Die Tmjektariien-Be-
rechnung wird simultan mit der barotropen , Vorhersage
durchgeführt . In die banotrope Vorhersage ist die Lö¬
sung der GL [2 ] zu jedem Zeitschrift einbegriffen.

-Im zweiten Falle wird das 'Geopotentialfeld dluirch pa¬
rabolische Interpolation dreier aufeinanderfolgender
synoptischer Karten bestimmt . Die folgende Interpola¬
tionsformel wurde benutzt:

[3] ' $ (t) = t* + t -f- ( 1 — t3) $ 0 + ? -= -* S - « ,

worin t die Zeit (nur zwischen, <E>0 und $ 12) und $- 12,
$ 0 und 1 $ 12 die aufeinanderfolgenden Geopotentialfelder
bedeuten.

Bei Benutzung der BESK-Rechenmaschine werden
nur zusätzlich' 17 Minuten benötigt , um die Trajektorien
zusammen mit der Vorhersage zu gewinnen . Die Ge¬
samtzeit , um zwölfstündige Trajektorien aus ‘beobach¬
teten Daten zu berechnen , beträgt etwa 20 Minuten.

Die Isolinien für a und ' b vermitteln eindrucksvoll die
Deformation des Feldes . Als Maß der Deformation wur¬
de die Zunahme des Umfanges des anfänglichen Qua¬
drates benutzt . Diese Quadrate wurden aus den benach-
bartena - und b-Isolinien bestimmt . Dieses Maß sollte
nicht für zu . lange Zeitabläufe benutzt werden , da es
einer zu 'großen räumlichen und zeitlichen Glättung
entlang der Trajektorien entsprechen würde . Die Zu¬
nahme der Fläche der anfänglichen Quadrate , welche
auf die Änderung des Coriolis,Parameters und des, Vex-
zerrungsfaktors mit der geostrophiischenBreite zurück¬
zuführen ist , kann entlang kurzer Trajektorien ' vernach¬
lässigt werden . Wie erwartet , ist die Deformation in der
Nähe hyperbolischer Punkte des Isohypsenfelides am
größten , besonders , wenn der Wind in diesem Bereich
stark ist.

Ein Studium der Deformation kann sich für die Un¬
tersuchung des Effekts1 des Verfahrensfehlers in der
numerischen Vorhersage als ' nützlich erweisen . Im Falle
starker Deformation besteht eine große Wahrschein¬
lichkeit , daß der Verfahreosfehler (truncation error)
groß ist.

Wegen der relativ starken Deformation, der a- und ' b-
Felder ist es notwendig , nach jeweils 12 Std . mit einem
neuen lechtwinkeligen Gitter zu beginnen.

Die Berechnung der Trajektorien und der Deforma¬
tion krankt an folgenden Fehlem:

1 . Fehler infolge der Grundvoraussetzungen:
1 . 1 Einfluß der Vertikalbewegiung,
1 .2 Abweichung vom geostrophischien Wind.

2 . Fehler beim Zeichnen der a- und U-Felder.
3. Rechenfehler:

3. 1 Verfahrensfehler (truncation errors ) ,
3 .2 Fehler infolge verschiedener Randbedingungen.
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Automation of 500 mb Forecasts through Successive Numerical Map Analyses
by

Bo R . Döös

Abstract
Düring the autumn of 1954 the metearotLogical section

of the Royal Swedish Air Force in Cooperationwith the
Meteorologiical Institute of the University of Stockholm
undiertook a series of routine computations of barotro-
pic forecasts . The results of these computations ( Botin
1955) demonsitrated the desdrabitity of making such force-
casts- over a longer period . For this reason 72 forecasts
were eomputed diuring December 1;954 — May 1955.
These routine computations of barotropic forecasts were
resumed in the Autumn of 1955 . In the computations the
amalysis of the 500 mb surfaoe was also computed' nsu-
mericalily. The method of analysis has been presented
previously ( Bergthorsson - Döös ( 1)) .

References
( 1) Bergthorsson , P , and Döös , B. R. : Numerioal wei¬

ther map analysis , Tellus 7, 329—340 (1055)
(2) Döösi , B . R. : Automation of 500 mb Fonecaste through

Successive Numerical Map Analyse®. TeBus 8,
76—81 ( 1056)

Zusammenfassung
Während des Herbstes 1954 wurden von der Meteoro-

gischen Abteilung der Königlich-Schwedischen Luft¬
waffe in Zusammenarbeit mit dem Meteorlogischen In¬
stitut der Universität Stockholm eine Reihe von baro-
tropen Routine-Vorhersagen berechnet . Die Ergebnisse
dieser Berechnungen ( Bolin 1955) ließen es wün¬
schenswert erscheinen , diese Vorhersagen während
einer längeren Periode durchzuführen . Aus diesem
Grunde wurden 72 Vorhersagen von Dezember 1954 bis
Mai 1955 berechnet Diese Routine-Vorhersagen mit
dem taarotropen Modell wurden im Herbst 1065 wieder
aufgenomnmen . Auch die Analyse der 500-mb-Fiiäche
wurde numerisch durchgeführt . Die Analysen-Methode
wurde kürzlich beschrieben ( Bergthorsson —
D ö ös ) .
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Vergleich verschiedener dreidimensionaler Modelle der Atmosphäre mittels Lösungen
linearisierter Gleichungen

von

Wimbart Edelmann

(mit 1 Abbildung und 2 Tabellen im Text)

1 . Grundgleichungen und Annahmen der einzelnen
Modelle
Es ist das Ziel der theoretischen Meteorologie, eine

möglichst gute Beschreibung der atmosphärischen Pro¬
zesse auf mathematisch-physikalischer Grundlage zu
findiem und diese dann praktisch anzuwenden auf das
Problem der numerischen: Wettervorhersage . Um die¬
sem Ziel näher zu kommen , sind in den letzten Jah¬
ren einige Modelle geschaffen worden , welche von der
geostrophischen Approximation des Windes keinen Ge¬
brauch mehr machen. In diesem Vortrag soll versucht

werden , die verschiedenen Modelle zu vergleichen und
dabei möglichst einige charakteristische Unterschiede
zu erkennen . Dabei sollen ausschließlich nur die linea-
risierten Modellgleichungen betrachtet werden . Uber
den Einfluß der nichtlinearen Terme wissen wir bis¬
her nur wenig.

Zunächst betrachten wir die Grundgleichungen und
Annahmen der einzelnen dreidimensionalen Modelle
der Atmosphäre , welche symbolisch in Tabelle 1 zu¬
sammengestellt sind:

Tab . 1

3-dimensionale Modelle.

Modelle Wind Grandgleichungen Anfangsfelder Lärmwellen

geostroph. Adveklionsmodell ( o- = o) V — 0 0 —

geostroph. Modell mit Stabilität 53g V — (Hi) 0 —

Modell mit geostroph. Stromfuktion 33h V — 06) 0 —

Thompson-Modell 33 n V B 06) 0 —

nichtgeostroph . Advektionsmod. (tr= o) 33n V D O 0 , 6) , (Ot T

Lärm-Modell 33 n V D 06) 0 , 6) , COt T , io

Hollmann-Modell 33 n V D 0 , 6) , 6) t T

co*- Modell 33„ V D (TCO* 0 , 6) , COt T

? g = | ! xv^

33h = ~ EX V ^>+ Vx

33 n = EX vv >-t- Vz

- --
V = Vorticitygleichung

D = Divergenzgleichung

B == Balance-equation

o = £>pp + — 0p = statische Stabilität
xp

Q = + S . v

T = Trägheitswellen
icr = interne Gravitationswellen0pt + . 33 ■ V ^ p + 06) = o (Adiabatengleidiung)

Die geostrophischen Modelle (ohne und mit Stabilität)
benutzen natürlich dien geostrophischen Wind 35g =

yf X V$ . Das Modell mit dier geostrophisch approxi¬
mierten Stromfunktion läßt außerdem noch divergente
Windkomponenten zu : 33h = jf X V$ + V/ - Die rest¬
lichen Modelle machen Gebrauch von einem ganz all¬
gemeinen nichtgeostrophischen Wihd 33 n — EXVy+

Sämtliche Modelle verwenden die Vorticitygleichung
(V) ; die vier letzten in Tabelle 1 benutzen außerdem
die vollständige Divergenzgleichung (D) ; das Thomp¬
son- Modell schließlich rechnet mit der „balance equa-
tion“ (B) , welche aus der Divergenzgleichung durch
Vereinfachungen hervorgeht.

Bezüglich des 1 . Hauptsatzes der Thermodynamik
bzw. der Adiabatengleichung $pt + 35 *V$ p + oa = ■ 0
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gibt es bemerkenswerte Unterschiede . An Stelle der
exakt gültigen Stabilität o = $ pp + ^ <£p arbeiten dlie
Advektionsmodeile mit der Stabilität o ~ 0. Bei den
beiden letzten Modellen der Tabelle 1 wird der Term

Qä
oco abgeändert : Es wird eine Größe o-p- co (nach G.
Hollmann) bzw . o(co* — co) (nach K . Hinikel-
mann) hinzuaddiert . Dies bedeutet physikalisch , daß
man fiktive , d . h . in Wirklichkeit nicht vorhandene
Wärmequellen amnirmmt. (Dabei ist Q der Openator

gQ = + 95 - V , und co * ist eine von co verschiedene
ot

Vertikalgeschwindigkeit , welche aus einer 4 . Gleichung
berechnet werden muß . Diese gewinnt man , indem
man aus der geostrophischen approximierten Vorticity-
gleichung und der Adiabatengleichung die Größe $ t
eliminiert .) Man kann zeigen , daß durch die Annahme
jener fiktiven Wärmequellen die internen Gravitations¬
wellen (iG) , welche das Lärm -Modell beschreibt , aus¬
gefiltert werden . Wir kommen darauf später noch zu¬
rück.

Bei den ersten 4 Modellen genügt die Kenntnis eines
einzigen AnfangsteLdles ($ z. Zt . t = 0) , um die ver¬

schiedenen Felder zu einem späteren Zeitpunkt zu be¬
rechnen . Sie sind frei von jeder Art von meteorologi¬
schem Lärm . — Bei den letzten 4 Modellen dagegen ist
die Kenntnis dreier Anfangsfelder ($ , co , cot zur Zeit
t = 0) erforderlich , um den Zustand zu einem späteren
Zeitpunkt eindeutig zu bestimmen . Sie beschreiben
auch Trägheitswellen (T) , das Lärm -Modell außerdem
noch interne Gravitationswellen . Die externen Gravita-
tioniswelüen werden bekanntlich ausgefiltert durch die
Verwendung der unteren Randbedingung co) p = Po

= 0,
Po

welche gleichwertig ist mit / V ’ 23dp = 0. Darauf wol-
O

len wir jetzt nicht näher eingehen.
Wie man sofort erkennt , gehen mit dem Grenzüber¬

gang o—0 das Lärm - , Hollmann- und co* -Modell
ins nichtgeostrophische Advektionsmodell über.

Nun wollen wir die linearisierten Gleichungen dieser
Modelle betrachten . Wir nehmen einen stationären , zo¬
nalen Grundstrom an und überlagern diesem eine klei¬
ne Störung . Für die Störgrößen erhält man die in Ta¬
belle 2 zusammengestellten Differentialgleichungen:

Tab . 2
Die lineardsdieirten. ModeHlgleichungen

Vordcitygleichung: Q £ = f top

Divergenzgleichung: ■— Q cop - )- ü P cox — f (£ —- n
Balance- equation: y = r

Adiabatengleichung: o = Q£p
* — üp £x + ■

0

j v * M

-j- y 2 (ff [ t +

J
- V 2 (öco ’)

(Advektionsmodell)

(Hollmann - Modell)

(co*- Modell)

co * — Gleichung: co’
pp + p V 2 (öco*

) = 2 ~ fr
f UP bX

Dabei ist a die statische Stabilität des Grundzustandes
und £ — f • V X 95 die Vorticity . Zur Abkürzung benut-

G G
zen wir den Operator Q = u

g
— und die Bezeich¬

nung £ * = - - Bei geostrophischer Approximation
dfes Windes ist also £ — £ * . Der Einfachheit halber be¬
nutzen wir einen konstanten Coriolisparameter f = const.
Falls die Grundströmung baroklin ist (u (p) const .) ,
soll die Störung nicht von y abhängen . — Man erkennt
sofort : Unter den eben genannten Voraussetzungen be¬
sitzen das Thompson - Modell und das Modell mit
der geostrophischen Stromfunktion dieselben lineari¬
sierten Gleichungen wie das geostrophische Modell.
Wir brauchen sie daher nicht weiter zu betrachten . Da¬
gegen unterscheiden sich die letzten 4 Modelle ganz
wesentlich vom geostrophischen . Dieser Unterschied
soll jetzt an Hand von Lösungen der linearisierten
Gleichungen studiert werden.

2 . Lösungen für barotrope Grundströmung
Zuerst beschäftigen wir uns mit dem einfachsten

Falt , einer barotropen Gmmdströrniunig : ü = comist. oder
üp = 0.
Hier lassen sich geschlossene Lösungen in Hülle und

Fülle finden . Es interessieren nur solche , die für co die
obere und untere Randbedingungen erfüllen : col p = 0 = o,
Wl P = Po =

Für das geostrophische Advektionsmodell kann man
sofort die allgemeinste Lösung angeben:

£ = G(x — üt , y p)
co = 0

Dabei ist G eine völlig willkürliche Funktion von 3 Ar¬
gumenten . Die Bedeutung dieser Lösung ist leicht zu
erkennen : Eine irgendwie geformte Störung des Druck¬
feldes oder des geostrophischen Windfeldes bewegt sich
mit der Geschwindigkeit der GrumJdströmung ü fort,
ohne dabei ihre Form zu ändern . Die Vertikalgeschwin¬
digkeit co nimmt auf keinen Fall an der Störung teil.

Für das geostrophische Modell mit Stabilität erhält
man genau die gleiche Lösungsmannigfaltigkeit , wenn
man zusätzlich fordert , daß co auch auf den seitlichen
Wänden eines endlichen Integratiönsgebietes ver¬
schwindet , oder periodisch in x und y ist , oder in un¬
endlicher Entfernung endlich bleiben soll.

Man kann auch für das nichtgeostrophische Advek¬
tionsmodell die allgemeinste Lösung angeben . Nach
einiger Rechnung findet man
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Nt (x - üt , y, p)

+ sin ft { Nb (x—üt , y, p) -f- 1 ) Nb (x —üt , y, 0) -

N t (x —üt , y, p)

N2 {x —üt , y , p ) - j- [N 2 (x— üt , y, 0)

Dabei sind Ni , Na , N3 völlig willkürliche Punktionen
von 3 Argumenten , Die Bedeutung auch dieser Lösung
ist leicht zu erkennen . Eine irgendwie geformte Stö¬
rung Ni des Druckfeldes ( £ *) bewegt sich mit der Ge¬
schwindigkeit ; ü der Grundströmiunig, ohne diaiblei ihre
Form zu ändern . Das Windfeld ( £ ) zeigt genau die ent¬
sprechende Störung , so als ob der Wind geostrophisch
wäre. Das Vertikalgeschwindigkeitsfeld( co) wird durch
die Störung Ni überhaupt nicht beeinflußt. Dies alles
entspricht genau dem geostrophischen Modell . — Inter¬
essant ist die Tatsache , daß co und £ weitere Störungen
Na , Na zeigen, an welchen das Druckfeld ( £ *) nicht teil¬
nimmt . Sie bewegen sich ebenfalls mit der Geschwin¬
digkeit ü . Ihre Intienisiität schwingt aber (wegen der
Faktoren cos ft , sin ft ) mit der Periode eines „Pendel¬
tages “ . Das sind reine Trägheitsschwingungen!

Das Wesen der Trägheitsschwingungen kann man
sehr schön studieren , indem man die Geschwindigkeits¬
komponenten u , v ausrechnet und einfache spezielle
Funktionen für Na , N3 wählt. Man findet, daß jedes
einzelne Luftteilchen (außer der geostrophisch beding¬
ten Bewegung) zusätzlich auf einem mehr oder weni¬
ger großen Trägheitskreis umläuft . Die Vertikalbewe¬

gungen stellen sich dabei so ein , daß immer gerade die
Kontinuitätsgleichung erfüllt ist . Diejenigen Lösungen ',
welche keine Trägheitswellen zeigen , stimmen mit der
geostrophischen Lösung überein . Das gilt nebenbei nur
für eine barotrope Grundströmung . Wir werden später
an einem Beispiel sehen , daß eine trägheitswellenfreie
Lösung bei barokliner Grundströmung von der geo¬
strophischen Lösung abweicht.

Für das Hollmann- Modell und das co* -Modell
erhält man die gleicheLösungsmannigfaltigkeitwie für
das nichtgeostrophische Advektionsmodell, wenn man
zusätzlich fordert , daß cobzw . auch <0* periodisch in x
und y sein soll, oder in unendlicher Entfernung endlich
bleiben soll . Die Annahme der „fiktiven Wärmequel¬
len “ im 1 . Hauptsatz bewirkt gerade, daß der Einfluß
der Stabilität bei barotroper Grundströmung völlig
herausfällt.

Bei dem Lärm-Modell gelingt es nicht mehr , die all¬
gemeine Lösung in geschlossener Form diarzustellen.
Der Einfluß der Stabilität macht sich bemerkbar . Durch
Fourier -Ansatz findet man im Fall konstanter Stabili¬
tät ^ = s 2:

V S<P - ff - 222 p • cos pK (x —üt ) • cos v 1 y . cos J/fHtJfjv • cos
jtr 7T‘

- f- ähnliche Ausdrücke mit
4 - f L (x — üt , y , p)

ir n
ähnliche Ausdrücke mit

-f- ähnliche Ausdrücke mit
+ L (x—üt , y , p)

Dabei ist L wieder eine völlig willkürliche Funktion
ihrer 3 Argumente . Sie stellt, ähnlich wie vorhin , den
geostrophischen Anteil der Lösung dar . Hinzu kommen
aber noch andere Lösungen , welche von den 00 3 will¬
kürlichen Konstantena,l(,v . . . ab hängen . Diese Lösun¬
gen sind Schwingungen , wie man an den Faktoren

1/ f“ ~b s - ^ 2 kj + yj . i_P<)_ so for t erkennt . Im Grenz¬en \ ^ ffn*
fall s — 0 sind es reine Trägheitswellen; wir erhalten
dann die gleiche Lösung wie beim nikhtgeostrophisehen
Advektionsmodell. Im allgemeinen Fall s 4 0 erschei¬
nen die Trägheitswellengekoppelt mit sogenannten in¬
ternen Gravitations wellen. Die Schwingungen sind um

so rascher , je größer die Stabilität s 2 ist , je kleinräu¬
miger die horizontale Ausdehnung der Störung ist
(große q und v) , und je größer die vertikale Ausdeh¬
nung der Störung ist (kleine «) ■ — Das Wesen und den
Mechanismus der internen Gravitationswellen kann
man sehr schön am Gtreozfali f = 0 studieren, weil sie
dann nicht mit Trägheits wellen vermischt auftreten . —
Die mitunter als Wogenwölken sichtbar werdenden
Schwingungen in der freien Atmosphäre lassen sich
leicht als interne Gravitationswellendeuten . Ihre Pha¬
sengeschwindigkeit ist praktisch fast der Grundströ-
muing ü gleich,. Bei einer Wellenlängevon einigen Tau¬
send Kilometern dagegen hat die Phasengeschwindig-
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keit die Größenordnung von 100 m/sec. — Leider kön¬
nen wir jetzt nicht länger bei der Diskussion der Lö¬
sungen für die bairotrope Grundsiträmunigü = oomis4
verweilen.

3 . Geschlossene Lösungen für barokline Grund¬
strömung
Nun wollen wir Störungen in einer baroklinen

Grimdströmung ü (p) =)= conist ibetoachiteni . Hier fängt
jetzt der große Jammer an ! Wir haben nicht mehr Dif¬
ferentialgleichungen mit konstanten , sondern mit va¬
riablen Koeffizienten zu lösen. Das bedeutet , daß es
ziemlich aussichtslos ist , zu allgemeinen zeitabhängigen

Integralen zu gelangen . Der Einfachheit halber wollen
wir ein lineares Geschiwindligkieiiltspnofilü = a + bp
annehmen und voraussetzen , daß die Störgrößen nur
von x , p , t , nicht aber von y abhängen mögen. Selbst
für diesen einfachen Fall kennen wir bisher keine ge¬
schlossenen Lösungen für das Lärm- , Hollmann-
und a)*-Modell. Nur für das geostrophische Modell und
das nichtgeostrophische Advektionsmodell sind ganz
spezielle zeitabhängige Integrale bekannt . Diese wollen
wir zunächst etwas genauer ansehen.

Für das geostrophische Advektionsmodell findet man
die Lösung

f = Cos ß K t cos K (x—üt)
- Sin /ff Kt sinK (x—üt ) Hip

- Cos ß K t sin K {x—üt ) • [(u° - ü) 2 — (u - ü) 2]

+ Sin ß Kt cos K> - Üt) - [/?2 (u u° ) + K - ü) 3 - (u - ü) 3]
I Up p o O

Dabei ist ü

u c

ß

= ö (0), u 0 = ü (p 0), Aü = u °—u 0
= A 5

Vl2

Diese Lösung stellt eine rein sinusförmige Welle dar,
welche (wegen der Linearität der Gleichungen) zu allen
Zeiten rein sinusförmige Gestalt behält , und welche
mit der Geschwindigkeit ü dier miMDeren GrumdJströ-
mung wandert . Als wesentliche Eigenschaft dieser ba-
nokhlnien Wefhienlösuingkommt hinzu , daß sich ihre Am¬
plitude im Laufe der Zeit ändert , im Gegensatz zu den
Lösungen in barotroper Grundströmung ! Der Faktor
Cos /Skt odier Sin /Skt bzw. die Größe /Sk = ist ein
Maß für die zeitliche Amplitudenänderung oder „Ent¬

wicklung “der Störung . Die Entwicklung der Störung
wird Null für barotrope Grundislrömiung( Aü = 0) . Sie
ist umso größer , je barokliner die Grundströmung ist,
d . h . je größer Aü ist . Kurze WeOilien (k groß) zeigen
stärkere Entwicklung als lange Wellen (k klein) . Im
Grenzfall sehr kurzer Wellen kommt es zur sogenann¬
ten „Ultraviolett -Katastrophe “

, d . h . zu unbegrenzt
rascher Entwicklung.

Wie sieht nun die Lösung für das nichtgeostrophische
Advektionsmodell aus? Man: findet nach ziemlich müh¬
samer Rechnung:

r v ,
«2 + (u —ü)2 — L aa + (U° — ü)s — ^5

A = Cos a Kt cos K (x —ut ) ^ - + ^ arctg -
^ ^ arc tg -

^
-

2 K* 2 etK
u — fl — 4) 3 + “ 3

. (u° — ü — ^ }2 + a 2
K- f- Sin « Kt sin K (x —ut ) | ^ (u — u °) + — ln - j —- — ln - 1—lf 4

(a - ü + *
)• + « • 4 K - ü + If -b.K K'

J = Cos a Kt cos K (x — üt ) •
(u —u) 2 + «ä +

(u - ü) 2 - «2 - A ]* 4 . 4«2 (u - ü)2

-f- Sin a Kt sin K (x— ut ) p - - •
(u—Ü)2 + «2 — ^

(u_ ü) * + 4«* (u ._ü)*

o = Cos a Kt sin K (x —üt ) ~j
— arc tg

a2 + (u— Ü)2 — A O2 + - (u0 — ü) 2

2 Ku p [
—

2
f
K

arc tg ■ K2

2 a } ]
_ 0 ft (u — ü — i) 2 -fa 2 (u ° - ü - l) 2 -f

+ Sin a Kt cos K (u —üt ) | H— A — — j In- 7- ln - 1-
u p 4KuP ) (u _ ü+ t

)2+ a2 (uo_ ü _)_ .A a +
K K

; ll

Dabei ist aK - ' IML p — 1 4-
4 §

= ~T Aü
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Diese Lösung ist wieder eine zu allen Zeiten rein sinus¬
förmige Welle mit der Wellenlänge L = ^ , welche mit
der Geschwindigkeit der mittleren Grundströmung ü
wandert . Sie hat die gleiche Bauart wie die Lösung für
das geostrophische Advektionsmodell (siehe oben) . Nur
die Abhängigkeit von dier p-Koordinate ist hier sehr
viel verwickelter . Doch das soll uns jetzt nicht weiter
interessieren.

Es fällt auf , daß diese spezielle nichtgeostrophische
Lösung keime Träighedtsschwtimgungen ) beschreibt . (Es
treten nämlich keine Faktoren mit cos ft oder sin ft
auf .) Im Falle einer barotropen Grundströmung stimm¬
ten solche schwingungsfreien Lösungen immer mit Lö¬
sungen des geostrophischen Modells überein . Das ist
hier anders:

Für die Entwicklung der Störung sind jetzt die Fak¬
toren Cos akt , Sin akt bzw. die Größe

ak = f ■ 1 +
Y A ü

Tg j Aü

verantwortlich . Sie unterscheidet sich in ganz bemer¬
kenswerter Weise von der entsprechenden Größe /Sk
des geostrophischen Modells (vgl. Abb. 1) .

- _ reell imaginär

Abb . 1
Die Entwicklungsgrößen ak , /3k , in Abhängigkeit von

Aü , k und f.

Entwickelt man ak bet festem k uinld f für kleine Aü
in einer Reihe, so erhält man

ak = Al!
15 f2 Aü 2 . )

Daraus folgt : Je größer dli© BarokUimität Aü dier Grurud-
strömung ist , umso mehr bleibt die nichtgeostrophische
Entwicklung hinter der geostrophischen zurück . Für
Aü « erreicht die Entwicklung ein Maximum ; bei
noch größerer Baroklinität nimmt sie wieder ab und
verschwindet vollkommen für Aü 2,4 ^ . Der
Radikand - £2 — 1 + „ . wird dann negativ , und die
Welle wandert ohne Amplitudenänderung mit der Pha¬
sengeschwindigkeit c = ü± ]a | . Im Grenzfall sehr großer
Aü wird |a | = -- 1Aü |.

Nun betrachten wir die Größe ak bei festem Aü und f.
Für k = a (unendlich lange Wellen) findet keine Ent¬
wicklung statt . Je größer k wird (je kleiner also die
Wellenlänge wird ) , desto stärker wird auch die Ent¬
wicklung. Aber es tritt keine Ultraviolett -Katastrophe
auf , wie beim geostrophischen Modell, sondern es exi¬
stiert eine Wellenlänge mit maximaler Entwicklung bei
etwa k ~ 1,6 - U , d . h . L » ZnA^- . Kürzere WellenAu ’ 1,6 f
haben wieder schwächere Entwicklung, solche mit

L A ^ zeigen überhaupt keine Entwicklung mehr.
Ist bei einer Störung zur Zeit t = o ein Gemisch ver¬
schieden langer Wellen vorhanden , so wird: nach hin¬
reichend langer Zeit die Störkomponente mit der Wel¬
lenlänge maximaler Entwicklung dominieren und die
anderen Wellenlängen völlig überwuchern!

Zuletzt betrachten wir noch die Abhängigkeit der
Entwicklungsgröße ak vom Coriolisparamefcer f : Je
kleiner f ist , desto größer ist bei gleicher Baroklinität
Aü dies Grundistroms die WeRenliämge maximaler Ent¬
wicklung, und desto kleiner ist der Betrag des Maxi¬
mums von ak . Grob gesprochen: Bei gleicher Baro¬
klinität der Grundströmung entwickeln sich in den
südlichen Breiten längere Wellen als in den nördlichen
Breiten ; die Entwicklung geht in den Subtropen lang¬
samer vor sich , als in den Polargegenden!

Auch für das geostrophische Modell mit konstanter
Stabilität <j = s2 kann man noch geschlossene Lösungen
finden . Sie zeigen eine merkwürdige Analogie zur Lö¬
sung des nichtgeostrophisehen AdvektionsmodeUs. Sie
haben die Form

£ = Cos ykt * cos k (x—üt ) * F (p) .
Dabei ist die Entwicklungsgröße

Der Faktor — — J?
2 — 1 + A— ist = für v = ® = o

V r 4 TgJ? y ? 2 - -
und nimmt monoton ab für zunehmende Stabilität s.
Daraus folgt : Je größer die Stabilität s ist , umso stärker
wird die Entwicklung der Störung abgebremst im Ver¬
gleich zum Advektionismodell. Überschreitet die Stabi-

2 d flität eine gewisse Schranke s ~ , so wird der Faktor—-- - — kp0
■ / — 1 «3— 1-1— ' imaginär ; es findet überhaupt keine

V V 4 1 Tg ?/
Entwicklung mehr statt.

Auch hier gibt es keine „Ultravioüett-Katasitrophe“
mehr . Bei konstantem Aü , ®, f und 'abnehmender Wel¬
lenlänge , also wachsendem k erreicht die Entwicklung

*1 6 fein Maximum bei k äs — - - und verschwindet vollkom-
SP<> 2 4 fmen für Wellenzahlen k > — . Aus einem Willkür-“ sp 0

liehen Störungsgemisch zur Zeit t = 0 wird nach eini¬
ger Entwicklungszeit stets die Wellenlänge L A

1,0 I
dominieren . — Auch die Abhängigkeit vom Coriolis¬
parameter ist die gleiche wie beim nichtgeostrophisehen
Advektionsmodell.

Für die 3 nichtgeostrophisehen Modelle mit Stabilität
(Lärm- , Hollmann - und oA-Modell) darf man ver¬
muten , daß sich die entwicklungsdämpfenden Einflüsse
von nichtgeostrophischem Wind und Stabilität irgend¬
wie zusiammensetzen, siel es additiv , muditiplikiativ oder
sonst irgendwie . Man darf weiter vermuten ., daß es für
jede Stabilität a und jede Banokllimtät Aü die® Grunid-
feldes eine bevorzugte Wellenlänge mit maximaler
Entwicklung gibt . Diese Vermutungen konnten bisher
leider nicht direkt bewiesen werden . Es ist noch nicht
gelungen, einen exakten Ausdruck für die Entwick¬
lungsgröße zu finden ; es besteht wenig Hoffnung , daß
die ziemlich verwickelten Differentialgleichungen über¬
haupt Lösungen besitzen , die durch elementare Funk¬
tionen darstellbar sind . Man kann auch nichts exaktes
über die charakteristischen Unterschiede der Entwick¬
lungsgröße zwischen Lärm- , Hollmann- und co *-
Modell aussagen.

4 . Näherungslösungenfür barokline Grundströmung
Will man trotzdem etwas über die nichtgeostrophi-

sehen Modelle mit Stabilität erfahren , so muß man mit
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einem Notbehelf zufrieden sein . Es gibt zwei Möglich¬
keiten:

1 . Die Differentialgleichungen in der Variablen p , die
man zutr Aufstellung der sogenanntem Fneqtuenzeiniglei-
chiumg zu lösen hat , werden durch Dirfifenemagilelichimgem
approximiert . Diese lassen sich leichter lösen , da sie
konstante Koeffizienten haben . Man benutzt also an¬
stelle der dreidimensionalen Modelle eine Näherung
etwa durch Zwei - oder Dreischichtenmodelle . Das Er¬
gebnis sind geschlossene Wellenlösungen von der Form
C = Cos <5kt • cos k (x—üt) . . . . usw., welche aber wegen
Verwendung des Differenzenverfahrens mit einem so¬
genannten „Truncation Brtror “ 'behaftet sincL Diesbe¬
zügliche Untersuchungen sollen in einer späteren
Arbeit veröffentlicht werden.

2 . Man wählt sich einen beliebigen , möglichst ein¬
fachen Anfangszustand der Atmosphäre , etwa

£*
it = 0 — A cos kx - ff(p ) = -s»

F
und berechnet dann , für jedes Modell einzeln , die auf¬
einanderfolgenden Tendenzen

£*, fV {**. ? • ?, • ? „. «,. <»„.
zur Zeit t = 0 . Das ist ohne Schwierigkeit möglich , und
die Resultate sind exakt gültig . Die einzelnen Tenden¬
zen werden dann zu einer zeitlichen Taylor -Entwick¬
lung zusammengesetzt , etwa

£(*) = f (° ) + ft (°) + + 31 + .

Der Vorteil dieser Methode liegt darin , daß ihre Lösun¬
gen exakt gelten und nicht mit einem räumlichen
„ Truncation Error “ behaftet sind . Nachteilig ist einmal
der ganz unheimliche Rechenaufwand , welcher notwen¬
dig ist , um alle Größen bis zur 4 . oder 5 . zeitlichen Ab¬
leitung auszurechnen . Größer noch ist der Nachteil , daß
man diese Lösungen nicht für beliebig entfernte Zeit¬
punkte benutzen kann , sondern wegen der Konvergenz
der Taylor -Reihe brauchbare Aussagen gerade nur für
die allerersten Stunden der Entwicklung erhält (sofern

man nicht etliche Zeitschritte hintereinander ausführen
will ) . Ein weiterer Nachteil ist die Tatsache , daß solchen
Rechnungen stets der Makel des speziellen Beispieles
anhaftet , welchem keime allgemeine Bedeutung zuzu¬
kommen braucht . Endlich tritt beim Vergleich der Er¬
gebnisse erschwerend hinzu , daß man bei den nicht-
geostrophischen Modellen nicht weiß , welcher Anteil
der berechneten Entwicklung nun zur tatsächlichen
Entwicklung über längere Zeiträume (d . h . zum Trend)
zu rechnen ist , und welchen Anteil man gewisser¬
maßen nur als scheinbare Entwicklung zu betrachten
hat , die nur durch das Entstehen von Trägheits - oder
internen Gravitationswellen vorgetäuscht wird.

Trotz all dieser Nachteile ist einmal mit unendlicher
Mühe und Geduld unserer Rechnerinnen ein solches
Beispiel durchgerechnet worden . Ohne auf die einzel¬
nen Schritte der zwar elementaren , aber äußerst lang¬
wierigen Rechnung efnzugehien , soll zum Abschluß ein
Ergebnis angeführt werden , welches wir allerdings
noch nicht als endgültig gesichert betrachten , dürfen:

a) Die Entwicklung der Störung geht beim Lärm -,
Hollmann- und ct)*-Modell langsamer als beim
geostrophischen Modell.

b ) Die Lösungen des Hollmann - Modells schmie¬
gen sich der geostrophischen Lösung merklich dichter
an , als die des ra * -Modells . Über das Lärm -Modell kann
keine Aussage gemacht werden , da das Auftreten in¬
terner Gravitionswellen die Anwendung eines Zeit¬
schrittes von einigen Stunden unmöglich macht.

Das sicherste Ergebnis , welches diese Rechnungen
liefern , ist jedoch folgendes : Ohne die Hilfe elektroni¬
scher , programmgesteuerter Rechenmaschinen ist es
unmöglich , auf dem Wege der Tendenzberechnung zu
wesentlich vertieften Erkenntnissen über die nächt-
geostrophischen Modelle zu kommen.

Wesentlich ausführlichere und detaillierte Unter¬
suchungen über das Thema dieses Vortrages ' werden in
einer späteren Arbeit veröffentlicht.
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DK 551 .S09.313

Zur Bedeutung der numerischen Wettervorhersage für den praktischen Dienst
von

Hermann Flohn

(mit 2 Tabellen im Text)

Versucht man , einen Überblick zu gewinnen über die
Ergebnisse der numerischen Vorhersage , soweit sie in
systematischen Versuchen und im Routinedienst ge¬
wonnen worden sind , so finden wir ein , in seinen
Grumdzügen überzeugendes Bild . Die wesentlichen Re¬
sultate sind die folgenden:

1 . Bereits das einfachste , zunächst sehr unrealistisch
erscheinende Rechenmodell , das barotrope , übertrifft in
seiner Leistungsfähigkeit eindeutig die empirisch -ki¬

nematischen Methoden der Konstruktion von Vorher¬
sagekarten . Grob gesagt : die 48-stündige Vorhersage
mit dem batrotropen ModteH ist mindestens ebenso gut
wie dlie 24-sttiündliige mit ‘empirischen Methoden , und ; in
30—50°/o aller Fälle liefert selbst die 72- stündige Vor¬
hersage noch ein befriedigendes Ergebnis , oder doch
wesentliche Hinweise auf die Weiterentwicklung
( Herr 1 in ) . Das ist besonders bemerkenswert , da
eine 7'2-stündige Vorhersagekarte mit empirischen Me¬
thoden zu keinen sinnvollen Ergebnissen führt.

Tab . 1
Ergebnisse von Routkievorbensagem (Stockholm ) mit dem barotiropen

Modell (November — Februar ) , Korrelationskoeffizienten r in 0 .01

r =

!
i gut
1 > 651

mäßig
40 — 64

schlecht
< 40 Ausfall

| Gesamt¬
zahl

i der Fälle
Analyse

24h 34
i

i 2 — | 37 j empirisch
48h j 22 1 7 5 3 1 37 c (konven-
72h 1 ^ j 6 4 10 S 37 J tionell)

24h 33 3 — — ! 36
48h 22 . 4 1 9 I 36 > objektiv
72h i 12 8 3 13 36 J

Andererseits belegen diese Ergebnisse im Gegensatz
zu früheren qualitativen Annahmen , daß für 24-48 h der
Transport bzw . die Neuverteilung der Wirbelgröße
(Vorticity ) alle übrigen Faktoren (einschließlich Baro-
klinie , Heizung und Abkühlung , Vertikalbewegung und
Reibung ) an Bedeutung überwiegt , und , daß die Exi¬
stenz von Diskontinuitätsflächen (Fronten ) für die
großräumige Wetterentwicklung nur von untergeord¬

neter Bedeutung ist . Beide Befunde sollten dem Prak¬
tiker des Wetterdienstes wie dem Lehrer der Meteoro¬
logie Anlaß zum Nachdenken und zur Revision seiner
Vorstellungen sein ; wir benötigen auch im Unterricht
eine neue Konzeption der Synoptik auf dieser Grund¬
lage.

2 . Die geostrophischen baroklinen Modelle leisten
nicht mehr , sondern eher weniger als das barotrope

Tab . 2
Vergleich der Ergebnisse mit verschiedenen Vorhersageverfahren
(Korrelationskoeffizienten in 0 .01 , Index = Vorhersagezeit in h)

r12 r24 r48 r72

empirische Vorhersage, Boden 72 ca . 50
„ „ 500 mb 63 — 65 ca . 50

barotropes Modell , empir . Analyse (90) 74 - 77 66 60
„ „ objekt. 84 74 68
„ „ 8 Umstellungen (73) (57) (53)

thermotropes Modell, 1000 mb 68 69
„ „ 500 mb 82 80

geostroph. 4 -Sdiichten-Modeir) 58—67
*) (850—300 mb , nur 1 Iteration für 12h)
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Modell; über die Ursachen wird nioch bei dieser Ta¬
gung eingehend zu diskutieren sein ( H oll mann ).
Neben der Verbesserung des barotropen Modells er¬
scheint die Entwicklung nichtgeostrophiseher barokli-
ner Modelle jetzt als die wichtigste Aufgabe.

3. Die für die Rechnung an den leistungsfähigsten
Rechenanlagen nötige Zeit (Größenordnung 1 Std .) ist
wesentlich geringer als die für die Sammlung des Be¬
obachtungsmaterials , die Analyse und die Bereitstel¬
lung der Eingabedaten notwendige Zeitspanne (6—9h).
Eine entscheidende Beschleunigung sowie eine gewisse
Personaleinsparung kann durch die Methode der ob¬
jektiven Analyse ( Döös) erzielt werden . Diese beruht
auf der Korrektur einer 12- oder 24-stündiigen Vorher¬
sagekarte mit Hilfe der beobachteten Werte von Geo-
potenitial und Wind. Ein systematischer Versuch mit
dem barotropen Modell zeigt, daß die Ergebnisse sich
nicht verschlechtern , sondern sogar verbessern (vgl.
Tab . 1) ; diie objektive Analyse nimmt nur - 30—40 Mi¬
nuten Zeit in Anspruch . Die Notwendigkeit einer ob¬
jektiven Analyse ergibt sich vor allem für die Mehr-
schichfenmodieiLle, die die Änderungen dtni der Stabilität
berücksichtigen : in diesem Falle ist eine dreidimensio¬
nale Ausgleichung erforderlich , die von Hand nicht
mehr in einem vertretbaren Zeitaufwand geleistet wer¬
den1kann.

4 . Bei Mehrschiehtenmodellen nimmt die Qualität der
Ergebnisse — offenbar gesetzmäßig — vom Boden her
mit der Höhe zu, während bei empirischen Verfahren
die Vorhersagekarten für die Höhen schlechter sind als
am Boden. Die Ursache dürfte in der fehlenden Be¬
rücksichtigung der Reibungseffekte usw . zu suchen
sein, also in einem unrealistischen Ansatz der Rand¬
bedingungen . Das bedeutet aber , daß wir für die zu¬
künftige Wettervorhersage Verfahren entwickeln müs¬
sen, die primär von der Höhenkarte und nicht mehr
von der Bodenkarte ausgehen . Wir benötigen also ob¬
jektiv -statistische Vorhersagemethoden für die übli¬
chen Wetterelemente (Niederschlag, Bewölkung, täg¬
licher Temperaturgang usw.), um die Vorteile dler nu¬
merischen Vorhersagekarte in der Praxis des Wirt¬
schaftswetterdienstes eimführen zu können.

5 . Die Bedeutung der Randbedingungen stellt sich
immer klarer heraus . Der Einfluß der seitlichen Rand¬
bedingungen — der nach einem bekannten Satz von
Ertel jede Vorhersage für Teilgebiete der Atmo¬
sphäre unmöglich macht — pflanzt sich nur verhältnis¬
mäßig langsam fort , d . h . mit ähnlicher Geschwindig¬
keit wie die Wettervorgänge selbst . Bei einer hemi¬
sphärischen Analyse , an deren äquatorialen Begren¬
zung iin IO« .oder 20° Breite ( Tho 'mpsion und Gates)
nur geringe Druckänderungen auftreten , kann dieser
Fehler herabgemindert werden . Besondere Aufmerk¬
samkeit erfordert jedoch die Randbedingung an der
Untergrenze der Atmosphäre am Erdboden : hier muß
systematisch versucht werden , die Effekte der Orogra-
phie , des Unterschiedes zwischen Meer und Land und
vielleicht auch konstante Wärmequellen zu berücksich¬
tigen.

6 . Gegenüber diesen positiven Ergebnissen muß auch
ein negatives erwähnt werden : der mittlere Fehler der
vorhergesagten Änderungen des Geopotentiials bzw. des
Druckes wächst bei den meisten Modellen mit der Zeit
an und ist größer als bei den empirischen Verfahren.
Das bedeutet auch bei hoher positiver Korrelation eine
Verschärfung der Kontraste zwischen Hoch und Tief,
d . h . eine 'scheinbare Anitizyklo- hzw . Zyklogamese , dlie
quantitative Höhenwindvorhersagen für 4®—72 Stun¬
den merklich fälschen kann . Versuche zur Ausschaltung
dieser Fehlerquelle sind im Gange.

Aus diesen Ergebnissen muß man zu dem Schluß
kommen, daß eine wirksame Rationalisierung der Vor¬
hersage , d . h . die Entlastung des Meteorologen von

mehr oder weniger handwerklicher Routinetätigkeit,
bereits durch die vorliegenden Erfahrungen im prakti¬
schen Dienst gesichert ist . Für spezielle Aufgaben des
Wetterdienstes (Höhenwindvorhersage im Flugwetter¬
dienst , Kurz- und Mittelfristvorhersage ) ergibt sich, be¬
reits heuite mit dem einfachsten Modell eine effektive
Verbesserung gegenüber den empirischen Verfahren.
Darüber hinaus bestehen so viele weitere Möglichkei¬
ten der Verbesserung durch einen schrittweisen Abbau
unrealistischer Voraussetzungen , daß die Zukunft der
Wettervorhersage in der numerischen Vorhersage zu
suchen ist.

In diesem Kreis braucht es nicht weiter erörtert zu
werden , daß in absehbarer Zukunft , d . h . in den näch¬
sten 5—10 Jahren , die numerische Vorhersage nur an¬
gewandt werden kann auf großräumige Probleme , d . h.
solche der Regionalsynoptik und der Makrosynoptik,
ebenso auch wahrscheinlich der Globalsynoptik (Lang¬
fristvorhersage ), bei der jedoch noch große Schwierig¬
keiten überwunden werden müssen . Der Einsatz für
kleinräumigere Probleme scheitert nicht an grundsätz¬
lichen Schwierigkeiten, sondern ausschließlich an der
gegebenen zeitlich-räumlichen Maschenweite unseres
Beobachtungsnetzes, die von ökonomischen Bedingun¬
gen diktiert wird ; wo ein dichteres Netz gegeben ist
— z . B . Vorhersage des „ Smogs“ in Los Angeles
( Freukiel) —, können auch solche Fragen behan¬
delt werden.

Von besonderem Interesse sind die Methoden der nu¬
merischen Vorhersage in ihrer Anwendung auf neu
auftauchende Probleme des praktischen Wetterdienstes,
deren Lösung mit empirischen ' Methoden viele Fehler¬
quellen enthält und daher unbefriedigend ist . Hierzu
zählen
a) Vorhersagekarten für Stratosphärenflüge in 200 , 160
bzw. 100 mb . Versuche mit dem einfachen barotropen
Modell — das an. sich den stratosphärischen Bedingun¬
gen angepaßt ist — haben wegen der aerologischen
Meßfehler bisher noch keine überzeugenden Resultate
geliefert.

b) Die Erstellung der für den Flugwetterdienst er¬
forderlichen zusammengesetzten Vorhersagekarten , die
sich nicht auf einen festen Zeitpunkt , sondern auf die
längs der Strecke variable Zeit des Flugzeuges beziehen.

c) Vorhersage der großräumigen Vertikalbewegung
in der Troposphäre sowie Vorhersage der Niederschlä¬
ge . Hier liegen bisher nur wenige Einzelfälle vor, wo¬
bei japanische und amerikanische Arbeiten eine Pro¬
gnose der Niederschlagsmengen wagen . Die Ergebnisse
sind noch nicht eindeutig , ermutigen aber die weitere
Arbeit an diesem praktisch so wichtigen Problem.

d) Vorhersage der wahren Luftbahnem oder Trajek¬
torden,, wie sie die Ausbreitung z . B . radioaktiver Areo-
sOlie bestimmtem. Dieses Problem kann weigern 'der Ndcht-
stationarität des Druckfeldes mit empirischen Metho¬
den nur unter enormem Arbeitsaufwand ' gelöst werden,
während die numerische Vorhersage keine prinzipiel¬
len Schwierigkeiten bietet , besonders sofern man nicht-
geostrophische Modelle zugrunde legen kann.

Die Ergebnisse der Vergleiche zwischen den Trajek-
torien ausgewogener Ballone und den Höhenkarten
( Neiburger und Ange 11) zeigen, daß die isoba¬
rensenkrechte Windkomponente im 300-mb-Niveau
15—20°/o des wahren Windes beträgt ; die ageostrophi-
sche Komponente (einschl. Krümmungseffekt ) beläuft
sich sogar auf 30% . Hieraus erhellt besonders ein¬
drucksvoll die Notwendigkeit , von der geostrophischen
Approximation abzugehen ; wahrscheinlich ist ein Über¬
gang von der Analyse des Druckfeldes auf die des
Windfeldes in naher Zukunft notwendig . Auf die weit¬
reichenden Konsequenzen dieser Entwicklung kann
hier nicht eingegangen werden.
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Ober die Herleitung von allgemeinen hydrodynamischen Wirbelsätzen

von

HeinzFortak

Zusammenfassung 1 2 . Materielle Zeitableitungen im bewegten Kontinuum

Es wenden gewisse zeitliche Ditferentialoperatoren
definiert , mit deren Hilfe die zeitlichen Änderungen
tensorieller Feldfunktionen untersucht werden können,
wenn diese an eine bestimmte materielle Linie , eine
materielle Fläche oder an ein materielles Volumen in¬
nerhalb der Flüssigkeit gebunden sind . Die Verwen¬
dung dieser Differentialoperatoren gestattet die Her¬
leitung allgemeiner hydrodynamischer Wirbelgleichun-
gen , welche frei verfügbare tensorielle Feidfunkt/ionen
enthalten , in sehr einfacher und physikalisch einleuch¬
tender Form,

Summary

At first a niumber of differential operators are defined
which are suitable to study the rate of change with
regard to the time of any tensor function associated
with a given line , an area or a volume of particles in
the fluid . The use of these differential operators allows
to write general hydrodynamic vorticity equations,
oontaining an available tensor function * in a very
simple and physical evident manner.

1 . Einleitung

Die in der Meteorologie allgemein verwendete Vor¬
ticity - Gleichung im (x , y , z , t ) -System wie im (x , y , p , t ) -
System folgt aus den sog . verkürzten hydrodynami¬
schen Bewegiungsgleichiungen . Die Verwendung der ver¬
kürzten Gleichungen führt aber nur zu einer Wirbel¬
gleichung für die Vertikalkomponente des . absoluten
Wirbels . H . E r t e 1 hat sich seit 1942 (1 ) , (2) , (3) um
allgemeinere hydrodynamische Wirbelsätze bemüht,
insbesondere im Hinblick auf die Herleitung von hydro¬
dynamischen Erhaltungssätzen . Die erste Anwendung
des E r t e 1 sehen Erhaltungssatzes vom Jahre 1942 hat
B. Kleioschmidt (4) , (5) gegeben . Neuerdings . hatH.
Ertel durch Einführung einer frei verfügbaren vek¬
toriellen Feldfunktion einen neuen differentiellen
Winbelsatz aufgeistellt und ein neues Wirbel -Theorem in
Integralform unter Einbeziehung einer frei verfüg¬
baren skalaren Feldfunktion angegeben ( 6 ) , (7) .

Man kann nun in einfachster Weise durch Einfüh¬
rung einer frei verfügbaren tensoriellen Feldfunktion
und bei Verwendung von bestimmten materiellen zeit¬
lichen Differentialoperatoren , welche eine konkrete
physikalische Bedeutung besitzen , eine große Zahl von
differentiellen und integralen hydrodynamischen Wir¬
belsätzen aufstellen , aus denen alle bisher bekannten
Wlrbelsätze und Wirbeltheoreme ableitbar sind . Ins¬
besondere ergibt sich die Integralform des Ertel-
schen Wirbelsatzes vom Jahre 1954 (6) und eine Syste¬
matik für die Aufstellung neuer hydrodynamischer
Erhaltungssätze.

1) Die Originalarbeit erschien Ende 1956 in Gerlands Beiträgen
zur Geophysik 65, 283—294 (1956) .

Gegeben sei irgendeine tensorielle Feldfunktion
A = A (x , y , z , t ) . Die indiividlueliie zeitliche Ableitung
von A ist dann

[1 ] ^ = ^ + (v - V ) A 2)

wobei A an eine sich im Kontinuum bewegende Flüs¬
sigkeitspartikel gebunden ist.

Es liegt nahe , ähnliche Zeitdifferentiationen zu defi¬
nieren , wenn A an die Partikel einer materiellen Linie,
einer materiellen Fläche (nicht notw . geschlossen ) oder
an ein materielles Volumen gebunden ist.

Der Dimensionszahl entsprechend weiden diese Dif¬
ferentialoperatoren mit

Dj D2 Da
Dt ' Dt ' Dt

bezeichnet und durch
2 2

[2] d [dt l ( • A]
(V DiA

D, ( ds :: Linienelement )

[3] £1 !1 d\
P

■*
l> ( df :: Flächenelement)

F F

[43 £ 1> A1 ( dr : Volumenelement)
G G

definiert.

Die physikalische Bedeutung der Diiöeremtiialopera-
toren ist aus [2] bis [4] ersichtlich.

Aus [ 2] gewinnt man mit A = V B die Relation

rci r7 dB DiVB
151 ’ rnsr
und damit für einen beliebigen Tensor A

[6 ] ^ + (yTj . A ( V v : lokale Dyadie) .

Setzt man in [3 ] A = V X B und ' wendet den Satz von
Stokes an , dann erhält man

pyi ^7 v- DiB _ DaVx B
l7J V X Dt

" Dt
und für einen beliebigen Tensor A

_ ^

ra ^ y ^ + iv - ^ A - rvvt - A.

Au® [4] wird 'schließlich mit A = V • B nach Anwen-
damg des Satzes von Gauß

mi w DaB _ D 3 V - B
Lyj V "

Dt Dt

2) In der hier verwendeten vektoriellen Schreibweise bedeutet
der Punkt zwischen zwei extensiven Größen das skalare (inne¬
re) Produkt und das Kreuz das vektorielle (äußere ) Produkt (8) .
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woraus für einen beliebigen Tensor A die Relation

[ io]
Db^ -hv . ^ a

folgt.
Die neuen Differentialoperatoren entstehen so durch

successive räumliche Differentiationsprozesse aus dem
bekannten d/dt.

Alle Differentialoperatoren (d/dt = Do/Dt einge-
schlossen) lassen sich mit Hilfe eines Tensors zweiter
Stufe Tn darstellen.

Es ist

[11] DnA dA x n ( n = 0', 1 , 2, 3 )
wobei Tn aus dem Einheitstensor I gemäß

DnI
Dt[12]

entsteht.
Es ist im einzelnen

- T„

Dpi
Dt = To = 0 ,

Dil x
Df = T' = V? '

W_ T, - ( V . v) l-

W _ T» - ( V . 7) I.

(vV)

Von den für die D n /Dt aufstellbaren Rechenregeln seien
hier nur genannt:

[ 13]

[ 14]

Da £ • A _ Dg ^ £ _|_ £ DiA
Dt Dt + S Dt

„ PaT- A _ da
~
j' A

Dt dt
lmit o = und bei Verwendung der Kontinuitätsglei¬

chung ^ = o .

[20] Da £ • A _ DiA
Dt 5 ' Dt N - A

mit der zugehörigen Integralform

[21] +
G G G

Gleichung [20] ist eine Grundform hydrodynamischer
Wirbelsätze, aus denen sich besonders bequem eine
Reihe wichtiger Spezialfälle ableiten lassen.

Führt man in [20] nacheinander die neuen Feldfunk¬
tionen B ein gemäß

A = V B , A = I B , A = ctB und A = o V B,
dann erhält man neben [ 20] (dort A / B)

[ 20] D 3 £ - B _ 7
Dt 5 ‘ TS “ + N ■BDt

i Da
[ Dt Dt

[22] Dal - VB
Dt“ = ? • v 57 + N - vB t D3

[ Dt ~ d )dt'

[23] d 2? b
Dt s P + NBdt

/ Da
Dt ~ ±)dt'

[24] (
d ■Mt ~ Pi)Dt 1

[25] ^ 7 - vB) = • v 4^ + ffN• v Bdt (
«L

Mt
d ,►-dt 1

und dazu für [20] , [22] und [ 23] die entsprechenden
Intregralformen . Hinter den Wirbelgleichungen sind die
durch die Gleichungen gekoppelten Differentialopera¬
toren in Klammem beigefügt.

Die Erte Ischen Wirbelsätze folgen aus den vor¬
stehenden wie folgt:

Mit B = \p (yj : skalare Feldfunktion ) ist [25] der Satz
aus ( 1 ) , (2) ; (3) , [ 22] ist nach Integration über ein flüssi¬
ges Volumen die zugehörige Integralform , mit B = W
(\P : Vektor) ist [24] der neue Wirbelsatz aus (6) , [20] ist
nach Integration die zugehörige Integralform , und
schließlich ist mit B = (Skalar ) die über eine flüssige
Fläche integrierte Gleichung [23] das neue Wirbel-
theorem aus (7 ) .

3 . Hydrodynamische Wirbelsätze

Die Rotorbildung der hydrodynamischen Bewegungs¬
gleichungen in der Form

[ 15] P + v7
V- — vX ( VXv ) — üjvXw ) = — V $ —ffVpdt 2

liefert bei Einführung des absoluten Wirbels

[ 16] r = V X v + 2 w
und des Solenoidvektors

[ 17 ] N = V P X V a
die Wirbeigleichung

[ 18] f t
+ (

■V -7 )1 - 1 . V7 = N .

In der hier vorgeschlagenen Schreibweise ist [ 18 ] genau

4 Feldgrößen mit bestimmten Invarianzeigenschaften
Eine hydrodynamische Feldgröße kann in verschie¬

denem Sinne invariant sein . Hier werde die Invarianz
gegenüber der Anwendung irgendeines zeitlichen Dif¬
ferentialoperators betrachtet . Für die potentielle Tem¬
peratur gilt bei adiabatischen Strömungen .

für den Vektor TP = v + wXr — VW nach E r t e 1 -
Rossby (9) , ( 10 ) , in der hier vorgeschlagenen Schreib¬
weise,

[27] DtjP
Dt o ,

wobei sich die Hamilton sehe Prinzipalfunktion aus
der Lag range - Funktion gemäß

[ 19 ] = N

Die Integration von [ 10] über eine flüssige Fläche F
liefert unter Verwendung von [3 ] sofort den bekannten
Zirkulationssatz von V . Bjerknes in der Form

F F
Die skalare Multiplikation der Gleichung [ 19] von rechts
mit einem beliebigen Tensor A gibt bei Beachtung
von [ 1'3]

L = ~ = V
2

+ w • (r X v ) — ( $ + / er dp)

bestimmt , für den Wirbelvektor selbst bei barotroper
Strömung

[28] P«£ « 0Dt °

und schließlich für die hydrodynamische Dichte

[29]
Verschwindet in den Wirbelgleichungen [20] und [ 22]
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bis [25] der zweite Term der rechten Seiten , für den
Fall der Barotropie trifft das wegen N = o stets zu, und
wählt man dann die Größe B so , daß sie im Sinne
Di / Dt = o invariant ist , dann ergeben sich die Erhal¬
tungssätze

[ 30]
D

y' t

* B = o ,

[31] ^ K - B) “ 0 •

Nach [ 30] hat die Größe £ • B in diesem Falle die gleiche
Invarianzeigenschaft wie die hydrodynamische Dichte.
Für B = W ist [31] der Ertel - Rossbysehe Erhal¬
tungssatz aus (9 )v ( 10) und

1321
G

ist die zugehörige Integralform.
Für Feldfunktionen mit der Invarianzeigenschaff

dB/dt = o ergeben sich dann die Erhaltungssätze

[33] D3 § • vB' Dt

[34] d 2 ? b _
Dt

[35] vB)

mit den zugehörigen Integralformen.
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Numerical Predictions of the Development of the Cyclone over the Far East and the
Associated Precipitation

by
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(with 22 figures in the text)

Abstract

The authors ' attempt is to make clear the mechanism
of the rapid im/fcensiifi cation of cyclone which passtsed .aiway
from the Japan Sea to the Ochotsk Sea on May 9 , 1054.
In the first part of this paper , the integral -relaxation
method is discussed in order to avoid the error in the
calculation of Jacöbian . In the middle part , the height
chantge with respect to time is discussed from the two
points of view ; one is the advection of absolute vorti¬
city , whiile the other one Is the gradiert of the verbical
p-velocity with respect to pressure p . As the check of
the result , the calculated pressure pattern on the earth
surface is compared with the observed one , which shows
good agreement . In the last part , we make the numeri¬
cal pred 'iction of precipitation . In this case , we use the
simplified equation in order to estimate the amount of
precipitation.

Zusammenfassung

Es wird versucht , den Mechanismus der raschen Ver¬
tiefung der Zyklone zu verstehen , die am 9. Mai 1054
vom Japanischen nach dem Ochotskischen Meer zog.

Im ersten Teil der Arbeit wird auf das Integrations¬
verfahren des Relaxierens eingegangen und diskutiert,
wie Fehler in der Berechnung der Jakobi -Terme ver¬
mieden werden können.

Im mittleren Teil werden die zeitlichen Änderungen
der Höhenwerte betrachtet und diese auf die beiden
folgenden Einflüsse zurückgeführt:

1 . den Transport der absoluten Vorticity,
2 . die horizontale Winddivergenz (vertikaler Gradient

der Vertikalgeschwmdigkeit im p-System ) .
Zur Nachprüfung der Resultate wird das berechnete

Druckfeld an der Erdoberfläche mit dem beobachteten
verglichen , wobei gute Übereinstimmung erzielt wurde.

Im letzten Teil wird eine numerische Vorhersage des
Niederschlags behandelt . Zur Abschätzung der Größen¬
ordnung der Niederschlagsmenge wird eine vereinfachte
Gleichung benutzt.

1 . Development of cyclone

As may be uoderstood from the equation of absolute
vorticity , the height ehange with respect to time depends
upon the two factors , i . e. , the horizontal and vertical
advections of absolute vorticity and the divergence of
horizontal velocity field . The mathematical expression is

Irl - v -M (<! • *) - v - di]
Here rj , o> and z denote the absolute vorticity , the verti¬
cal p-velocity and the height of constamt pressure re-

spectively . The symbols J and V "2 are the so-called
Jacöbian and the reciprocal expression of V 2- operater
respectively . In this equation we neglect the Integration
constant F , because of taking account of the effect of

boundary conditions for ~ in the expression of V -2-dt
For example , the relaxation of J (r/, z) should be car-

ried out under the boundary condition ( ^ ) Boundary
= [ V- 2 J (V, Boundary ■ The e9uation is not cor-
rect in a strict sense , because we obtain [1 .1] by using
the geostrophic approximation in the vorticity equation.
The geostrophic approximation would not be an appro-
priate assumption near the centre of cyclone . The result
which will be shown in the later section also demands
another expression instead of [1 . 1] in the domain
near the centre of cyclone . However , the geostrophic
approximation is the effective tool in a sense of “first
approximation “

, for the estimation of the development
of cyclone and the results we obtained express the de-
tailed mechanism how to develop and where the cyclone
move ®. In this circumstiance ', we use the equation [1 .1]
for the discussion of development of cyclone . The short
comment for the non -geostrophic problem will be given
in section 6.

The equation [ 1 .1 ] shows that the correct estimation
depends upon how to estimate the quantities V -2 J (:>] , z) ,

f 9 -»/ . , , „ , f 3oj,V~2 h . r. i and V -2 (v -i9p w g9p exactly . Since 1the term of

f a%V " 2( o>tt1) is negligible small compared with the other two
g 9p

terms , we do not consider this effect in this paper . The
estimation of V -2 J (>?, z) is obtained by the relaxation
method of J (>] , z) . The conventional method for the cal¬
culation of V -2 J (rh z) is correct if the wave length we
concerned with is large compared with the length of
mesh -size we use . Recent progress is forwarded to the
exact estimation for V' 2 J (rh z) in the domain : where the
wave length iscomparable with the mesh - size . (Thomp¬
son (10) ) . Another problem is to estimate the quamtiity
V- 2 (vi exactly . In the conventional methods,

g dp dp
is replaced by the di 'fference equation with respect to
p-coordinate (Charmey and Phillips ( 2) , Hinkel¬
mann (5) ) , or co is assumed by the functional form
of p (E a d y (3) , Eliassen (4) , Sawyer - Bushby
(6) , Thompson (9) , Botin (1)) .

In connectdon with these two Problems , another me¬
thod to calculate these two terms will be shown in the
foLLowing sections.

2 . Integral -Relaxation method

Here we consider the problem to solve the equation
of V -2 J (*?, z) = o . Since o is regarded as the quantity
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in a barotropic atmosphere , we rewrite the equation9z
9t
mentioned above as follows

■V * | - Jh,z)
or

9z

where

9t = V 2 J (a z)

[2 .1]

[2.2]

In order to simplify the discussion we assume in the
following treatments without loss of generality that

9z
9t ~ 0

is the boundary condition.

The conventiona ! method for the calculation of

[2.3]

9z
9t

J(Az) = [ 2.4]

is the diffierentiiaih-rellaxafiilon method 1. Because we re-
place J (?] , z) as ' follows'

A 1] A z A r{ Az_
Ax Ay

_
Ay Äx = Gl

where Ax and Ay denote the length of mesh -size in
x - and y-diirectiions respectively.

After the calculation of [2 .4] , . . is obtaiinied from oi
dt

by relaxation method ), As the otber method correspon-
ding with this method , we integrale [2 .] with respect
to x and y instead of obtaining cri by [2 .4] . The Integra¬
tion of [2.1 ] becomes

V 2 ^ dx dy = j jj {»?, z) dx dy

where § is the line -integral.

(jj) >] dz = [2.5]

For the purpose of practical use , we put the integral-
domain as shadowed part surrounding the point (x , y) ,
shown in fig . 1 . The numbers in the figure denote the

Fig . 1
Point pattern . (x , y ) is marked by 0.

mark points of ©ach. gridt The point (x , y) is marked ; by
the number 0 . In such a case o2 'is written as follows

^ “ 4 <>J. 2) dxdy - ] ] | A | -
y) d^ y - dy

[2 .6]

where xi andi y ; denote the values of x and y at the grid
of points i respectively.

The approximate value of a2 is obtained by the
Simpson ’® rule . For example:

Sy! (<! I 1 dy ” 1 A (t! + MäyA r„
MIA «*(£) + <4A

'9z \ _ 1
•■dyh i 2 Ay
9z\ = 1
9x/8 1 2A x

8 (z24 Zr) + (z 0 Z43) | ^

8 (z22 — Zi ) + (z 2 — z44)} ,

[2 .8]

Here t}\ and Zi represent the values of rj and z at the
grid of points i respectively.

The value of o-2 thus obtained is used for the calcula¬

tion of 4 rr V 2z. The Integration of - - V 2z with
9t f 9t 9t

respect to x and y is rewritten approximately by the
Simpsoa ’ s rule,

^
S V =2 <), dy - lf

S

{2 A ‘z + 42 äv 52 +
[2 .9]

+ lö| t
V 2z } + o (As 6

where As = Ax = Ay and the subscripts D and C de-

note the summation of A V 2z at the grid of points sym-dt
bol 'ized by D and C in fig . 2 , i . e .,

A v ’ z - ( äi vaz) ‘ + ( s v ** + + ( st vhh -

2 A’ z - (r t
V !z)l + + <si v ’z}’ + ( l vhk

D

In fig . 2 , the point (x , y) is also deooted by the niumber

y

c

c 0

D C

Fig . 2
Point pattern symbolized by C , D , and 0.

0 as sarne as in fig . 1 . If we define H as follows,

H = "
. !2_ - i 4A ! ib ! [2.10]A

s - {2 + A + A36 1 d C

[2 .9 ] is written

H ^ V 2z = <rsat
[ 2.11]

This equation is easily solved by the group relaxation
9and the value of y- V 2z is obtained in the form
9t

9t^ H o-2 J( A z) [2 .12]

where

H H = 1

The convergency of this relaxation is considerably rapid
as may be understood from the functional form of H.
In order to estimate the accuracy of this method , we

9calculate „ V 2z hu a simple form of rj and z.
dt

As Thompson used in order to compare his me¬

thod for the calculation of V 2 t Z with the conventionial
dt

methodi , we put
z = — - U y + A sin k x,

g

>i : ; ^ \ 72z = — j A k2 sin k x[2 .7] [2 .13]
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where U and A are constant with respect to space and
time , and k is the wave numlber.

In this case , the exact solution for ~ V 2z !iisdt
JV !z = ÜA k8 C0S kxdt [2 .14]

The Jacobian J a (»/ , z) olbtained by the conventional
method [2 .4] is given by

Ja z) = ß AU k3 cosk x [2.1Ö]
where

ß “
Ta ?“ “ 1 - i ,

(kAs )s + O «k As>‘> [2 ’161

The ratio of the exact solution [2. 1i4] to the approximate
one [ 2. 16] is given by ß and this ooefficient tends to 1
with decreasing value of wave numlber k . In this sense,we use ß as the Parameter of accuracy of the method.
On the other hand , the functional form of in [2. 11 ] is
given by

<x2 = A k3 U cos k x . 4
'As 2 [2 .17]

Thus , the solution obtained by [ 2.12] is given by
V 2z = J ('t] , 2) = y AU k3 cos k x [2 .18]

where

_ 3_ (sinkAs)
2 + coskAsl kÄa /

= 1 -
fgo (k As) 4 + O ((k/ \ s) 6)

[2. 19]

The accuracy curves for ß and y with respect to kAs

Fig . 3
Accuracy curves for ß and y as a function of As . L is the

wave length.

are shown in fig . 3 . Thompson ( 10) has also proposed
another method for calculating the value of V äzdt
and obtained as follows

2 V 2z == 3 AU k 3 cos k x [ 2 .20]

where

d = 1 — --
q (kAs)4 + O ((kAs)6) [2 .21]

n _In order to obtain a more accurate value of „ V 2z in9t
the conventional method by [2.4] , we take into account
the higher order of J (??, z) with respect to As , i . e. 5 we
replace [2 .4] in the following wiay,

J ( v . =) = (
Av Az
Ax Ay

A n Az\
Ay Äx/ [2 .22]

^ [( >/xxxZy + 'ixZyyy ) — ( \’yZxxx- VyyyZx ) j + O ( A s4

where
A « _ (*&)x =X+ As — (t*)x = x —As
A s 2 As

,a = rll z) and “i = 9a
äj (j = x,y)

If we replace the second term of the right -hand side of
[2.22] by the finite difference equation , we have

[2.23]
whene the suiffiix o denoties the vaJiuie at the point (x , y),
i .e . , the Position symbolized by o in fig. 1.

Thie functional form ® of each term are given , for
example,

(sä “ ,A f ‘ {th~v,) + + 0 (As,) '

[2 m
(I ). “ As l 6 (Z, _ Z5) + (Z”- Z»>I + 0 iAs<i

where the suffix i denotes the value at the grid of
points i shown in fig . 1.

In thiis case , the approximasbe value of J ( ?/ , z) teuds ' to
approach to the exact solution - more closely compared
with the solution [2 .14] . If we use the same functional
fonmis for rj and ' z given by [2.13] , we have fnom [2.23]
the follOwinig app rox imati -on

9t V 2z = ß ' AU k3 cos k x

where
— ■*. (sin kAs — sin 2 kAs)

1 3 kAs

= 1 — ^ (kAs)4 - )- 0 ((kAs)630

[2.25]

[ 2 .26]

From these facts , it may be mentioned that our method
has the good accuracy compared with the convenitianal
methodi . In practical purposes , it might be permitted
that the finite difference forms given 'by [2 .8] are re-
placed as follows

( | ) ,
“

2 i s
(z . «- z .> + 0 ( A, ’),

(| ).
" A (z^ z‘) + 0 <As ’»-

[2 .8] ’

The reason why we use [2 .8] ’ in stead of [2 .8] is that the
main errors of Jacobian come from the differentiation
of ?] wilth respect to x and y and the errors due to the
spacial differentiation of z are regarded as small as
compared with the errors of ^ and ^ .

By usi -ng this method was calculated one example of
the instantaneous height tendency with respect to time
on the '5'OO-mb surface which is shown in fig . 4. In this

\ \ 1

10 T j

U
■̂ f ./ / I

Fig . 4
12-hr barotropic forecast for 500 mb from May 9, 1500 GCT—
May 10, 0300 GCT 1954 . Computed and observed height changes
are shown by dashed and continuous lines respectively . Unit

100 feet.

example , the mesh -size is selected as long as 300 km
and this instantaneous height tendency is compared
with the observed height change for 12- hr following
time correspondi -ng initial map . The initial map shown
in fig . 10 is the one at time 15 GCT 9 May 1054 , which
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will be used for the discussion in the later section . The
domain of forecast area and the boundary which we
use are shown in fig . 7 . The comparison of the results
obtained by this method with the conventional method

Fig . 5
Instantaneous height changes of the 500 mb surface . Conti-
nuous lines denote the result by the conventional method.
Unit 100 feet per l -h . Initial data in both cases were for
1500 GCT 9 May 1954 . Dashed lines denote the result by our

method.

is shown in fig . 5 . Since we cannot caloulate step by step
with the increasing time with the lack of automatic
machine in hand , we do not discuss any more.

3 . The differential equation för the vertical p -velocity
It is the purpose of this section to estimate the quan-

tiity of 'the seoond factor which oonlta/iburtlesi to the 1inten-
sification of the cyclogenesis . Since the divergenee of
the horizontal velocity is connected , with the vertical
giradüemt of thie vetrticai p -vefllocity field , co-fieidi, by the
equation of continuity , we discuss the distrifoution of
the 03- field.

The differential equiattiion for the vertical p -velocity
03 is given from the following two equations,

(U

where

y. + v • V [3 .2]

z = , g
I _ a 30 \
l & 3 p /

Here x , a and © are the absolute vorticity , the sta-
bility coefficient , specific volume and potential tempe-
rature respectively . The first equation [3 .1] As the vor¬
ticity equation and the second equation [3 .2] is obtained
from the Conservation of potential temperature with re-
spect to time , i .e .,

,̂ - ln © 4 - v - Vln 0 + « ~ ln Q = o [3 .3]3t dp J

where

ln © = ln a -j- Cv ln p - f- const.
CP

dz _ a
9p

~
g

[3 .4]

[3 .5]

Since 77 = 4V 2z + f and ^ = 4V 2 j
Z

^
' f 3t f dt

4 from [3 . 1] and [3 .2 ] , The eldmination ofdt

we can elimimaibe
3z
3 t

beco-
mes as follows

where

1 232w fst32 >J 1 fx [ 3 , ,V " + w jJ „ = + J [a
- (V . v .,)

- | V ’ (v - V ( | ))]
= F (x, y, p , t)

„ 2 _

[3 .6]

[3 .7]

[3 .8]

Here we assume that x is only the function of p and
is aistsuaned as/ consrtamit with raspect to x , y-coordlinateß,
Since the third term of the left -hand side of [3 .6] is
negligible small compared with the other two terms for
o) , we rewrite [3 .6 ] as follows,

V 2«>+ n2 == F (x, y, p) [3 .Ö]
The function F is also rewritten in the form

F = + --
[ 2 y p • Vt + yp • Vf + 2 (^ j-) (J(zpx , zx ) +

+ J(z py - zy)) j [3 .1'OJ
where

w _ 3v _ 3 2z _ 3 ®z _ 3 z . _ 3 z
p 3p

' px 3 p3 x
' py 3p3y ' x 3x d Zy 3y'

This form of F is convenient for the model research,
because we can easily estimate of the order of F . As
may be seen in the form of F, the main factor of F is
the first term of the right -hanü side of [3 .10] , i .e ., the
advection of absolute vorticity by the vertical ehear of
the horizontal velocity . The second and third terms of
the right -hand side represent the small effect ® of the
divergenee of velocity field.

The a>-field is obtained from [3 .9 ] ander the appro-
priate boundary conditions . Since [3 .9] is a linear diffe¬
rential equiaitdloin for 03, we can separate the effiect of the
boundary conditions . For example , we consider the case
where the boundary conditions are

(to )p=:0 ~ 0
Mp = Po= G (x , y)

where p0 is the level of lower boundary.
In this case we divide 00 in,to two parts,

03 = 03 1 + 0>2 [3 .11]
Here the differential equations for a>i and 0J2 become

,_ , n I n 3 2Wj r-V 2«p + n 2 -
g

-y1 = F 1

V a<w2 + n2

i )p - o — (^ i )p = p0 — 0
3 2wä
3 p'2

= 0

[3 .12]

[ 3 .18]
j 2)p= o — 0 , (ti>2)p = po = G (x , y)

For the sake of simplicity , we assume in the following
discussion that the lateral boundary condition is given
•by

t^ lßoundary
From these equations , the effect of the lower boundary
condition such as the topographical effect is expressed
by a>2 and the general solution is obtained by the ad-
dition of coj and 0)2. Therefore we consider in this sec¬
tion the case where

(w)p - o = 0 , (w)p= Po = 0
In this sense , it is not difficult to separate the boun¬
dary effect from the others.

In order to compare this method for calculating oj
from [3 .9] with the others , we consider one simple case.
As the example , we put the special form of F which F
is a linear function of p, i .e.,

F _ ( a + bp ) } e
ikx + i '" 5'

[3 . 14]

'

where a , b , k and u are constants.
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This case corresponds to thiat of Parameter model,
because if we put z in the form

Z = r + A (p) zT (A (p) ~ p)
where z and zt have the same meanings -as usually used,
we have

F _ !a + b ( P
) l e

iki! + M‘ y
1 po 1

In this case , the solution for co under the boundary con¬
dition [9 .12] iS' givem from [3 .9] by

ikx + ifiy c .
« i = C

, a | —§ | — (a + b -̂ ) + ^ ^ - (a -fb — aCos yp0)
k2 + i«2 l po Sinypo

+ a Cos ; 'P] , y = fr [3 .15]
’ n

where k and' u ame the wave niumbers we ooocerned
within x - and y-dtrections respectively.

This equation is approximately expresised as foliows

l( p) + b „( pY + c„W + o .(( i )V (\Po/ \Po/ \ po/ VpJ '

£
ikx + i/cy

where

[3. 16]

k2 + <r 1 Î P«) (
a “t b — ^ C“ s J'Po

jin }rpo
a fTPo

2
k ' -f- ft“ ' 2 } '

1 A/3 Po:Ca + b - a Cos yp(l ,
k2 + fr 1 6 ’ 1 Sin yp0

1

Therefore the parabolic form for co with respect to p,
which is often used in the parameter model , is reason-
able . However , the general form for co must be solved
exactly from [3 .9] . The numerical example will be given
in the later section where we will discuss in detail the
vertical distribution of a>.

The other check of the accuraircy of this mieth'od
is given by comparison with the so-called layer mo¬
del . We Start from the finite diiiffenence equation for co,

cb/i
9 t

+ Vi ■ w i = 7/
Wi+ l/ .. coi - 1/.,

P
[3 .17]

*>i + V.

M \ ~ lU

^ p [9t (zi + 1“ Zi) + Vi ' "/ (zi + ’_ zi) } l

Ä P [ lt (zi ~ Zi , ) + Vi ' V (zi ~ zi _ l) )
j [3 . 18]

where the suffix i denotes the value on the level p = Pi
shown in fig . 6 . Here we regurd k and rj of the right-

_ , - - p = Pj- A p

l
• "

2
“

j - P = Pi

i + | - P = Pi + * P

tively , we have the similar equation for an with [3 .9] in
the foliowing form

V !» ' + n >
äp [^ “ ' + 'A - ^ 13 -19]

where

0) \ = (cOj-f i/2 -f - « i—V2), Zj == ~ (zi + ' /s Zi - Vj),

Fi = (F)p= pj

If we put “ in [3 .19] as
dp

0 Ö)J 1 F 1
¥

_ _ [w + v..

instead of putting
9c0j 1 r 1= '- -7- « i+ l - 0>i - 1
dp 2Ap

the equation [3 .19] becomes

l_
Äp 2

On the other hand , the term of „—5- in [ 3 .9] is written
dp 2

in the followinig two forms
9 2cüi 1

dp2
i
'

Apj
2 [wi + 1/. -f - C0j—i/a — 2 Wi [3 .21]

or
9 2COj 1 r |

3- — . 3 Wi + 1 + Wi 1
dp2 Ap 2 [3 .22]

Therefore the equation [3 .20] is equivalent with the case
where we use [3 .22] , If we use [ 3 .21 ] , however , the accu-
racy of our method becomes rnore better than the case
of layer model.

4 . Numerical Integration

As one example , we select the case where the weak
cyclone over the Japan Sea developed within one day
and attacked the Hokkaido ', noirthem part of Japan,
causiing the heavy diamaige aJionig its coaista ! anea.

The giriid of podnts ehesten for the forecast iis shown in

fig . 7 . The region of validity for a 12-hr forecast is ob-
tained by excluding a border strip , approximately two
grid interva -1 in width . This region is also shown in

fig . 7.

The surface map at time 1200 GCT 9 May 1954 is
shown in fig . 9. As the initial map for the forecast , we
selected the map at time 1500 GCT 9 May 1054 . Corre-
spomdiinig to this suinface map the contour bedght z on
the 500 mb surface at time 1500 GCT 9 May 1954 is
shown in fig . 10 . The pressure pattem of this surface
map was continuing to develop from time 0000 GCT, 9
th to time 0800 GCT, HO' th . In fig . 8 the surface map at
time 0000 GCT 9 May 1954 is also shown in order to un-
derstand how this storm develops over the northem
part of Japan.

Fig . 6
Location of the level p ~ p,

hand s-ides of [3 .17] and [3 .18] as comstaots with respect
to p for the isfeplioiity . Operatinig V 2 to the addätioni of

d
co , 1/., and (Oj _ j/s in [3. 18] and to [3 .17] respec-

In order to make clear the structure in the lower
atmosphere , we use the levels , i .e . , 1000 mb , 850’ mb , 700
mb and 5001mib. The 300 mb map is also used as a che-
ckiing one . Sinice V"2J (v ,z) is easily caäculated- on each

level , we consider only the calculation - of V“ 2(— ^ ) . As
$

a ftost appsnoximiartfiota we ooeglect tbe variartaion of tr\
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Fig . 7
Location of finite - difference lattice used in barotropic and
baroclinic forecast . Large sqare outlines 13x11 grid used for
computations ; small square outlines region over which veri-

lication was made.

Fig . 8
Surface map for 0000 GCT 9 May 1954 . Lines are drawn for

every 2 mbs.

Fig . 9
Surface map for 1200 GCT 9 May 1954 . Lines are drawn for

every 2 mbs.

68 V

Fig . 10
Contour - field of the 500 mb surface May 9, 1954 , 1500 GCT.

Lines are drawn for every 200 feet.

with the -space , namely

V “ 2 [4 .1]

Therefore the height change of the constant pressure
with respect to time is given by

~ = V- s J
'
fa . z) + - V- 8

!r [4 ‘2]dt g dp

From these two equations, we can see that the height
changes and are easily obtained if we

\dt/850 \dt/700
have the informations for rniooo, « sso , w70o and 0) 550 . In
order to ob tarn these quantities for <x>, we consider the
differential equation for to , i .e .,

+ ^ = ‘
f [| I- V .,1 - f V «(v -V ( | ))j [3.9]

Although it is more exact caleulation to use the irnte-
gral -relaxation method mentioned before, we use, for
the sake of simplicity, the conventional method for the
caicuillatiiionsiof V_2J (V>z) and ^ V - 2 In such a case,
the equation [4 .2 ] is written as follows

(l ) = J850 (V, Z) + -
9

~ Z- [ V a<» 1000 - V ’^ TOo] [4 .3]\ ot/ 850 2gAp

(B - V - 2 J700 (fl . 1) + [V ^ o - V- 2^ 55o] [4 .4]
Vdt/7 00 2gAP

where Ap — lßO mb and the suffix j denotes the quan-
tity on j -mb surface, i .e ., for example,

(t0 )85O = (o)}p ~ 850 mb

As mentioned in the foregoing section , we separate o>
into two parts

cd — 0 >i + 0 >2

where

v .„ ! + n» 3
^

. = 0 ,
(t<̂ a)p = l 000 mb = (w )p = icoomb

[4 .5]

Since the soiution for [4 .5] has the functional form
which is the exponential function with respect to p , the
effect of o)2 decreases rapidly with increasing height.
This demands that the surface condition does not ef¬
fect too much upon the middle or upper level, say , 700
mb or 500 mb.



— 38/42 —

The soliuitiitmcoi is obtaiimed from [3. 12] by the relaxaibion
method if F is given an , each level . In this paper , ho¬
wever , we are not concemedi with the upper level be-
caiuse we aine obtamiinig the insfanrbanieouisheiight cban-
ge in the lower atmosphere and therefore we put 0)550
as an approximate value . This approximation causes
the small error for the estimation of or the va-

\ot/B60
g
-j on the level ® ntear p — 560 mb . However,

the approximate upper bounidaxy condition on the sur-
face of p = 5601mb does not affect upon the etsümiartioni
of on the Level mear the eairth siurflaoe. In the case
where we repeat the calculation , step by step with
increasing time , we must , of course , solve [ 3 .9 ] under
the exact upper boundary condition , i . e . (<w)p = 0 = 0.

One method to obtain the approximate value of co 55o
is to use the difference equation used in a case of layer
model . For example , we use two - layer model (700 mb
and 300 mb ) and obtain «0500 by usual method . Approxi¬
mate value of C0550 is replaced by co 500 thus obtained . It
is reasonable thing that multiple layer model more than
two gives the better approximation for o)50o. In this
paper , however , we use the follöwing relation to cal-
culate 0)550 :

" 600 ~ ! (lt) 50o
“ + V600 *V (Z80° ~ ~ Z70o)] l4,6]

where *

weoo — (w)p= 600 mb , V500 = (v )p =- 50omb & p=- aoo mb-

Since

[4 .7]

we replace this equation and [4.4] into [4 .6] , Thus , the
final form for o) eoo is given

<» 600 = 2j 50o(7/ -Z)— V 2j 70o(?J.z) | + V500 - V (Z500- Z7Oo)j
i2K

gAp
V - 2

\ 9p / 7
[4 .8]

In this equation , we assume that the third term of the
right -hand side of [4 .8] is regarded as a small quanitity
compared with the other two terms . In our case , this
assumption is roughly checked by using the countour
height on the 300 mb surface . If we use this approxima¬
tion , o) 6oo is easily obtained as follows

« co « = V - 2 Jüuo {y, z) — V - 2 Jtoo * (y. z) }

+ v6' 0 ■V (z &oo — Z700)j [4 .9]

This approximate value of o)6oo is replaced as the upper
boundary condition for co, i.e .,

<» 800 = <*>550 [4 . 1l0]

The lower boundary condition is

<*>1000 = 0 . [4 .11]

because we are considering the function of to \ .

By using [3 .9] , the two unknown quantities 0) 700 and
0)950 are easily obtained under the boundary conditions

[4 .10] and [4 .11 ] by the relaxation method . Replacement
of these quantities gives the height changes of if 1

) and
a V3t),oo

\ 9 t/850

Next we consider the height changes of ( and
,<1,\ \ 0 t/700

| r-Z| due to the effect of the lower boundary . These

quantities are given by

(PL ” iJKp 1V ^ v " (" ,U1 14121
14131

where the Symbol “ B “ denotes the height change due
to the effect of the lower boundary condition and Ap
= 150 mb . Here (02) 550 is negllgible small and we neg-

. Since thedaffe-
d t/700

renitiiial equatälon for 01-2 is given by [45] A, we can easily
siolve if we igive the lowier boundary condiiitkyn . As the
lower bounldiary condition, , we put the kLnemafical con¬
dition on the eairth surface, , The kSmematioail condition
on the eairth surface is

dz
dt/p - p0 (x,y)

= yh • VH [4.14]

where p = po (x , y) is the pressure on the earth surface,
and Vh, H ane the horizontal velocity on the earth sur¬
face , the height of the earth surface respectiVely.

By rewriting [4 .14] into the following form

[ Bz 9z]
[ gt + VH * VZ + *>

Bpj p - po (x.y)
= vH - VH [4 .16]

we have

[fi - H = VH - VH[ 9z
[ 9t « J p= p„{x,y)

Here we use the geostrophic approximation for V - Vz

[4. 16]

Since •
;
r ■- »

9 t a
wet put as a first approximation

(w) p = Po(x,y) VH • vH [4 . 17]

and also replace this quantity as the boundary condi¬
tion of to on the level p = 1000 mb . By using this first

approximation for (0 ) 1000, we calculate fj which
\ 0 t/p = p0fx,y)

will be discussed in the next section . The second ap¬
proximation for (co) p= Po(x,y ) is glvien- by replacing this
first approximation of ft 1

) into [4 .16] . Accor-
\ dt / p = p0 (x,y)

ding to our result we obtained , this second approxima¬
tion for (co) p _ P(1(x , y) is negligible small.

As the numerical example , we use the following con-
stants:

As — 300 km , Ap = 150 mb , x = 5 .2 X 102 mb 2/ m
The grid of points which we use is shown in fig . 7 . The
numerical value of VH is given by

VH = 150C
J

m - 1 . 5 X 10- 2
100 km

This value is given at the place where the grid of points
is upon the island or the continent . The value of VH
nearest the place upon the sea -surface from the island
or the continent is given by

VH = 7 .5 X 10-3

The distribution of VH thus assumed is shown in fig.
11 . In the figure , the values of upper and lower ranks

qn qij
at each grid , of points denote - and „ respectively.dx dy
This rough estimation for VH is obtained from the
mean height of topography over the Far East . It is , ho¬
wever , necessary to use the smaller length of mesh -size
more than 300 km , and to solve [3 .9] under the exact
boundary condition , if the more detailed distribution
of <w is required . ^

On the other hand , since vh is the velocity on the
earth surface , we assume that vh is connected with the
velocity on the I0001mb surface as follows

v H — f* V1000 [4 .18]

where viouu is the velocity on the lOO© mb surface . As
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Fig . 11
Distribution of VH . Unit 750 m per 100 km.

Fig . 13
12-hr baroclinic forecast for 700 mb from May 9, 1500 GCT —
May 10, 0300 GCT 1954 . Computed and observed height changes
are shown by dashed and continuous lines respectively . Unit

100 feet.

the average value of fi whieh is obtained from viooo and
vh , we use

fi = 1 .2

In fig . 12, the vertical distribution of o>2 in the case
where vh *VH is the unit function of sin wave as the
lower boundary condition of ouooo is shown as a func-

P (mb)

L = loookm
L = 600km

800 - v.

900-

1000
0 .4 05

Fig . 12
Vertical distribution of o> L is the wave length.

tion of p and the wave length L . From this curve we
see that the damping of co 2 with respect to p is rapid
and the effect of a>2 upon the upper or middle levels
would be negligible small.

5 . Results of the calculated height change

Since we have no opportunity to use the automatic-
machine , we compare the instantaneous height changes
on each level with the observed 12-hr height changes.
In figs . 13 and 14, the calculated (dashed : line ) and ob¬
served (continuous line ) height changes of 700 mb and
850 mb surfaces are shown respectively . The maximum
or minimum domains of the calculated height changes
are situated westward from the observed places . It
might be mentioiled that this discrepancy comes from
the problem of so caUed “ time step “ . The amplitude of
the height changes , however , shows comparably good
agreement . The observed change of the 700 ' mb siurface
is more concentrated into sharp maxirna than the com¬
puted . This seems to suggest that the divergence effect
was larger than that calculated one . As may be
understood from the distribution of co with respect to p
near the level p = 700 mb , the difference form of [4.4]

M/\ /l

/ .
/ m v\

Fig . 14
12-hr baroclinic forecast for 850 mb from May 9, 1500 GCT —
May 10 , 0300 GCT 1954 . Computed and observed height changes
are shown by dashed and continuous lines respectively . Unit

100 feet.

for — on the 700' mb surface is not enouigh for the case
where ( !?

('
) is large . The correct form for is

\ 9P 3 / too \ 9p / 700

1
2ÄP (w 850 w 55o)

1
2AP t—W55o)

1 /9 3A'
3 ! \ c)p ) • Ap 2+ o(Ap' 1),

/ 700

<y iooo)j
'4 - 0 ( Ap 4)

[ 5.13

where Ap = l &O mb and oj4üo = (co) p = 40o mb-

Since coiooo ~ 0 and co 40o A 0*550 , we have
fdoj
\9p, 700 2AP (cogso [5 .2]

In this sense , the computed , value of V -2^ ^ by [4.4] is
less estimated than the correct one and the result shows
that the computed height change is simaller than the ob¬
served one near the center of cyclone . In this example,
moreover , we used the approximate boundary on the
5'5i0 mb surface and the val -ue of co 40o is not availalble.
Therefore , we do not check the height change of the
700 mb surface any more . On the other hand ', the height
change of the 8501mb surface is not affected too much
from the approximate boundary on the 550 mb surface
and the finite difference form of [4 .3] has a good- ac-
curacy because co is an approximately linear function of
p near the level p = 850 mb.
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so ÄßT

Fig . 15
Computed height change due to the term of V - 2 J (ij, z) . Unit
100 feet per 12-hr . Initial data were for 1500 GCT 9 May 1954.

Fig . 16
Computed height ehange due to the effect of topography.
Unit 100 feet per 12-hr . Initial data were for 1500 GCT 9 May

* 1954.

In, order to make clear the developmentof cyclone on
the lower levels, we divide into three parts

($ . . .
- v- j- <* * + f v -^ )

# + )
N

[5 .3]
where

■W ( >h z) = [J {>t, z)]p = 350mb '

v -* (iir = ®z
Here is the vertical gradient of co due to the ef¬
fect of the lower boundary such as the topographical
distribution of the earth surface . This effect is given by
[ 4.12] . The last term - - Y ^ ß ^Y

^
is the height change in

g \ op/
a case where there is no effect of topography . This term
is the contribution from on mentioned in the foregoing
section . In figs . 16 and 16 , the height changes due to
V~-Jgso(v, z ) and ^ Vß- w)

B
are shown respectively. A

g Wp /
glance at figs . 14, 15 and 16 shows that height change by
the effect of the advection of absolute vorticity is too
small compared with that of the divergence effect.
While the effect of boundary has the effect upon the
deformation of pattern near the place of the oontinent
or the Island , it does not contribute to the development
of cyclone in this case . From these figures, we might be
permitted to say that the main , effect for the intensifi-
cation of cyclone comes from the divergence term of
vorticity equation.

In order to check our results more exactly, we com-
pare the pattern we predicted with the earth ’s surface
map , because we have the comsecutive surface rnaps for
every 3 hrs . The pressureP s on the earth surface is ob-
tained by using the following equation.

where

Az _ _ a
Ap g

Ap = Ps — 856
Az = H — (z)8S0

[ 5 .4]

and p s and ä are the surface pressure and the mean
specific volume between p = p s and p = 850 mb respec¬
tively . Suppose that the quantities of Az , Ap at time
t = t0 are given by

Az = (Az )t = t0 = H — (z) 850 , |
Ap = {Ap )t = t0 = Ps — 850 , I [5.5]
ä = ( ä )t ==t0 ’

After the time interval At , these quantities are given in

the following form,
Az = ( Az)t =t„

Ap = (Ap ) t= [i, +

(stL - * -
At, [5 .6]

a = ( a )t = t0 + At

where is the pressure change with time on the
earth surface.

By replacing [5.5 ] and [ 5 .6] into [5 .4] , we have two equa-
tions , corresponding to [5 .4] at t = t0 and t = to + At
respectively. From these two equations we have the
equation for the pressure change on the earth surface

öp\ Y- )
Ap - m At A - Itt 5!- ß *

) At - At ( Apo)
\ 9t/o ( Az )o \dt/eöo (a )o

where the suffix zero denotes the value at t — to-

[5 .7]

Here we use another equation for i . e .,

1 9 a , l — —— _ / 1 9 (9 \ • / l c)<9 \
ä 9 t 1 ä

V ' ° “ U "9p) W • U 9p/

where (ef) and
3p / ' V.<9 9p

are the mean values of ^

[ 5 .8]

vertical p-velocity between p
spectüvely . Thon we have

and

850 mb and p = p s re-

t ?« - (
' »«

) . s _ iva c) t \ <9 9p / a V« [5 .9]

Thus the pressure change Ap on the earth surface is
given by

_ _ (Ap )o / öz\
(Az)

+ ( 1 - V • V « ) At ( Ap )o [ 5 .10]

Ap
OÖ (? t)a5.

^ A If ) ' ’ ( ^ P)"

Similarly the height change on the level p = liOÖO mb
is easily calculated ', i .e .,

(jn) = ß -f ) “ 1
\ wdp + v850 • V (z 850— Ziooo } [5 .11]

\ dt/i000 \ ot/850 Y- J 850

There is also another way to calculate ß- '
j by the

\9t/iooo
following relatiion

(K) = V- s J, .» (V. Z) + V- ! (
a£ ) [5 .121

\ ot/iooci g \ op/iooo
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At and unit cross section is given (Smagorinsky
(7 ) ) by

Po ts + At
.de*
dt dt

Po ts + At
Al = \ \ (^ + v - V ^ +

+ [6 .5]
3p S

where ts is the time when the Saturation occurs and Po
is the pressure on the lower boundary surface.

In this equation , we use the folLowimg relations

3f! = 3A3T
3t 3T 3t
3e‘ /3 , /3A\ 3T __ _ <?* , /3A\ 3T

\ 3p / T ' [ dl } p 3p p \ 3T k 3p
T 30 = 3T _ k T (k = c±~ ey ~ 0 .28)

Cp

[ 6 .6]

0 3p 3p p
whiere the suibscripts p and T denote the vailues- on the
surface , p = const . and T = const . , respectively.

Rearrangement of [ 6 .5 ] using [6 .6] gives the following
simple equation

Po ts + At

— m =
^ ^

<» F dt
o t 5

where

[6 .7]

F (p . T ) — l (- e * + kT (| t *

)p
) [ 6 .8]

From [6 .7] , we can see that the amount of preoipita-
tion per unit time interval is proportional to co and F.

While co is given by the equation of motion mentioned
before , F is only a function of temperature T or the
thickness h and pressure p . By pUttimg At = 3 h , we
calculate the amount of precipitation . Here we must
calculate m along the stream Lime . However , we re-
place the correct integration by an approximated one,
i .e . , the integration is carried out at the intiftaal Position.
The result is shown in füg . 20. The integration with
respect to p is divided conventionally as follows

500 500 860
1

j co F dp — 1
j wFdp+ ft) F dp [6 .9]

Po 850 Po

The contribuition of the second term of the right-
hand side of [6 .9] was small compared with the first in
our case . In this semse, this caise conrespomds to that of
dynamical precipitation . On the other hand , there is a
case where the second term predominates . In that
case , co is large due to the topographical effect and F is
also large because the temperature of the lower atmo-
sphere is warm and wet . The latter case conresponds
to that of orographic precipitation . In this case , we
must calculate co near the eairth surface exactly . As
the example of the latter case , we oan point out the
heavy precipitation which we experience during the
Baiu -season (June and July in Japan ) . The detailed
calculat 'ion will be presented in the future paper , in-
cludlitnig the exact oalculation of co near the complioated
topography with small mesh -size.

From fig . 20 we see1 that there is fairly good agree-
ment in the order of amount of precipitation between

Fig . 20
3-hr forecast of the amount of precipation . Computed and
observed amounts of precipitation are shown by dashed and
continuous lines respectively . Unit mm per 3-hr . Initial data

were for 1500 GCT 9 May 1954.

130 140 150

Fig . 21
3-hr forecast of the region of precipitation . Computed region
of condensation at 1800 GCT 9 May 1954 is shown by dashed
lines . Observed distribution of the amount of cloud at 1800
GCT 9 May 1954 is shown at each Observation Station . Region
of precipitation at 1500 GCT 9 May 1954 is shown by conti¬
nuous lines . Shadowed part is the rainy region at 1800 GCT

9 May 1954 . Initial data were for 1500 GCT 9 May 1954.

calculation and abservaliion . The domain where the
condensation occurs during . the time dmterval At = 3 h
is shown in fi 'g . 21 . The observed distribution of cloud
in fig . 21 denotes that at time after At = 3 h from
the iniitial time . This calculated domain might be a
good measure whether there is cloud or not . In Con¬
nection with the distribution of ( co F ) with respect to
p we can roughly estimate the domain where each
dass (high , middle and lower ) of cloud , dlistriiibutes.

In concludäng this section , we would like to add so-
me comment conoerning the equation [6 .7 ] . This equa¬
tion is derived from the assumption that the atmo-
spheric change is govemed under the dry adiabatic

change . Such a restriction is not correct in a strict
sense if we are concerned with the problem of preci-
pitation . In faict, as may be uindersfcood' from the fol¬
lowing discussion , [ 6 .7 ] is explained as the 'equation
which the air paroel moves upward in a state of dry-
adiabatic change.

The function ( co F ) is written as follows

kT (de*\
P 1 3T/pft) F A t = — co A t Pa [6 . 10]

The physiical meaming of this function is easily un-
derstood in Emagram . In fig . 22 , the dry adiabatäc line
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Fig . 17
6-hr baroclinic forecast for surface pressure from May 9,
1500 GCT — May 10, 0300 GCT 1954 . Computed and observed
pressure changes on the earth surface are shown by dashed

and continuous lines . Unit mb per 6-hr.

IOO \

Fig . 18
6-hr baroclinic forecast for surface pressure from May 9, 1500
GCT — May 10, 0300 GCT 1954 . Computed and observed pres¬
sure pattems on the earth surface are shown by dashed and

continuous lines . Lines are drawn for every 10 mbs.

In this case , the estimation for ft,- \ beeomes an im-
\ Op/1000

portant problem . To avoid the error whiich comes from
the estimation for , we use [6 .11 ] for

Vop/iooo \ ot/iooo

By using the map at time 1200 GCT 9 May 1954 , as
the initial map , and the instantaneous height change
of the 860' mb' surface at time 1600 GCT 9 May li954,
we calculatied the instantaneous pressure change on, the
earth surface with respect to time and the predicted
surface pressure at time 1800 GCT , 9 th which are
shown in figs . 17 and 18 respectively . The predicted
surface pressure is obtained by

{p) t = t0+ At = ^P)t = t0- At + 2 (af ) t = t0
'

where At = 3 h.

These two figures show that there are diiscrepancies
in the small domain near the centre of cyclone . This
fact might suggest that there is a non -geostrophic wind
near the centre . In order to estiimate this non-geostro¬
phic component , we calculate the divergence field z
from the equation

V Z:“ “ (ä [ 5 .13]fd <» \ __ — Ai-J. A 0>i fi
\3p / p= pi 2Äp

where the suffex “ i “ denotes the value on the level
P = Pi-

130 1* 0 150

Fig . 19
Computed velocity potential field for 850 mb . Unit 10 m X100 km

per sec . Initial data were for 1500 GCT 9 May 1954.

In fig . 19 , / - field - on the level p = 850' mb is shown.
This / - field advects the absolute vorticity towards the
centre of cyclone which contributes to decrease the
height change near the centre of cyclone . While , if we
take into account the effect of non -linear equation
and use V - 2 in [4 .2] instead of V 2(fl?- ), the height

dp dp
change near the centre of cyclone increases compared
with the one we obtained . In this way , these two ef-
fects have the sense to cancel each other.

6 . Numerical prediction of precipitation
With a check of the vertical p -velocity , we made the

numerical forecasting of precipitation . The priinciple
of the method to predict the preoipitation was already
show by Smagorinsky (7 ) and the staff members
of Tokyo University ( 8) .

If we write e*(t ) and e (t) as the saturated and : the
present specific humidity at time t = t respectively,
the time ts when the Saturation iis occured is given by

£* (t + At s ) — s (t + Ats ) = 0 [6 .1]
where

tg — t + Ats
By exp anding into Taylor series with respect to Ats,
and aissuming that A (ts) is small we have

**(t) - *(t)
de *

___ 9 ; \
dt 9t/t = t

[6 .2]

On the other hand , this equation is simplified as fol-
lows

ds*
0 t

df/dT
dT dt

de*
dT

■v . VT T 90
0 dp

de
dt

— V • V e- — o} de
dp

where T is the temperature and £ - + v .vr + «

[6 .3]

Td0
@ 9p

Replacement of [6 .3] into [6 .2] beeomes *)

Ats — -
V ■V (e*

€ - €
— e) + a> ( T 90 9e*

0 dp 3T 3p
[6 .4]

After the time interval Ats , the condensatdoni occurs
and the ambunt of precipitation per unit time interval

*) The authors are indebted to Mr . Miyakoda who kind-
ly suggested us to use this equation.
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T* T. -*T T.

Fig . 22
Emagram . Dry adiabatic line is shown by AB.

[6 .11 ]

is denoted by AB and the iso -lines of saturated , spe¬
cific humidiity are given by e*0, £*

_ i , e*
_ 2 . In this fi-

gure we consdder the air parcel at the place A , the
t T

coordinate being (po , To) . Since — is tihe dry adiabatic
P

lapse rate of temperature with respect to p , we have
kT = AT*
P Ap

where
AT * = T0 — T*

Here the unlt pressure Ap is chosen such as

| caAt | = Ap [6 .10]
By usiing [6 . 11 ] and [6 .10] , we have

Along the constant line of T = To , we obtain the follo-
wing relatiion,

i A . ß e*\
[6. 14]

In this way , the function . {—coFAt ) is written from
[ 6.13] and [ 6 .14] as follows,

o>\ F At = e [6 .15]

This relation shows that the amount of condensation
per unit time interval calculated by [6 .7 ] is equivalent
with that obtained by rnaking ascend the air parcel
dry -adiabatically from the initial place A to B.

In a state of precipitation , we must use the equation
of Conservation of equivalenit -potential temperature 0 e
in stead of potential temperature 0 . In this case , the
equation of atmospheric change becomes

^ 0 e = 0dt
or

d,
ln ® +

c p

L
Tc d t

e ' - 0 [6 '161
where cp , Lc and Tc are the specific heat of dry air at
constant pressure , the latent heat of condensation and
the temperature of condensation level.

If we define the vertical p-velocity in a state of Sa¬
turation as co *

, [ 6 .1)6] 'becomes

where
(| - + v ■v ) ln © + w * | ln © — c m* = 0dt dp

Lc i df* *c = ~ and . = — m
cp lc dt

[6 .17]

Since the vertical p-velocity <o in a state of dry-
adiabatic change is given by

(.?- 4 - v • V ) ln © -f w | ln © = 0 [6 .18]dt dp

[6 . 17 ] is rewritten as follows

(« * — <d ) - - ln © — c m*
dp -

On the other hand , m * is expressed after
culation by

—m * = cd * F*
where

[6 .19]

some cal-

[6 .20]

F* = . . 1
t . ^ trO « t \ OD
( t + cT df* > \ 3p

3T

T 3©
©

'
3p

'
3T, [6 .21 ]

In the case of dry adiabatic change , [6 .21] is rewritten in
the same form as [6 .8] . Thus , the eliminatdon of m*
from [6 . 19] and [ 6 .20] gives the equation for co *)

where
co * — yco [6 .22]

7 =
1 3©
© 3p^
1 3 ©e

©e 3p
In general , y is larger than 1 and therefore co* is larger

- | T 3e*i
1. + cT st i

than co . On the other hand F * is smaller than F be-
cause F* denotes the change in a state of wet adiaba¬
tic change simiiiarly as shown that F corresponds to
dry adiabatic change . Therefore coF anid co *F * have the
sense to approach each other.
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A Dynamical Model for Large- Scale Tropospheric and Stratospheric Motions

by

W . Daiwnence Gate®

Summary

A physical model of the atmosphere As postulated i in
which both the troposphere and stratosphere is cba -rac-
terized by a uniform thermal wind and a constant static
•stability , separated by a tropopause across which these
quanttities are discontinuouis . Assumin -g the tropopause
to be quasi - isobaric , a simplified model for the mean
velocity , temperature and vertical motion fieids of both
the troposphere and stratosphere As constructed . This
model also determines the velocity near the earth ’s sur-
face and both the horizontal and : vertical motion at the
tropopause . The model may be regarded altematively
as a four -parameter or four - level model (sea level , mid-
troposphiere , tropopause or jet -stream level , and lower
stratosphere ) , tout it is feit to avoid the primary disad-
vantaiges of the exclusive use of either the parametized
or layered 1 formulation . Analysis of the special case of
an equival -ent -barotropic stratosphere indicates the
existence of systematic tropopause variations , with the
vertical motion at this level generally in phase with
that of the - mid -troposphere , iand with a System of op-
pos -ing vertical motion higher in the stratosphere . These
features are in general agreement with the results of
ob'siervational and synoptic research . The aoalys -is of the
stability of tropospheric perturbations in a baroclinic
zonal current shows a stabilizing infAuence of the Stra¬
tosphäre on the initial amplüfication of the düsturbances.
The miniimum vertical shears required for ins 'tabildty
with a, basdc jet currenit of 40 m sec- 1 are more than
twice those required without a stratosphere , and are
shown to lie between the mean summen and winter
sheargi in the zone of maximum westerlies , The Overall
energy budtget of the atmosphere may be studied with
the present model , and is shown to include a systematic
transfer of kinetic and potential energy between the
troposphere and stratosphere , although the details of
the tropopause must -await further oalouJations.

Zusammenfassung

Es wird ein atmosphärisches Modell entwickelt , in
welchem Troposphäre und Stratosphäre jeweils durch
gleichf örmigen thermischen Wind und konstante hydro¬

statische Stabilität gekennzeichnet und durch eine Tro¬
popause voneinander getrennt sind , an der diese Grö¬
ßen einen Sprung erleiden . Unter der Annahme , daiß die
Tropopause quasi -isobar ist , wird ein vereinfachtes Mo¬
dell konstruiert , welches die Felder der mittleren Wind¬
geschwindigkeit , Temperatur und VertikaAbeweguog ' in
Tropopause und Stratosphäre enthält . In diesem Mo¬
dell werden auch die Hörizontalb ewegung an der Erd¬
oberfläche und 1 die Horizontal - und Vertikalbewegung
an der Tropopause bestimmt . Das Modell kann entwe¬
der als Vier -Parameter - oder Vier -Schdcbtenmodeii
(Boden , mittlere Troposphäre , Tropopause -und untere
Stratosphäre ) aufgefaßt werden , aber es -scheint die
Hauptniaehteile zu vermeiden , die darin liegen , aus¬
schließlich entweder die Parameter - oder die Schiich-
tenformulierung zu benutzen . Die -analytische Beha -n-
lunig des S-pezialfalies mit einer äquivalent -barotropen
Stratosphäre weist auf das Bestehen systematischer
Tropopau -senschwankimg -en mit Vertikalbewegungen , in
diesem Niveau hin , die i-m -allgemeinen mit denen der
mittleren Troposphäre in Phase sind , und auf ein Sy¬
stem gegenläufiger Vertikalbewegung in der Strato¬
sphäre . Dieser Befund stimmt in seinen Grundlzügan
mit der Beobachtung : überein . Die Untersuchung der
Stabilität troposphärischer Störungen in einem zonalen
baroklinen Grundstrom zeigt einen stabilisierenden
Einfluß der Stratosphäre auf die Entwicklung von Stö¬
rungen , Die Mindest -Vertikal -scberung des zonalen
Grund -Stromes , die für die Instabilität der Störungen in
einem Strahlstrom von 40 m/Sek . notwendig ist , ist
mehr als doppelt so groß , -als wenn keine Stratosphäre
berücksichtigt wird , und liegt zwischen den beobachte¬
ten Beträgen der Vertikalscherung in Sommer und
Winter in der Zone maximaler Westwinde . Die Gesamt-
enengiebiianz der Atmosphäre kann an diesem Modell
studiert werden und beweist , daß ein systematischer
Transfer von kinetischer und potentieller Energie zwi¬
schen - Troposhäre und Stratosphäre besteht , obwohl die
Rolle -der Tropopause im einzelnen noch weiterer Un¬
tersuchung bedarf.
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Results of Numerical Forecasting with the Barotropic and Thermotropic Atmospheric Models

by
W . Lawrence Gates

Abstract

Following a resume of the theory af thermotropic
flow, a simple haroclinic model in whieh the direction
of the thermal wind is assumed invariant with beight,
a discussion of the methods employed for the numeri-
cal Integration of this model and the barotropic model
is presented.

On a finite -difference grid of 414 points covering the
United States 'and immediately surroundiing regioms , a
series of sixty comparative 24 -hour forecasts dttring
Jamuary, 1953 , at the 500 and 1000 mb levels was ob-
taimed by relaxation methods . The median correlation
coefficients between the forecast 'and observed 24-hour
heiight changes>were 0.80 for both thermotropic and. ba-
rotropic models at 500 mb and 0.69 for the thermotropic
model at 1000 mb . In comparison with a method of pure
interpolation , the numerioal forecasts are sbown to
di'splay a positive “skill “ toward the center of the fore¬
cast regibn where the influenoe of the lateral boumda-
ries is smatlest . By normalizing the root-miean- squiare
forecast errors . to allow for the normal laitifadinal Va¬
riation , the Rocky Mountains are found to exert a mar-
ked inifkience on the forecasts at both ‘500 and 1000 mb®
over the south central United States.

From a syooptic point of view, the 'numerical fore-
oasts are found to compare favorably with conventional
forecasts for the same period , although they appear to
imtroduice a small ' but systematic tendency to move
fully developed disturbances too slowly. TflniS' error is
feit to stem from the truncation errors of the finite-dif¬
ference schemes employed.

Recommendations for furtber resaarch to reduce the
several sources of error and ' to extend the physical ba~
siis of the model are made.

Zusammenfassung.

Nach einer zusamm'enfas'senden Darstellung der Theo¬
rie thermotroper Strömungen , d . h . eines einfachen ba-
roklinen Modells' mit von der Höhe unabhängiger Rich¬
tung des thermischen Windes, , werden die Methoden zur
numerischen Integration diskutiert , die bei 'diesem und
dem barotropen Modell verwendet wurden.

Unter Benutzung eines Gitternetzes von 414 Gitter-
punkten , welches die Vereinigten Staaten , und deren
unmittelbare Umgebung bedeckt, wurde eine Reihe von
60 vergleichenden 24-stündigen Vorhersagen des Mo¬
nats Januar 1953 für das 500 und 1000 mb-Niveau durch
Relaxationsmethoden gewonnen . Die mittleren Korrela-
tianskoeffiziienten zwischen vorhergesagter und beo¬
bachteter 24-stündliger Geopotentiailtendienz ibetrruigen
für das thermotrope und , barotrope Modell 0.8 im 5i00
mb-Niveau und für das thermotrope Modell 0 .69 im
l 'OO’O mb-Niveau. Im Vergleich zu Methoden reiner In¬
terpolation zeigen’ die numerischen Vorhersagen im
Zentrum dies Vorhersagegebietes , wo der Einflu ß seit¬
licher Randbedingungen am geringsten ist , eine Ver¬
besserung . Durch Normierung des Vorhersagefehlers,
■um die normale Breitenabhängigkeit sichtbar zu ma¬
chen, ergibt sich ein deutlicher Einfluß der Rocky-
Mountains auf die Vorhersage im 500 und 1000 mb-
Niveau über dem südlichen Zentralgebiet der Vereinig¬
ten Staaten,

Vom synoptischen Standpunkt sind 'die numerisch,en
Vorhersagen gut mit den konventionellen Vorhersagen
der gleichen Periode vergleichbar , obwohl sie dahin zu
tendieren scheinen, die Bewegung voll auisgefoildeter
Störungen zu langsam ausfallen zu lassen . Dieser Feh¬
ler scheint den Verfahrensfehlem des verwendeten Dif-
fenenzenschernas' zu entstammen.

Es wird empfohlen , weitere Forschung zu betreiben,
um die zahlreichen Fehlerquellen zu reduzieren und die
physikalischen Grundlagen der Modelle auiszufoauen.
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Theorie zur Errechnung des Wasserstandes und der Strömungen in Randmeeren nebst

Anwendungen
’)

von

Walter Han s e n

Zusammenfassung

In Rand- und Nebenmeeren treten - ozeanographische
Probleme auf , die in enigier Beziehung zu Problemen der
numerischen Wettervorhersage stehen . Es handelt sich
um die quantitative Ermittlung der windfoediingten
Wasserstandsänderungen und Strömungen . Die Grund¬
lage für die Untersuchungen stellen1 die hydrodynami¬
schen Gleichungen dar , die Bewegunigisvorgänge werden
durch die Vorzugebenden tangentialen Windschubkräfte
an der Meeresoberfläche eindeutig bestimmt und nach
Transformation der hydrodynamischen Differentialglei¬
chungen in ein System von Differenzengleichungen nu¬
merisch ermittelt . Zur Prüfung der Theorie wurden
Sturmfluten in der Nordsee nachgerechnet . Die umfang¬
reichen numerischen Rechnungen wurden auf der
BESiK, dem Stockholmer Rechenautomaten , gerechnet.
Die Ergebnisse , insbesondere die Nachrechnung des
Hollandi -Orkans , haben eine für praktische Zwecke
brauchbare Übereinstimmung mit den Beobachtungen
geliefert.

*) Wird im Tellus veröffentlicht.
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Some Results of Numerical Weather Prediction with a Lagrangian Method

by
Odtd Ha -ug

(with 1 fiigure in the text)

Abstract
Th© Lagrangdan method: described her© is theoretical-

ly treated by F j ö r t o f t in am, article im Tellus voll . 7,
nr . 4. The practical applicatiom of the method in the
barotropic case will be discussed hene.

The barotropic vorticity equation miay be writtien

+ 1) — — (v(N) — C) • v ( v 2y + f)
where , accordimg to definition

v<N) = kx ipW = ip + — V 2*/'a N

20and S is a zonal velocity of magnitude —5 cos <p. TheawK
vontdcitty equation in this form teils that absolute vorti¬
city is canserved in the smoathed velocity field v(N )— <£

Im order to displace the vorticity im the smoothed
field, Fjörtofts trajectory irule is applied ., by means
of whiich it has proved successful to use time steps up to
48 hrs.
The diisplacement field© will be

va = v (N ) - v<N KN - p) _|_ (ä:a
v, = vlN )(N ~ P) — € ,

where C « and <£2 are zonal velocities representing pure
rotational fields around the eairths axes.

The procedure of carrying out the forecast in. practice
is the following:

In a hexagonal grid wifth d 600 km , the x- and y-
components of the wind are read off directly from the
map . The grid consists of a set of circles, one at every
gridpoint , the diameter of the circles. beinig such that by
readihg off the height diifferenceacross. the circle in the
uiniit of 4 meters , ome obtaiins the wind: component in. the
umit of mm per 6 hrs on the sphere correspondimgto the
soale .of the map.

The next step is to compute the x- and y-componemts
of v(N ) . We have

U(N ) == u + 1 '7 2 u « u + - (ü — u)
aN a N d 2

aixf by selecting a N — 4,

u (N ) = m 2 [Ü - 5^ 7 ! u]m-
Thu®, u<N ) may be computed from the values of u at the
gridpoimtsby means of conversion tables ..
The compomemts of v<N )<N—P> may now be computed in
the same way from the components of v (N ) , now usimg
the grid size J/ä «.

Now, havimig constructed a grid constistimg of scales
at every gridpoint , the spacing of the limes in the scales

beinig m miiätiimeters, .ome may for ©ach of the trwo fields
v« and. v2 mark off the 6 hrs forwards and backwards
displacements , so as to obtain a twelve hrs centred
ddisplacemerft of the gridi. The tnajeotories may then be
founid as shown in fig . 1.

Fig . 1
The first 12 hrs diplacement is found . by moving the particle

from is Position in the dotted grid to the corresponding Posi¬
tion in the fully drawn grid . The next 12 hrs displacement is
found in the same way by moving the particle from its new
Position in the dotted grid to the corresponding Position in the
fully drawn grid — and so on.

In order to gef the vorticity tendiencies im a regulär
grild, the trajectories are computed backwards from the
gridpoints , by displacing first in the field v2, and from
the resulting Position adding the correspondimg dis¬
placement in the field v« .

The absolute vorticity is in the polar stereographic
projectilom computed in the form

1 - ß 2 d 2 .
sin <f j1 - sin ? )2 ( Z Z) 4 ‘

fl + sin 5Ö) 2g
S1" <P

by means of conversion tables , and from the vorticity
•tiendencies one obitains A (z—z) from another set of con¬
version tables , after wbich the Integration of the Pois-
son equation can take place.
This method has some advantages compared to the pure
graphical method , namely
by usiimg space-smoothing on the sphere , one obtains
the same degree of smoothinig at all latitudes.
The absolute vorticity Is computed in its correct finite
difference form.
Most of the work may be dorne by assdstants, and seve-
ral persons may work at the same time , whieh makes it
possible to complete a forecast with this method at least
as fast as with the graphical method.

At the present moment there are only a few pneli-
miWary results with this method., namely 4 48 hrs fore-
casts for the 500' mb . surface uisdnig one 48 hrs timesitep.
The forecasts are based on the objective amalysis car-
riled .out in Stockholm by means of the ComputerBESK.
The eorrelation coefficients for the tendencies over an
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area covering a great part of the North Atlantic , South¬
ern Greenland and Western Europe are given below to-
gether with the results of the conresponding BESK-
forecasts , and furthermore the correlation coefficients
between the two sei® of foreoasts.

Lagr . method BESK Comparison
5. 12 . 55 .74 .71 .75

23 . 1 . 56 .37 .36 .45
30 . 1 . 56 .36 .45 .32

0. 3. 56 .00 .11 .76

The mumbens indicate that the forecasts wiith the two
methods are about equially good, however the errors axe
to a certain degree different . This iis also confirmed by
previaus results with a -siiighfly different procedure
(Telluis vol 8, nr 1) . The investigation of the method will
contiinue , and further resuilts will be pufelished later.

Zusammenfassung
Die hier beschriebene Lagirangesche Methode wurde

theoretisch von Fj örtoftiin einem Artikel in Tellus,
Bd. 7, Nr . 4 , behandelt . Die praktische Anwendung der
Methode im bairotropen Falle wird hier erörtert werden.

Die barotrope Vortdcity-Gleicbung kann folgender-
maßemgeschrieben werden:

( V 2^ + f) = — (V(N ) — £ )
'
. v ( v 2^ + f).

ot
worin definitionsgemäß

v (N) = kx v ^ <N ) , i/>(N > = ^ + - - V *V»an.
2Üund £ eine Zonalgeschwindigkeit des Betrages —„ cos cp

ist. Dlie Vorticity-Gleichung in dieser Form sagt aus,
diaß absolute Vorticity in dem geglätteten Geschwindig¬
keitsfeld v(N ) — £ erhalten bleibt.

Um die Vorticity in dem geglätteten Feld zu verset¬
zen , wird Fjörtofts Trajektorienregel angewandt,
mit deren Hülfe es sich als erfolgreich erwiesen hat,
Zeitschritte bis zu 48 Stunden zu verwenden.

Die Verlagerungsfelder sind
va = v(N ) — v (N ) (N - p) - f- CK
v2 = v(N )(N- p) _ c 2

worin € « und €•> Zonalgeschwindigkeiten sind , die rei¬
nen Rotationsfeldem um die Erdachse entsprechen ^ Der
praktische Vorhersageprozeß besteht in folgendem:

In einem hexogonalen Gitter mit d ^ 600 km , werden
die x- und y-Komponenten direkt ans der Karte abge¬
lesen, Das Gitter besteht aus einem Satz von Kreisen
— an jedem Gitterpunkt einer — mit Durchmessern
derart , daß man bei Ablesen der Höhendifferenzen quer
durch, den Kreis in der Einheit von 4 m , die Windkom-
ponen/te in der Einheit mm pro 6 Std . auf

_
der Kugel er¬

hält , die zum Maßstab der Karte gehört.
Der nächste Schritt besteht in der Berechnung der x-

und y-Komponenten von v(N ) . Es ist

U(N ) = u + - - V 2u u —j— (ü — u)
a N a N d 2

4und bei Wahl von a N ==

u (N ) = m2 [u m 2 — 1

Daher kann u (N) ans den u-Werten an den Gitter¬
punkten mit Hilfe von Umredmunigstabeillenberechnet
wenden. DieKomponenten von v(N) (N—p) können in der¬
selben Weise aus den Komponenten von v(N) berechnet
werden , in: dem die Maschenweite | /iTa benutzt wird.

Nun , nachdem ein Gitter konstruiert worden ist, wel¬
ches an jedem Gitterpunkt aus Skalen besteht , deren
Dihienaibstand Millimeter beträgt , kann man für jedes
der beiden Felder v« und v2 die 6-stümdigen Vor- und
Rückwärtsverlagerungien markieren , um eine 12-stündx-
ge zentrale Verlagerung des Gitternetzes zu erhalten.
Die Traj ektorien können dann , wie in Füg . 1 angegeben,,
gefunden werden.

Um die Vorticity-Tendenzen in einem regulären Git¬
ter zu- erhalten , werden die Tnajektorien rückwärts von
den Gitterpunkten berechnet , indem zuerst im Feld v2
verlagert wird . Zur resultierenden Position addiert man
die entsprechende Verlagerung im Feld v« .

Die absolute’ Vorticity wird in der polaren stereogra¬
phischen’ Projektion nach der Formel

1 - Q* d2

sin cp ( t + sin cp)2 ^ ^
(l -f - sin 50°)2g

S'n ^

mit Hilfe von Umrechnungstabellen bestimmt . Aus den
Vorticity-Tendenzen erhält man A (z — z) aus einem
•anderen Satz von Umrechnungstabellen , worauf die In¬
tegration der Poissonschen Gleichung stattfinden kann.
Diese Methode hat einige Vorteile im Vergleich, zur rein
graphischen Methode, nämlich : durch räumliche Glät¬
tung 1auf der Kugel erhält man denselben Glätitungsgrad
in allen Breiten.

Die absolute Vorticity wird in ihrer korrekten Diffe¬
renzenform berechnet . Der größte Teil der Arbeit kann
von Hilfskräften bewältigt werden . Mehrere Personen
können gleichzeitig arbeiten , wodurch es möglich ist,
die Vorhersage mit dieser Methode mindestens1 so
schnell auszuführen wie mit der graphischen Methode.

Gegenwärtig stehen nur einige wenige1vorläufige Er¬
gebnisse mit dieser Methode zur Verfügung , nämlich
vier 48-Stunden -Vorhersagen der 500 -mb-Fläche unter
Benutzung eines 48-stündiigen Zeitschiritts. Die Vorher¬
sagen basieren auf der objektiven Analyse,die in Stock¬
holm mit der BESK-Rechenmaschine ausgeführt wer¬
den . Die Korrelationskoeffizienten für die Tendenzen
eines Gebietes, welches einen’ großen Teil des Nond-
atlantiks , Südgrönlands und Westeuropas umfaßt , wer¬
den unten angegeben , zusammen mit den , Ergebnissen
der entsprechenden BESK-Vorhersagen , und außerdem
der Korrelationskoeffizient zwischen beiden Vonher-
sageneibeo.

Lagr .-Methode BESK Vergl
5. 12 . 55 .74 .71 .75

23. 1 . 56 .37 .35 .45
30. 1 . 56 .36 .45 .32
0. 1 . 56 .00 .11 .76

Die Zahlen zeigen, daß die Vorhersagen mit den bei¬
den Methoden ungefähr gleich gut ’Slind. Jedoch, sind die
Fehler bis zu einem gewissen Grade unterschiedlich.
Dies wird1 auch durch frühere Ergebnisse mit einer et¬
was1anderen Methode (Tellus Bd. 8, Nr . 1 ) bestätigt . Die
Untersuchung mit der Methode wird fortgesetzt und
wertere Ergebnisse werden später veröffentlicht wer¬
den.nv
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Numerical Forecosting at the Swedish Military Meteorological Office in 1954 — 1956
by

Oscar Herrlin

(with 3 figures in the text)

Zusammenfassung
Der Wetterdienst der Schwedischen Luftwaffe hat in

zwei Perioden 1 . Dezember 1954 — 31 . Mai 1965 und
1 . November 1956 — 1 . Mai 1966 routinemäßig baro-
trope Vorhersagen für 24, 48 und 72 Stunden mit dem
Stockholmer Rechenautomaten BESK erstellt . In der
ersten Periode wurden subjektive Analysen des 0300-
Z-Termines verwendet , aus denen an den einzelnen
Gitterpunkten die Höhenwerte herausgelesen und als
Anfangsfeld in die Maschinee eingegeben wurden ; in
der zweiten Periode basierten die Vorhersagen auf
einer numerischen Analyse der 160O -Z-Beobachtungen.

Es werden für beide Perioden Ablauf und Zeitbedarf
für eine Prognosenrechnung angegeben sowie die Re¬
sultate geprüft und mit denjenigen der bisherigen sy¬
noptischen Methoden verglichen . Als Vorteile der nu¬
merischen Methode werden genannt : Objektivierung
der Prognose , früheres Erfassen von großräumigen
Umstellungen , leichteres Vorhersagen der Zyklonen¬
bahnen und leichteres Erkennen der möglichen baro-
klinen Entwicklungen , Personal 1- und ; Zeliteinspairung ;.

Introduction
In 1954 the t'heoretical researches on, and the preli-

minary tests of numerical forecast methods conducted
at the International Meteorological Institute in Stock¬
holm had reached such a sitaite of development that it
seemed desirable to organize full-scale routine tests on
operational basäs. This niumerical method m basedi on
the barotropic model of the atmosphere and permits a
Präsentation of 5100 mb forecast® for up to 72 housrs. The
prospect of presentation of weather charts valid such
a long time in advance was naturally most encourag-
ing to the meteorologists in their practical work , but
was the quality of these charts as good as that of the
charts obtained by meanis 'Of oonventHonal method®? In
order to be able to answer this question , and , also with
the view to familiarizing the personnel with this com-
pletely new method of forecast , the Meteorological Of¬
fice of the Royal Swdesh Air Force decided to try the
numerical method during a test period.

Test period I

The test period began on Dec . Ist 1954 and lasted
with short intervals until the end of May, 1966 . The
daily routine during these tests was mainly as follows:
Each day a subjective analysis of the basic chart was
made, the chart being of the circüm-polar 500 mb 03Z
type . This analysis was as a rule completet some time
between 12 Z and 13 Z , or when the last Observation
to be plotted on the chart had arrived.

Next the altitude data at the grid points were read
and punched. When certain ehecks of the altitude data
readings had been made the actual computations

started , for which the electronic Computer BESK was
used. This computation which began at 14 Z generally
lastet for 65—70 minutes . The computed altitude values
were plotted and analyzed on a chart form which in-
cluded a considerably smaller area than the basic
chart . The transmission in code of the charts took place
between 17 Z and 18 Z.

A number of 3i—4 Professional meteorologists and
3>—4 assistents were daily employed with this numeri¬
cal work.

Verifications
1 . During the entire test period a verification was
made continuously both of the numerical charts and of
the conventional charts . For all the forecasts the cor-
relation coefficient between the computed and the ob-
served changes in altitude were computed . The area
which was verified appears from figure 1.

Fig . i
The small rectangle indicates the area over which the

verification of the forecasts was made.

2. The correlation coefficient is not an in. every re-
spects satisfactory method of verification , however.
Thiene htave occured some cases where foneca®tB with
a very low correlation coefficient have been considered
as very good . “ Good “ is here defined as a very good
agreement of the flow pattern of forecast chart with
that of the verification chart . In addition to the corre¬
lation coefficients another method of verification . was
therefore introduced : a subjective assessment of the
charts . The conventional and the numerical forecasts
where compared with each other and at the same time
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with the verification chart . As no 72 hours forecasts
were made according to the conventional method , the
numerical 72 hours forecasts were compared with the
conventional 48 hours forecasts that were issued 24
hours later . The assessment was made by a jury of 5
members , representing 4 different meteorological Ser¬
vices from 3 different countries . The scale of the esti-
mates included the figures 1—5 where 1 = very bad,
3 = average and 5 — very good agreement . The area
of verification was the same as in the case of the cor¬
relation calculation.

A summary of the results (the average data ) for
both metihodte of verlMicaititoin' is giiven in filgwre 2.

"
;—- Numdficalmelhod■ConvenMjMlmethod

Fig . 2a
Graphical representation of the Variation of the correlation

coefficients . Test period I.

Numtricai mertiod
ConventionalmethodConventionalmethod

24̂ 4£ h 72h

Fig . 2b
Graphical representation of the Variation of the subjective

scores . Test period I.

It appears from these results that the numerical fore¬
casts were at least as good as the conventional ones.
As the numerical method is more objective and supe-
rior to the conventional method on that point , it was
decided that the RSAF Meteorological Service should
continue to produce numerical forecast , beginning from
the autumn of 1055.

Test Period II

Düring this test period which began towards the end
of October, 1955 , and ended in the beginning of May
1968 , some changes were made in the numerical fore¬
casting procedure . The perhaps most important change
was the introduction of an objective (numerical ) ana-
lysis of the 5*00 mb chart according to a method deve-
loped by D ö ö s and Bergthorsson. As a result of
this change subjective analysis needed only be made,
when interruptions in the foreoasting occured that is
a rule each Monday as there was an interval every
weekend caused by shortage of forecasters . The period
14. 11 — 15 . 12 1955 forms an exception to this rule , as
no intervals were made and no subjective analysis at
all either were made during this 32 days.

The introduction of an objective analysis made it
possible to save both time and labour . The personnel
occupied with numerical forecast during these period
was without any difficulties reduced to 1 meteorologist
and 2—3 assistants per day.

Another alteration compared with the procedur dur¬
ing the first test period was that the forecast now were
based on the 15 Z material and the work made in the
course of the night . In this way on being transmitted
to the wings in the morning all the forecast charts
offered the most current data available at that time.

Further a number of amelioratkxns bad been irutro-
duced in the forecast code, among these a “ smoothing
procedure “ .

During the second period much work was concen-
trated on utilizing the numerical forecast charts ini the
production of general weather forecasts . Thus each day
(in the morning) a so-called comment was issued on
the forecast charts , as an attempt to intenpret or
“translate “ the forecast charts into terms of weather.
The comment stated among other things what type of
weather was to be expected for the next 72—98 hours
(3—4 days) , when front Systems coüld be expected to
pass and so on ; the forecast charts offered too a com-
paratively easy way of identifying the “polarfront -jet“
System . In this way the future Position of the main
front zone was determined.

Routine schedule

The daily routine during the second test period is of
the following character : When the 15 Z observations
began to arrive , two assistants started collecting and
punching altitude and wind data for the 500 mb sur-
face . In this way the Station tape required for the ob-
jective analysis was prepared . The meteorologist who
was in Charge of the night forecasting work arrived at
20 Z and started checking the survey of the Observation
data . For sea areas with far distances between the ra-
diosond posts (such as the Pacific) he made an extra-
polation of available “surface observstion data “ into
the 500 mb surface , so that subjectively made observa¬
tions could be added to the Station tape.

When most of the 15 Z observations had arrived , the
work was transferred to the Computer BESK, and late
received observations were transferred there via telex
from the Air Force teleprinter office. Certain checks of
the data arrangements were made and the analysis
computation was started at OOZ , at which time 275—300
observations hat generally arfived . The analysis com¬
putation being usually completed in 35—40 minutes,
the forecasting computation was immediately started.
This Operation was as a rule completed at about 0280Z.
The airualysäs and the forecasts were plotted and ana-
lyzed, the forecast were then coded and transmitted.
The forecast charts were then subjected to minute stu¬
dy by the meteorologist , the fronts were outlined and
finally the above-mentioned comment was written.
This work was usually finished at about 05Z.

Verification and Results
The correlation coefficients have been computed for

all the numerical forecasts produced during the period
14. 11 — 22 . 12. These coefficients are generally higher
than those obtained during the first test period , as will
appeair from their average valoes in figure 3.

100

07S

DJC
Numericalmethod

0.25

24.1) 46^ 72h

Fig . 3
Graphical representation of the Variation of the correlation

coefficients . Test period II.

For the last 10 years , or so , the progress made in the
technique of 1—2 days forecasts has been very small.
The development appears to have become almost sta-
gnant . I believe we have literally squeezed the conven¬
tional technique dry . In any case no improvement
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worth raentioning has been noticeable as far as the re-
liability of the forecasts is concerned . Under those cir-
cumstances it is not very encouraging to be the spo-
kesman for meteorology within the armed forces of a
country . The only consolation for a small country is
that neither personnel nor money could have changed
the Situation to any considerable extent , as indieated
by the experience of the larger countries.

When therefore Prof . Rossby told me that he was
convinced that a practicable program for numerical
forecasts of the 500 mb surface now was available , we
witlhiin tihe Swedish Military Meteorological Service
were eager to develop and test this system in our ge¬
neral routine . As has been shown, our experiences
have been rmost favoraible iainid I fleel convinced that
this is only the modest beginniinig of a niew era within
the forecasting technique , altogether comparable with
thie era oreated by the Norwegliiatn school . in the ndne1-
teen twenties.

Our greatest gains as yet have been:
1 . The results are objective, which means that we
have drastically reduced our previous dependence on

long experience in forecasting work . A newly gradu-
ated scientist (forecaster ) can be employed directly
with the production of progcharts . We now intend to
investigaite whether it rruight not be possiibie*to oanry out
a large amount of this work with assistants instead of
with Professional meteorologists, of which latter there
is a great shortage in Sweden at present.
2 . On a large number of occasions we have obtained
forecasts of a change to a quite new type of weather
at an earlier date than would generally have been pos-
sible with conventional methods and these forecasts of
change of type have often been of high accuracy.
3 . Forecast of persistence in a weather Situation have
also been more reliable.
4 . It has been easier to predict the routes of distur-
bances and hence to focus the attention on the pro¬
bable spots for the possible flare -up of sudden baro-
clinic developments.
5 . Time and personnel have been saved.
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Über die Einbeziehung divergenter Windkomponenten in Vorhersagemodelle
von

Karl Hinkelmann

(mit 1 Abbildung im Text)

Zusammenfassung

An Hand eines einfachen Beispiels wird untersucht,
inwieweit sich die Resultate modifizieren ', wenn an
Stelle der quasi-geostrophischen Modelle erweiterte
Gleichungen benutzt werden , die auch Transporte durch
nichtgeostrophische Winde berücksichtigen. Zu diesem
Zwecke wird der geostrophische Windansatz durch Hin¬
zufügen eines aus einem Geschwindigkeitspotential ab¬
leitbaren Vektors erweitert.

Die Erweiterung bewirkt , daß die Hauptmängel der
geostrophischen Modelle vermieden werden , daß ande¬
rerseits aber besonders in Gebieten nahezu verschwin¬
dender absoluter Vorticity die Resultate nicht mehr als
realistisch betrachtet werden können.

Einleitung

Bekanntlich enthalten ' die sogenannten quasigeos'tro-
phischen Modelle gewisse Inkonsistenizen und Unzu¬
länglichkeiten , die wesentlich daraus resultieren , daß
der Windvektor in unterschiedlicher Weise angenä 'hert
wird , je nachdem in welcher Verbindung und in wel¬
cher Form er in den Differentialgleichungen auftritt.
Insbesondere wird in den quasigeostrophischen Glei¬
chungen der Wind stets geostrophisch approximiert,
wenn er in Transporttermen auftritt , d . h . ageostro-
phische Horizontaltransporte bleiben unberücksichtigt.

Die quasigeostrophischen Gleichungen gestatten des¬
halb z . B . nicht , den Prozeß der Okklusion zu erfassen,
der wesentlich auf nichtgeostrophischen Temperatur-
advektionen beruht . Auch die namentlich bei Entwick-
lungsvorgängen stattfiodenden Energieumsetzunigen
werden durch die quasigeostrophischen Modelle noch
nicht einmal qualitativ richtig beschrieben . Zwar erfas¬
sen diese annähernd genau die Änderungen der kine¬
tischen Energie , nicht aber die damit verbundenen
äquivalenten Änderungen der potentiellen oder inne¬
ren Energie , vgl. Hollmann ( 1 ) .

Im folgenden soll an Hand eines einfachen analytisch
behandelten Beispiels die Frage diskutiert werden , in¬
wieweit durch eine naheliegende Erweiterung des
Windansatzes die Mängel der quasigeostrophischen Ap¬
proximation beseitigt werden können , ohne daß neue
grundsätzliche Defekte durch den gewählten speziellen
Windansatz in die Modellgleichungen hineingetragen
werden.

1 . Modell -Differentialgleichungen

Wir setzen voraus , daß die hydrostastische Gleichung
~ = — — erfüllt ist und benutzen grundsätzlich ein
3p Q
kartesisches Koordinatensystem x (—* Osten) , y (—* Nor¬
den)» P (= vertikale Koordinate ) .

Nach dem Vorschlag von Charney (2) und Tomp-
som (3) werde an Stelle der geostrophischen Approxi¬
mation

33 = | t' X

künftig die sogenannte Balance-Gleichung verwendet.
Diese entsteht dadurch , daß man auf die Bewegumgs-
gLeichiung den Divergenzoperator anwendet und an¬
schließend alle die Wiinddivergenz V * 33 explicit ent¬
haltenden Terme vernachlässigt . Diese Verstümmelung
der Divergenzgleichung wirkt in ähnlicher Weise wie
die Benutzung der geostrophischen Approximation in
den quasigeostrophischen Modellen als Filter für Lärm¬
vorgänge in Form von Schall- bzw. Gravitationswellen.

Es mögen den späteren Rechnungen demnach folgen¬
de Differentialgleichungen und Randbedingungen zu¬
grunde gelegt werden:
Vorticitygleichiungen in der Form

[ 1] 3/7
9t + V • (*?33 ) = o

333Hierin ist der aus dem Term co „ der Bewegungsglea-3p
chung resultierende , die künftigen Rechnungen unnötig

333
verkomplizierende Ausdruck f • V X (« — ) vernachläs¬

sigt worden.
Balance-Gleichung in der Form
[2a] 2 J (u,v ) — V * (f f X 33) = V 2$ .
Im Falle der später gemachten Annahme eines kon¬
stanten Coriolis-Parametens f = const vereinfacht sich
diese Gleichung in
[2'b ] 2 J (u,v ) + f £ = V 2$ *)

Kantinuitätsgleichung:

[3a]

Randbedingungen:
[4] gj (P = 0) = 0 und co (p = po) = 0.
Mit den Randbedingungen [4] schreibt sich die Konti¬
nuitätsgleichung auch in der Form

3u i 3v dco n
3x 3y 3p

= 0 '

*) Wird hierin noch der Term 2 J (u,v) vernachlässigt oder
verschwindet dieser wegen speziell gewählter Bedingungen,
so ist £ — 1 V2$ , d. h . die relative Vorticity f ist mit der

geostrophischen relativen Vorticity identisch.
In diesem Falle ist der Bedingung £ = j V!$ der erweiter¬

te Windansatz
33 = t X j V # + Vqp = 33 g + Vgp . f => const,

äquivalent , wobei der Windanteil Vy aus der Kontinuitäts¬
gleichung zu bestimmen Ist.
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und füir die Divergenz D = + ^ gilt die Beziehung3x 3y

[3c]
rb
[ D dp = 0 .
o

Endlich benutzen wir an Stelle des 1 . Hauptsatzes der
Thermodynamik die Adiabatengleichung in der Form:

m
3 2$
3p 3t

-f 33 • v 3$
3p + OG)= 0 .

In den obigen Gleichungen bedeuten , wie üblich,
93

= ^P— dt

J - 3 _3_
3x 3y

_3_ 3
3y 3x

= horizontaler Windgeschwin-
digkeitsvektor,

= generalisierte Vertikal-
geSchwindligkeit im benutz¬
ten p-System,

= Jakobi -Operator,

<P = gz

n 3v 3u | c
3x 3y *"

= Geopotential , g = Schwere-
beschleuniigung,

= absolute Vorticity,

8v 3u
3x 3y

= relative Vorticity,

o 131a®
7 3p

7-5-H—— ^ = statische Stabilität,
3p 2 3<p 3p

Po Druck am eben angenom¬
menen Erdboden.

In dem später zu behandelnden Beispiel verschwindet
in Gl . [2ib] der niichtlkueatne Term12 J (u,v) und die rela¬
tive Vorticity £ wird mit der geostrophischen Vorty-
city Cg identisch, f = const vorausgesetzt.

In diesem Falle ist das Gleichungssystem [ 1—5] aus¬
reichend , bei Vorgabe der Normalkomponente auf der
seitlichen Begrenzung des betrachteten Vorhersage¬
gebiets G , die Windkomponenten u und v in G und auf
dem Rand zu einem festen Zeitpunkt zu berechnen,
wenn $ als Funktion von x , y und p in G vorgegeben
wird , wie dies auch bei den quasigeostrophischen Mo¬
dellen: der Fall ist.

Die Eindeutigkeit in der Berechnung von SO aus dem
vorgegebenen Geopotentiialfeld $ in G garantiert
gleichzeitig die Ausschaltung kurzperiodischer Lärm¬
vorgänge.

nurng wegen voraus , daß f = const und daß o = 0
(Advekti onsmodell) . Unter diesen speziellen Voraus¬
setzungen vereinfachen sich die DifferentialgMchungen
zu:

Balancegleichung:

[7] f | -V = 8
£ ? oder

'

p3x 3x2 3x

Vorticity -Gleichung:

[ 8] ä '/g
3l + & (” % ) = 0

1 3 2 $ __ .
f 3x2 — ^ ' n ~ Vg

1 3 2$
f 3x2+ f.

Kontinuitätsgleichung:
da)
3p

und unter Berücksichtigung der Randbedingungen [4]

[9] . p =3x

[ 10]
Po Po

Ss d ' - sl n <| p - " ’

Adiabatengleichung mit o = 0:
ei 1-] 3 2(& i 3 / 3 5>\ [ T/j . T1, _ dU
1111

äpi + “ 3i Ui ) - ' U ' = 0 ™' U =
dp

•

Anstelle der Balancegleichung kann der Windansatz:

[ 12 ]
u = U + | ^

3x
1 d ® ,

'dwv = T-— + 7~3yf 3x

verwendet werden , der wegen
die Gleichung [ 7 ] befriedigt.

3~cp
3x 3y o automatisch

Zum Vergleich seien die entsprechenden quasigeo-
stropbischen Gleichungen angeschrieben:

1 3$
[ 12a]

[8a]

[11a]

u = U , v =

d '7g I TT 3 Vg __
3 t ^ 3x

f 3x

3 2$
3p 3t U

8 x (f ) - ^ U ' = “ '

3 . Aus den Gleichungen [7] — [12] z. Zt. t = 0 herleit-
bare Funktionen

2 . Spezielle Modellgleichungen und Anfangsfeld
Wir wollen uns bei dem zu betrachtenden Beispiel

darauf beschränken , daß z . Zt . t = 0 (Anfangslage) alle
in den Differentialgleichungen auftretenden Terme,
insbesondere 33 , V$ , f und o unabhängig von y sind.
Dann werden aus Symmetriegründen diese Funktionen
auch zu allen späteren Zeiten' von der meridionalen
Koordinate unabhängig sein.

Z . Zt . t = 0 werde das Geopotentiialfeld $ in der
Form
[6 ] $ (x,y,p,t = 0) = <&o — U (p) fy — A cos kx + 4>*

(p)
angenommen.

Diese Funktion beschreibt eine barofrope , d . h . von p
unabhängige geostrophische Windströmung (—Aooskx ) ,
mit Tiefdruckrinnen an den Stellen x = n L;
L = p n = ± 0, 1 , 2 . . . . , die in einer lediglich von p
abhängigen geostrophischen Grundströmung U (p) ein¬
gebettet ist.

Aus der Unabhängigkeit des WindfeldeS‘ von y re¬
sultiert J (u , v) = 0 . Wir setzen der einfacheren Rech-

SpeziieR für dien Zeitpunkt t = 0, für den $ durch
[6] spezialisiert ist , erhalten wir , wenn die Funktionen
z . Zt . t = 0 durch den Index 0 gekennzeichnet werden:
3v Alt2-
g^r ■= (£g)o =

£
coskx, und durch Integration über x

[ 13] v0 = sin k x -f v ‘
(p) .

worin die nur von, p abhängige Funktion , v* noch zu
bestimmen ist . Aus [ 8] und [ 11 ] folgt durch Elimination

von bzw. ^ , mit % = l T-? + f = ! Ak2 cos kx + f
dt dt t oX I

~ [(U ' + - - ) (vjg) o] = o , durch Integration über x
dX dp

3u 0 F 'Jp) _ U '
, F ' (p ) =

{Vs)o dp
und schließlich durch Integration über p

[ 14] u 0 = ,- .P- — U + H (x)
Wg)o

worin die Integraliomsfunktiooan F(p) und H (x) noch
zu b 'estimmen sind.
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Durch Mittelung der Gleichung [14] über p mit
Po

( ) = -- ( ( ) dp erhallten war unter Beachtung von [10]
Po J

O
^ * F — *

Uo = const = —r~ — U + H (x)
Wg)o

und nach EMminafcion von H(x ) aus [14]
F — F

[16] Uo = Uo + Mo (U - U ) .

Zur Bestimmung der Funktion F und der Konstanten
uo bleibt , genau wie ipi Falle der Berechnung der
Meridfonalgeschwindigkdät v0, eine von p abhängige
willkürliche Funktion offen.

Wir wollen als willkürliche Integrationsfunktion die
über eine Periode gemittelte Zonalgeschwindtigkeit

L
u-

(p) - tS Uodx

einführen . Durch Mittelung der Gleichung [ 15] über
eine Wellenlänge erhalten wir

_ L

Hierin ist mit der Abkürzung ,u

(U - U ).

_ Aka
P

[16]
U

1 [ i:
L J ( >;g)o

dx

271
k

- XL dx
ZTti j ( i - j- jM- cos kx ) f Vi — / ».*

Die Größe ft gibt das Verhältnis der relativen Vorticity
im Zentrum der Tiefdmckrinne zum Coriolisparameter
an und charakterisiert die Intensität der Störung . Aus
Staibilitätsgrüoden wird ' [t < 1 .angenommen.

Wir erhalten damit für u* (p)
-F

u * (p)
- , F-
Uo ~r ; (U - U ) ,fVi - t#

woraus durch Mittelung über p sofort u * = u 0 folgt,
und für F — F

F — F = [(u
* - u*

) + (U - U )] f | i - ,«»

folgt.

Für die Zonalgeschwindigkeit u0 resultiert durch Eli¬
mination von F — F schließlich:

[ 17] u0 = u* w
Wg)o

(uW ) + {U - Ö)] - (U - Ü ).

Die aus dem Gleichungssystem nicht zu erschließenden
Funktionen u* (p) und v* (p) bestimmen wir aus der
Forderung , daß 3J , über eine Wellenlänge gemittelt,
gleich dem mittleren geostrophischen Wind sein soll.
Es ist also:

u u

= i
j ( | f X V^ 0) dx,

woraus folgt:

[ 18] u* (p) = U (p) und v*(p) = 0

Diese Forderung tritt an die Stelle der seitlichen
Randbedingungen bei nicht unendlich ausgedehnten
Feldern.

Für die Windkomponente resultiert damit endlich:

[ 19] uo - U + st(U - Ü) f . - - 1 1 und
[ l + ^ coskx J

[20 ] v0 = sin kx .

Für schwache Ströungen , ft < 1 , reduziert sich [lö ] auf

[ 19a ] (u 0) (,«^ 1 ) »=« U + 2 {U—U ) ,« (cos kx— y ft cos 2kx ).

Aus der Adiabatengleichung [ 11 ] sowie aus der über
p gemittelten Vorticity - Gleichung [8] berechnet man

leicht (“ ) , aus der Kontinuitätsgleichung [9 ] und

dien Randbedingungen für co erhält man co 0 und aus
der nach t differenzierten hydrostatischen Gleichung

die Temperaturtendenz ^ ) (
•

Ohne Wiedergabe der Rechnung seien nachfolgend
die aus dem System [ 7—12] resultierenden Funktionen
z . Zt t = 0 für die spezielle Anfangssituation [6] wie¬
dergegeben und den aus dem entsprechenden quasi-
geostrophischen Gleichungssystem erreehnenten gegen¬
übergestellt:

Modellgleichungen [7—12]
quasigeostrophisches Gleichungs¬

system [8a, 11a , 12a]

U9, u 0 - U + MU - U ) Utf 5 - ,]

[19a] u0 (/<^ 1) U + 2 (U —U} ft [cos kx — y ft cos 2kx]

[20] w0 = ~ sin kx

[21 ] (V ■3 ), - a (ü - P ) ,.. k sin kx^

[21a] ( V • 33)o ^ 2 (ü —U ) ft k (sin kx — ft sin 2kx)
P _ _

[22] „ 0 = S [ (U- U ) dp - ,,ksmkx (7qfc^
o

p _
[22a] wo ((« *̂ 1 ) « 2 / (U— U) dp • ft k (sin kx — ft sin 2 kx)

O

[23] - (2 Ü- U ) Ak sin kx

= - lU ' Aksinkx
,3t/o R

uo = U, bei Berücksichtigung der aus
der Lösung für co ableit¬
baren ageostrop ischen Zonal¬
komponente:

iuo *= U + 2 (U — U) ft

Wo y
^ sin kx

( V • 53 )o = 2 (U — U ) ft k sin kx

P'
co 0 = 2 / (U— U ) dp ft k sin kx

O

^ j o
= - (2 Ü- U ) Ak Sin kx

/3T\
v 3t/o

£ U ' Ak sin kx
[24]
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4 . Aus den nach t differenzierten Gleichung [ 7—12]
z. Zt. t = 0 herleitbare Funktionen

Völlig analog gewinnt man die zeitlichen Atteitiun-
gen der in 3 . wiedergegebenen Lösungsfunktionen z . Zt.
t = 0 aus den nach t differenzierten Gleichungen

[ 7—12] , unter zusätzlicher Verwendung der Lösungs¬
funktionen nach 3 . Sie seien wieder ohne Angabe der
Rechnung nachfolgend angescbrieben , soweit sie für
spätere Betrachtungen interessieren !, und mit den aus
den quasigeostrophischen Gleichungen resultierenden
entsprechenden Funktionen verglichen:

Modellgleichungen [7—L2]

+ 4 U (U- U ) + cos kx [2 (U 2- U2) +
+ 6Ü (Ü - U )] }

[25a] (a*^ 1 ) ^ ,« k sin kx { (U 2— U 2) +

+ 4 Ü (Ü- U) — fi cos kx [(U 2- Ü2) +
+ 6 Ü (Ü—U )] j

[26] = - (2Ü— U ) ^ cos kx

1271 &). - ico> kx{ {W- w + 4 tJ(ü~0>1 dp+

+ fJ [3 (Ü3~ U 2
) + 10 Ü (U- Ü )l dp -

0
p _ _- 2 tu Sin kx/ [(Ö5—U3) + 2 U (U - U )l dp +

0
p _ _ _

4 - fl* COSkx ( l - j- sin3kx) / [2 (U2- U2) + öU (U- U )] dp}

p
[ 27a] (^ ) o

(,«< 1 ) « («k2
{cos kx/ [Ü* - U3 + 4 Ü (U- Ü)] dp

p _ _ _
— ii cos 2 kx / IU 2— U2 + 6 U (U - U )] dp ]

[28] = i 2Ü) = (2Ü — U) 2 Ak 2 cos kx +

cos kx
14- /«- cos kx4 - [Ü3- U - (U- U)a ] ]/1—t# Ak3

— 2 (U s—U ) / i—f<? ln ( l — fi cos kx) 4*

_ _ * _ u Ak2
4 - [U2— U - (Uo- UH -

^ ^ 4-

Ak2 <_ r
+ 2 (U2- U ) V1—f# iHL ln ± ( 1 4- ]/1—^2)

[26a] (22 ) ( ,« < 1 ) *= (4Ü — 2 ÜU- Ü2) Ak3 cos kx +
\ 9 t /o

+ — (U —U )
2 Ak2 ft cos2 kx4 -

2

4 - j [(Ü - U )2 - (U 0- Ü)2] Ak2 u

mit U0 = U (p = p 0)

m (f £ )o
= - ^ [(U - 2Ü) Ak2 cos kx +

+ (U - U ) Vi - fl* Ak2 cos kx
14~{* cos kx'

© 0 (lU< 1) ~ ¥ [U Ak2 C0S kX +

4 - j (Ü- U ) Ak2 ft ( 1+ cos 2kx)|

quasigeostrophische Gleichungen
[8a, 11a , 12a]

!unter Berücksichtigung ageostrophi-
scher Windkomponenten:

(2 ) = ,« ksinkx [(U2- Ü‘2) 4- 4Ü (Ü - U )]
I \ 9t/n

© .
" - (sU - - U) - j - cos kx

(^ r)o
= ak2 cos kx/ [U3 - U2 +

+ 4 Ü (U - Ü)] dp

(2 ? ) = (4 U - 2 UU - U2) Ak2 cos kx
V 9r / o

drV 5
Tr- UAk' Msk’'[ 29a]
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4 . Vorteile des erweiterten Windansatzes
Wir entnehmen den im den Abschnitten 2 . und 3 . an¬

geschriebenen Funktionen , daß die Lösungen der
nichfgeostrophischen Modellgleichungen mit abneh¬
mender Intensität ; der Störung , fi — o, gegen die ent¬
sprechenden Lösungen der quasigeostrophischen Mo¬
dellgleichungen konvergieren . Wir werden im folgen¬
den zeigen, daß das niichtgeostrophische Modell, zu¬
mindest für kleine Störungen , bei denen /t< l oder
/£/< £, die bereits in der Einleitung angeführten Män¬
gel des quasigeostrophischen Modells vermeidet:

4 .1 . Energiebilanz
Wir wollen die Erfüllung der Energiebilanzgleichiung

lediglich für die über einen Periodizitätsfoereich ge¬
mittelten Energien nachprüfen und führen zur ein¬
facheren Schreibweise ein:

) dx und , wie bereits benutzt

) dp,

so daß' sich die Mittelung über einen vollen Periodizi¬
tätsbereich dar stellt zu ( ) .

Nach den stringenten Gleichungen im p -System,
wenn lediglich die Gültigkeit der hydrostatischen Glei¬
chung vorausgesetzt wird , gilt dann bei adiabatischen
Zustandsänderungen und Reibungsfreiheit die folgende
Energiebilanz:

[30 ] ( K ) = ■ cp ( T ) . T = Temperatur,

c p T = Enthalpie , K = — kinetische Energie.

Die Summe von kinetischer Energie und ' Enthalpie,
gemittelt über p und x , ist konstant . Es sollte auch
von den nur approximativ gültigen Modellgleichungen
erwartet werden , daß deren Lösungen wenigstens
qualitativ die Energiebilanzgleichung befriedigen ..

Betrachten wir vorerst die Änderungen der Energien
bei Zugrundelegung quasigeostrophischer Gleichungen:
In dem speziell gewählten Beispiel ist

= -p V $ „ - V 1 8$0 8/8 $)
f2 9x 8x \ 8t / o

— -
p Ak2 {2Ü — U ) sin kx cos kx

und (Ir)»
= °-

Ebenso verschwindet wegen = — f- U ’ Aksinkx die
\ ot/o K

Tendenz der über eine Wellenlänge gemittelten Tem¬
peratur:

Betrachten wir die zweiten zeitlichen Ableitungen der
Energien im quasigeostrophischen Fall , so ist

= 1 f[ _0 /8tf>\ f , 8tf\>1 / 8 2$ \ 1 =
\ 8t3 in PUaxUt/oJ ^ 8x 8x \ 8t2 / of

= Ak2/ / [(2Ü - U)2 cos 2kx — (4TJ - 2ÜU - Ü 3) sin2kx]
und

[31 ] ^ [(Ü - U)2 + (Ü3—IT )] .

Da stets U2 U , so nimmt in dem speziellen Beispiel
die über L gemittelte kinetische Energie in allen-
Niveaus zu, solange U -t U.

Es ist aber andererseits , vgl. [29a, geostr .]

« (iH-
D . h . die Zunahme der kinetischen Energie wird nicht
durch eine äquivalente Abnahme der Enthalpie kom¬
pensiert . Gemittelt über den Periodizitätsfoereich ist

[ 33] (0) o
= Ak2

,« (Ü
-2 - IT ) 22 0 und (0) o

= 0 .

Wir betrachten zum Vergleich die aus. den nichtgeo-
strophiischen Modellgleichungen [7—12] resultierenden
Energieumsetzungen und beschränken tun® dabei auf
den geostrophischien Anteil der kinetischen Energie
sowie auf Meine Störungen fi^ l. Es ist

/ 8 2K \ _l_ | [ _8 (d &\ l 2
, 8 ^ o 8 . / W 1

\ 8t2 jo f2 U8x \ 8t 7oJ 8x 8x \ 8t2 / o*

und für Meine ft, vgl. Gin . [ 23 und 28a] ,

(lF ) o
~ Ak^ [(2Ü - U)2 cos2kx - (4TJ - 2UÜ - Ü5) sin2kx —

— 2 (U — U)3 fi cos kx sin2kx]
und

[ 34] (^ ) o
(fi< 1) - ^ [(Ü - U)2 + (0 ’ - U

?
)l und

[3Ö ] (^ ) o
(fi< 1) ~ AkV (ü 5- ^ ) .

Für kleine fi erhalten wir demnach für die Änderung
der mittleren (geostrophisch angenäherten ) kinetischen
Energie die gleichen Ausdrücke wie bei Verwendung
der Resultate des quasigeostrophischen Modells, vgl.
[32] und [330.

Für die entsprechenden Änderungen der Enthalpie
erhalten wir dagegen , vgl. [29a] :

[36]
_ (0j o

(fi< 1) ~ Ak2/ / • (Ü - U)

und

[37] c P iß« 1) ~ AkV J pU '
(Ü- U ) dp -

o

- Ak2/ / [(Ü—U0)2 - (Ü2—! f )j , u 0 = U (p = p «)

Ein. Vergleich der Ausdrücke [ 35] und [ 37] ist erst
möglich, wenn diie Funktion U(p) bekannt ist . Wir
zeigen, daß die Annahme o — o die Funktion U (p)
bestimmt und daß damit die Ausdrücke [ 35] und [37]
dem Betrage nach übereinstimmen.

Bildet man aus [6] a0 = Vir + 1
3p

8 $o
p 8p

$ * und U wegen a = o den Gleichungen

dp2 v. p dp

, so folgt, daß

d! ^ ! + J_
dp * %p dp

= o genügen müssen.

Die Letztere Gleichung bestimmt 'die Funktion U (p) zu

[38 ] ü = U0 - (U°- üo ) (£ -y , U° = U(P- o) , 7 = - .
\ Po / Cp

Mit [38] wird

(Ü - Uo) 3 oDODII

und

(tP - lf ) =
(a/+ 4 (y+ 1)p ' V U.T

und wir erhalten anstelle von [37 ] :

[37a] ) - Ak2// (U2- U ) .
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Unter den speziellen Annahmen ist jetzt , im Gegen¬
satz zum quasigeostrophischen Modell , zumindest für
kleine ft, die Konstanz der mittleren Gesamtenergie
gewahrt . Man kann daraus schließen ', daß das nicht-
geostrophische Modell allgemein die Energietheoreme
wenigstens qualitativ richtig beschreibt und damit auch
Aussagen über Energieumsetzuingen liefert .'

4 .2 . Okklusionsprozeß

Der Okklusionsprozeß wird dadurch , eingeleitet , daß
in Bodennähe die auf der Vorderseite des Tiefs aus
Süden vondringende Warmluft sich kontrahiert und
aufsteigt , die auf der Rückseite des Tiefs aus Norden
einströmende Kaltluft sich ausbreitet und absinkt.
Analytisch müßte dieser einsetzende Okklusionsprozeß
durch eine negative Korrelation zwischen Temperatur
und Winddivergenz in Bodennähe zum Ausdruck kom¬
men . Es resultiert im Mittel eine Abkühlung in boden-
nahen ', eine Erwärmung in hohen Schichten.

Wir betrachten zunächst das quasigeostrophische
Modell und benutzen die Adiabatengleichung [ 11a] mit

T _ _ P_
3T , r -

j , p _
R 3p

’ 3y R
’

| E _ - » , . vT - - V • (8gT ) + TV ■9J , - - V • (S3eT).

Da V ‘ 23g verschwindet , verschwindet auch die über
eine Wellenlänge gemittelte Temperaturänderung für
alle Zeiten , wenn man nicht in Abweichung von den
Modellgleichungen bei der Berechnung der Tempera¬
turänderung ageostrophische Temperaturadvektionen
berücksichtigt.

Im nichtgeostrophischen Falle ist

| I = - v • ( 33T ) + Tv - *J unddt

[39]

[40]

9T
3t TV - 93 und entsprechend

■ * ) = £ v . 3J+ T ! i v . *

Z . Zt . t = 0 hängt T nicht von x iab und man erhält
anstelle von [39 , 40] deshalb

[39a] - o und

[40a ] (U) 0
= (f [) 0

v ' = - f P Ak2 U '
(U -Üf ^ PbT=

Ak2 U '
(U—U)K

da U ’< o vorausgesetzt wird.

< o für U < U
> 0 für U > Ü,

Es entwickelt sich also in Bodennähe , U < U , eine
negative Korrelation zwischen T und V *33 : ^ (T V *23 ) < o,dt
eine positive Korrelation in den Schichten U> U , und
die Atmosphäre kühlt sich im Mittel in Bodennähe ab
und erwärmt sich in hohen Schichten . Die im quasi¬
geostrophischen Modell unterdrückten Okkulusions-
vorgänge werden durch den erweiterten Windansatz
des nichtgeostrophischen Modells im richtigen Sinne
erfaßt.

4 .3 . Einfluß der Winddivergenz auf die Entwicklung

Bei Benutzung quasigeostrophischer Gleichungen ist
man zur Wahrung der Divergenzeigenschaft von ot
gezwungen , in der Vorticity - Gleichung den Divergenz¬
term rj V ’ SJ durch f V *23, f = conist, zu ersetzen , also
den Term £V *23 zu vernachlässigen , der die unter¬

schiedliche Wirkung von Winiddivergenzen in zyfcLo-
nalen und antizyklonalen Gebieten beinhaltet.

Di© Mitnahme dieses Termes ist jedoch insofern er¬
wünscht , als >dieser für die asymmetrische Entwicklung
der Tief - und Hochdruckgebiete verantwortlich ist,
siehe Abschnitt 4 .4.

Wir zeigen an unserem einfachen Beispiel , daß die
Mitnahme des Ausdruckes in der geostrophisch
approximierten Vorticity -Gleichung zu sinnlosen Er¬
gebnissen führt.

Verwendet man anstelle dfer Gleichung [8a] die bes¬
ser approximiert erscheinende Gleichung

[41] $ . + ü | * — * * • » - * £
so erhält man , wie 'bisher , vgl . [ 23 und 28a]

(
8
^ - (2Ü - U ) Alt sin kx,

= - 2ÜU Ak2 cos kx + G (x) ,

nur daß jetzt die nicht von p abhängige Funktion G (x) ,
die bei Benutzung von [8a] sich zu (4Ü — U2) ergab,
anders bestimmt werden muß.

Für die Winddivergenz erhält man bei Benutzung
von [41]

<!£*> «= - v . *}„ = _ *
2 (Ü- U ) juk sin kx ,9p (% )o

statt [21a] .
Die Funktion G (x ) 'errechnet sich aus der nach t dif¬

ferenzierten , über p gemittelten Vorticity - Gleichung
[41 ] .

Diese schreibt sich wegen = o, ~ = o :
3p 3p

\ 3t2 Jo 3x V3t Jo \ 3t Jo 3p
und nach Einsetzen der Lösungen für

3o>o ( dJh \ = 1 82
3p \ 9t Jo { 3x2 \ 3t/o ' \ 9t2 / o f 3x2 \ 3t2 / o

'

+ (4& - ü 5) Ak cos kx - 2fi* f2 k 2 (ÜMT ) ,
sin2kx

,dx2 v l -\-ft cos kx
bzw . für (^ ^ 1)

«==,«2 f2 k2
(U2 - U ) [1 — cos 2kx — ~ (cos kx— cos 3kx )] .

J2p
. Da ~i—a außer siinusoidalen Anteilen auch ein koiu-

dx2
_ __ 3

stantes Glied ': ft- f2 k2 (U2 — U ) enthält , läßt sich G(x)
nicht mehr als stetig differenzierbare periodische
Funktion diarsteUen.

Dem periodischen Anteil von G (x ) wäre eine Parabel
zu überlagern , deren Scheitelpunkt völlig beliebig
wählbar ist.

Dieses unsinnige Ergebnis resultiert aus der Tat¬
sache , daß in [41] nicht mehr als Divergenzaus-dt
druck darstellbar ist , wie diies bei den bisher benutzten
Gleichungen , [8a] und [8 ] der Fall ist.

Der Vorteil der nichtgeostrophischen Darstellung be¬
steht darin , daß durch Einführung eines nicht mehr
divergenzfreien Windies in der Vorticitygleichung
Tranisportterm und Divergenzterm 77V ‘ 23 sich zu
einem vollständigen Divergenzausdruck ergänzen.

4 .4 . Asymmetrische Entwicklung
Im Gegensatz zum quasigeostrophischen Modell läßt

das nichtgeostrophische Modell [7—12] eine asymme-
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frische Entwicklung von Hoch und Tief bei simiusoidia-
ler Ausgangssituation [ 6] zu. Das liegt daran , daiß in
der Vorticitiygledchung der ODSivetfgenztenn jyV ’ SJ die
tatsächliche Vörticity und nicht wie im quasigeostro-
phisehen Modell lediglich den Corioliisparameter f als
Faktor enthält , womit der unterschiedliche Einfluß der
Wffinddivergenz in Gebieten unterschiedlicher relativer
Vörticity berücksichtigt wird.

Wir betrachten ) die Entwicklung (Zyklo- und Anti-
zyklogenese) lediglich in den Zentren des Hochs und
Tiefe und1 stellen sie als nur von p abhängige zeitliche
Ableitung in einem mit den Zentren sich fortbewegen-
den Koordinatensystem dar . Wir kennzeichnen den
zeitlichen Differentialquotienten in diesem speziellen
System mit ^ , höhere Abteilungen entsprechend . Es

D 3 3ist dann =r- = - -j- c d- , wobei c die Verlageruogsge-
Dt dt dx

schwindiigkeit der Zentren (Phasengeschwindiigkeit) be¬
deutet.

Mian entnimmt den im Abschnitt 3 amgeschriebenen
Funktionen , daß kn Falle der Benutzung dies quasi-
geostrophischen Modells gilt:

in der Tiefdiruckrinne: x = ± nL , n = 0, 1, 2 . . .

[4flI Äp (w ). '- - (g- u»
1 ^ *Ui- ü'I

) < 0
im Hochdruckkeil : x = (V2 ±nL >, u = 0 , 1 , 2, . . . .

[44] m5 (?f)„
- + <ü-u', + <05-u' ' > 0

Es tritt sowohl Zyklo- als auch Antizyklogenese ein,
jedoch ist die Entwicklung gleich intensiv , d . h . die
Störung entwiekelt sich symmetrisch.

[43a]

Das ndchtgeostrophi sehe Modell liefert dagegen, ent¬
sprechend

I4,2aI (tI ).
“ 0 ■

jedoch in der Tiefdruckrinne x = ± n. L :

- 2 (tP - lf ) ln ( 1+ ,« )

oder für kleine //

sp (w ) ,.
i“< 1 > - - {(cr- o) * + (ü1—er)}

+ ,« (Ü - U )-

im Hochdruckteiil x = ( ’/■> ± n L) :

ÄP (w ).
- + ) I pdiF

[44a]
— 2 (U 3— U ) ln {l — //)

oder für kleine /u

SP ( t ? 1 <"« ' > ~ '<
( U — U )2

Man erkennt , daß der in [43a] und [44a] — für kleine
u — auf der rechten Seite auftretenide und mit dem
Faktor u behaftete Term die symmetrische Entwick¬
lung stört und im Sinne einer bevorzugten Antizyklo¬
genese wirkt.

Da andererseits rj für alle Zeiten verschwindet , be¬
deutet das obige Ergebnis , daß zwar im den Zentren

. das Hoch sich stärker entwickelt als das Tief, daß sich
aber die zyklonale Entwicklung auf ein größeres Ge¬

biet erstrecken muß als die antizykion/ale Entwicklung . ,
Es mag verwunderlich erscheinen , daß entgegen ' der
Erfahrung in unserem speziellen Beispiel die aniti-
zyklonale Entwicklung bevorzugt wird . Jedoch ist , wie
eine eingehendere Betrachtung zeigt, dieser Effekt auf
das AdVektionsmodell ( 0 = 0) oder auf Modelle mit
nahezu indifferenter Schlichtung beschränkt.

Schon bei' gering stabiler Schichtung der Atmosphäre
kehrt sich dieser Effekt im Sinne einer Bevorzugung
der Zyklogenese um, vgl. Reiser (4) .

5. Nachteile des erweiterten Windansatzes

Wir haben uns; im vorigen Abschnitt auf die Unter¬
suchung schwacher Störungen , fiel, beschränkt . Es
zeigte sich , daß die Lösungen dies nichtgeostrophischien
Modells die wesentlichen Mängel der quasägeostrophi-
schien Gleichungen nicht mehr enthalten.

Wir werden nunmehr jedoch feststellen , daß die für
kleine Störungen offensichtliche Überlegenheit des
nichtgeostrophischien Modelles über das quasligeostro-
phische Modell wieder verlorengeht , wenn die Störung
so stark angenommen wird , daß in den antizyklonalen
Gebieten die absulote Vörticity rjg (gegen. Null strebt.
(^ g) o = f ( 1 + u cos k x) konvergiert in dten Zentren dier
Antizyklonen, cos k x = — 1 , dann gegen' Null , wenn
,u - * 1 geht.

Man entnimmt für den Fall tu — 1 den in Abschnitt 3
angeschriebenien Funktionen , daß die Lösungen an den
Stellen maximaler Antizyklonalität Singularitäten auf¬
weisen:

Die Zonaigeschwindigkedt u konvergiert an diesen
Stellen kx = (V2 ± n) n gegen unendlich , vgl. [ 19] . Die
Vertikalgeschwindigkeit a>, vgl. [22] verschwindet für
ft —»1 im gesamten Gebiet mit Ausnahme der unmittel¬
baren Nachbarschaft der Hochdruckzentren . An den
Stellen k x = ( V2 ± n) 71 — 0 konvergiert o> gegen — 00 ,
an den Stellen kx = (V2 ± n:) n + 0 (gegen + 00 . Die Ent¬

wicklung in der Definiition vgl. [43a] und [44a] ,
strebt mit u —■1 in den Tiefdruckzentren gegen Null,
in dien Hochdiruckzentren gegen Unendlich.

Der Übergang /* — 1 bewirkt sozusagen, daß sich, der
gesamte Entwicklungsprozeß auf die Hochdruckzentren
und deren infinitesimale Nachbarschaft konzentriert.

Aus dem Auftreten von Singularitäten beim Über¬
gang « —» 1 in den Antizyklonen muß geschlossen wer¬
den. daß die Lösungen des durch die Gleichungen
[7—12] definierten nichtgeostrophischien Modells für
starke Störungen u, —* 1 die realen Vorgänge in der
Atmosphäre niifcht mehr adäquat beschreiben und ' daß
deshalb der Anwendungsbereich des Modells auf kleine
Störungen beschränkt bleiben muß.

Der Grund für das Versagen des erweiterten Wind¬
ansatzes in stark antizyklonalen Gebieten ist darin zu
suchen', daß für ft — 1 die Lösungen des nichtgeostro-
phiscbem Modells die strengen Gleichungen in weitaus
höherem Maße verletzen als z . B . die Lösungen des
quasigeostroph 'ischen Modells, so daß für /c —►1 in
antizyklonalen Gebieten die zugrundeliegenden Modell¬
annahmen nicht mehr gerechtfertigt sind , wie wir
nachfolgend an Hand unseres Beispiels zeigen.

Wir betrachten anstelle der tatsächlich benutzten
Balance-Gleichung in der Form [2a] bzw. [7] nunmehr
diie bei Benutzung der strengen Bewegungsgleichung
an' deren Stelle tretende Divergenzgiekhung , die man
durch Anwendung des Divergenzoperators V 1 auf die
Bewegungsgleichiungerhält:

[45 ] ^ + 2 V ■(* D) + V * ^ + 2 J (v , u } - f ; =

— V 3 mit V • 33
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Wegen der Unabhängigkeit des Windes von y ist in
unserem Beispiel 2 J (v , u) — 0. Wir benutzen obige
Gleichung in der über p gemittelten Form und er¬
halten wegen D = 0 und <o (o) = 0

2V ' 23D — f <T = — V 2 $
oder

[46] r - fg — fv - TO.

Während also bei unseren Lösungen stets die Modell¬
annahme : £ — Cg zugrundegelegt wird), verlangen die
exakten Bewegungsgteichiungen die Erfüllung der obi¬
gen Beziehung . Wir können demnach den Ausdruck

als ein Maß dafür ansehen , inwieweit unsere Modeli-
anraahme £ = £g 'berechtigt ist oder nicht.

Wir betrachten vorerst den geostrop bischen Fall und
setzen die dort gewonnenen Lösungen für uo [ 19] und
für D 0 [21a ] in den Ausdruck für 5 ein und erhalten:

_J _ _
(5 = 4 (U2 — U ) ‘-y cos kx oder wenn wir <5 = £ — Cg in

Beziehung setzen zu (£ B) o im Zentrum des Tiefs £gj —
Ak2 . .*

Y , so ist

<■ _ _ a , o > 0 im zykl . Gebiet
[47] <5* — — = 4 (U 2 — U ) ^ cos kx

* < 0 im antizykl. Gebiet
Im zyklonalen Raum ist demnach die tatsächliche Vor-
ticity größer als die geostrophische , im antizyklonalen
Raum dagegen kleiner.

Im Mittel über eine Wellenlänge hebt sich der Fehler
weg.

Wir betrachten nunmehr den nichtgeostrophischen
Fall und erhalten dort durch Einsetzen der Lösungen
[ 19 ] und [21] für u0 und (V *33) o in [46]

cos kx
, = 4 ( U- - U | - | ZU - /ni :- ;
>gT

ß sin kx

[47a ] &' - A = 4 (U 2- U ) ^ [2 ( 1 - V ) (■

+ 3
( i + ,« cos kx}4

ß sin 2kx
( 1-\ - ß cos kx) !

- ]/t - « s

( 1 + ,« cos kx) s

cos kx
l cos kx) 2

+

In der Abbildung 1 sind die Funktionen [47 ] und
[47a] für verschiedene ,« aufgetragen:

Man bemerkt , daß die über p gemittelte Divergenz-
gleiehung mit gegen 1 strebendem ß in zyklonalen Ge¬
bieten besser , dagegen in antizyklonalen Gebieten we¬
sentlich schlechter erfüllt wird als bei Verwendung der

6 in Einheiten von ±(

Abb . 1
Differenz zwischen der tatsächlichen und geostrophischen über
p gemittelten Vorticity nach der mit den Lösungen der quasi-
geostrophischen (gestrichelte Linie ) und nichtgeostrophischen

(ausgezogene Linien ) approximierten Divergenz -Gleichung:

>r
max

quasigeostrophiechen Lösungen (gestrichelte Linie in
Abb . 1 ) .

Es ist daraus zu schließen , daß mit der Verwendung
divergenter Windkomponenten die geostrophische Ap¬
proximation der Vorticity £ in stark antizyklonalen
Gebieten nicht verträglich ' ist , daß vielmehr die Diver-
genzgleichumg [45] besser befriedigende , auch die
Winddivergenizien berücksichtigende Approximationen
für £ verwendet werden sollten.
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DK 561 .509 .813

Ein semigeostrophisches Vorhersagemodell und sein Randwertproblem

von

Karl Hinkelmann

Zusammenfassung
Im Anschluß an einen Vorschlagvon G. Hollmann

für ein nichtgeostrophisches Vorhersagemadelt wird
hier ©ine Variante untersucht , in dier noch, wenn auch
in sehr schwacher Form, von dar geostrophisdtoen Ap¬
proximation Gebrauch gemacht wird.

Die Modellannahme besteht darin , in der Adiafoaten-
gledchung

9T
3t + v • vT — co) ,

die darin auftretende Vertikalgeschwindigkeit oj geo-
strophisch anzunähem in der Form , daß eine aus der
Theorie quasigeostrophischer Bewegungen entliehene
elliptische Differentialgleichung für co gelöst wird , de¬
ren Lösungsfunktion co lediglich von der Verteilung
des Geopotemtials zur betrachteten Zeit $ (x , y , p,
t = const.) abhängt.

In den weiteren Gleichungen wird co durch die Kon-
tinuiitätsigleicbunig 'difiniert.

Dieser selektive Approximationsproaeß für co hat den
Vorteil , daß
l . diie internen Gravitationswellen aiusgefiltent werden,

und
2 . der Übergang vom quasdgeostirophischenModell zum

nichtgeostrophischen Modell in der oben angedeute-
ten Form zusätzlich lediglich Quadraturen und die
Lösung einer zweidimensionalen Poisson-Gleichung
erfordert.

Zur Behandlung des Randwertproblems wird ein ab¬
geschlossenes Integrationsgebiet mit verschwindender
normaler Windkomponente an- dessen Rand betrachtet.
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DK 551 .511 .3 : 551 .509 .313

Ein nichtgeostrophisches Integrationsverfahren unter Ausschluß externer und interner
Gravitationswellen

von

Günther Hollmiann

1 . Einleitung und Problemstellung

Aus der Schwierigkeit , daß die ' geostrop bische Ap¬
proximation nur eine begrenzte Möglichkeit eröffnet,
b/arokline Entwicklungen synoptischer Felder zu erfas¬
sen , erwächst das Bestreben , nichtgeostrophiische Vor-
hersiagemethoden für die numerische 1 Wettervorhersage
zu entwickeln ( 1) ', ( 2) , (3) . Einstweilen dürfte es jedoch
wegen der begrenzten Kapazität der heutigen Rechen¬
automaten notwendig sein , ein Zeitinkrement in der
Diifferenzenmethode zu wählen , das es notwendig
macht , zwecks Gewährleistung numerischer Stabilität
dies Verfahrens die hochfrequenten Schall - und Gra-
vitationsschwingungen zu filtern.

Bekanntlich werden Scballfrequenzen durch die An¬
nahme hydrostatischen Gleichgewichts ausgieschaltet.
Bei Benutzung der geostrophiscben oder einer anderen
divergenzfreien Windapproximation gelingt zwar die
Filterung der außerdem in den Grumdgleiehumgen als
Lösungen , existierenden Gravitation ®- und Tmghieitsi-
schwiingungen , doch scheiden derartige Approximatio¬
nen au®, weil die Baroklinität der Atmosphäre nur
über Divergenzfielder des Windes 'auf die Entwicklung
Einfluß nimmt . Nim ist es möglich , externe Gravita-
tionswelleni zu filtern , wenn die Grundgieiehiungen un¬
ter der als Nebenbedingung gültigen Annahme inte-
giert werden , daß die Divergenz des horizontalen Win¬
des im vertikalen Mittel verschwindet:

Po
[ 1 ] j D dp = o , D = v • v .

0
Bei quasSgeostrophischen Rechnungen wird : 'die Annah¬
me [ 1 ] durchweg benutzt , obwohl hierdurch ein , wenn
auch meist kleiner Fehler (gemacht wird im Vergleich
zur besser erfüllten . Tendenzgleich umg

[2] ? Ddp = —
O

Bekanntlich führt in einem barotropen Modell mit nur
von x abhängiger Störung die geostrophisch approxi-
m 'ilerte barotrope Vortioity - Gleichung

, P°

[3] V 2 ^ + m, ^ + f) - - ^ ( Ddp , f = f0 + /?ydt To po J
0

bei Verwendung von [ 1] auf

[4] c = U - £ ,

U = Grund 'strömung , k = Wellemzahl,

hingegen bei Verwendung von [2] auf

U — £
[5] c = - FRT ^ ’ beac hte po = RTof> 0

1 H jTä10
Wenn alber bei nächtgeostroph/iischen Rechnungen ' die
Tendenzgleichung [2] einbezogen wird , erhält man ne¬

ben den synoptischen Frequenz noch zwei Frequenzen,
die zu externen Gravitation ®-Trägheitsschwingungen
gehören . Es muß daher mach, eiilnem Verfahren gesucht
werden , die Gravitatdionssichwinigungien ausizuifiltlernm Der
Anteil der Trägheitsschwimgung in den Frequenzen ist
weniger bedenklich , dia die entsprechende Pihasenge-
schwinddgkeit wesentliich geringer ist ials die der Gravi-
tatdioinsischwingumgen.. Übierddes' verschwindet die Grup-
pengeschwiniddigkeit von Trägheitsweüem.

An anderer Stelle wurde gezeigt (1 ) , daß es gelingt,
die in einer hydrostatisch stabil 1 geschichteten Atmo¬
sphäre auftiretenden 'internen Gravitationswellen durch
Benutzung eines filternden Operators in der thermo¬
dynamischen Gleichung zu eliminieren.

Im Falle eines linearisierten Gledehungssystems mit
nur von x , p , t abhängigen Störungen tritt an Stelle
der Adiaba temgleich umg

[6 ] Q ^ - f U'v + aw = o
3p

die quasdadliabatische Gleichung,

[ 7]

wobei der individuelle Operator (lineairisiert ) durch

[8]
OL

dU

^ 3 $ , n , | f2

345

+ Q2
Q — — f U v + a p - ö = o ,

o - s+ uw|

beschrieben wird und U'
dp

bedeutet . Es kann nun
weiter gezeigt werden 1, daß der gleiche filternde Ope¬
rator , welcher der Ersetzung von

w durch (
L + Q !

) w

in der Adiabiatengledehumg entspricht und interne Gra-
vitationsweilien ausfiltert , ebenfalls in der Tendenz¬
gleichung [2 ] benutzt werden kann , um externe Gravi¬
tationswellen auszufdltem . Auf den Beweis wird an
anderer Stelle eingegangen (4 ) . Wegen der Kontinui¬
tätsgleichung

[9] ü = -
9̂ P

schreibt siich die als untere Randbedingung zu benut¬
zende Tendenzgleichung bei mchtgeostnopbischen Be¬
wegungen limeairisiert wie folgt:

[ 10 ] p = po : Ci> = q (Q$ — f Uv)

Diese Randbedingung ist aber sozusagen der „ Ur¬
sprung “ von Gravitationsschwingungen . Um diese zu
filtern ', benutzt man an Stelle von [ 10]

[11 ] P = po ; ^ j «O = $ {Q 0 — f U v)

als untere Randbedingung , also dien gleichen filternden
Operator wie oben.
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In den, nicht linearen Grundgleichungen ist der Opera¬
tor Q durch

m Q ^ _ _ a + t, . v

zu ersetzen . Es handelst sich um einem vereinfachtem im-
g

dliividiue3Jl )en Operator : der Term co — wird nicht be-
9p

rücksdchtigtaus Gründen , die an anderer Stelle (4) noch
dargelegt werden.

2 . Beschreibung der Integrationsmethode

Aus den horizontalen : Bewegunigsigieichungen

118]

9u 9u i f 9 $ v r i 90
— = — t>• Vu — co —— |—fv - — = X [u , v , w] —

dp dx9t
9v
9t

9x
9$

erhält man die Ddivergenzgleichung

2j (v,u ) + f? “

v 2 0 , D = v • t> f = ( vxt >) £

bzw.

[ 14, ® _ _ v . ( D„ ) - V . (U |
ß\l

[15] 9D
9t = — F lu , v , £o] — V 2 0,

wobei die X , Y , F Funktionen von u , v, co und gewis¬
sen räumlichen Ableitungen dieser Größen: sind , was
aus den Gleichungen [ IS] bis [ 15] selbst ablesbar ist.
Mittels der Kontinuitä tsgleichung [9] und Zeitdifferem
tiation wandeln wir [ 1'5 ] in

my£ + * ' %
um . Eis ist jetzt

ar
[ 17 ] — = G [u , V, CO, Ut , Vt , COt]dt
eine Funktion der im der eckigen Klammer angegebe¬
nen Größen und bestimmten räumlichem Ableitungen
derselben . Die quasiadiabatische Gleichung schreiben
wiir mit Beachtung von [ 12] , d . h . Ersetzung von co

9 3
/f® h_\

durch \ dt2 ) co in der Adiabatengieichung , in fol¬

gender Weise:
[P + (A ! — ü! \ |^ W2 9 t2/ i° \ — ?— r

O d ' OJ
VW

9 2^ 90
f' «

bzw.

[ 19] = H [0 , u , v , o , u t , vt , co t] - -
p •

Aus [ 1'6] und1 [19] gewinnen wir mach Elimination die
Gleichung für die Geopotentialtendenz

920
[201 A ( _t_ _L v 2 — — A _ 1
[20]

9p \ ct / ' f2 v "d7 —
9p (

"
ö7/ l 5 9t ■

Mit Rücksicht auf [ 17 ] und [ 19] können wir [20] auch so
9r

_9_
9p \ ■[21] (

Aj V
' 7̂ *r = ^ u ' v ' t0 ' Ut ' Vt' ^ t] *

, _1 90^
9p2 xp 9p

schreiben mit der Abkürzung

[221 * - f-
Mit den Bewegungsgleichungen

0U Vf n 00

[23]
0V v f , 00Y [u,v . M —

^

und der aus der Kontinuitätsgledchung folgenden Be¬
ziehung für die Vertikalbeweguing

p,
[24] co= - J V • » dp

O
haben wir jetzt edn Gleichungssystem für die Erstel¬
lung einer numerischen Vorhersage zur Verfügung.
Auf die Differenzenmethode wird hier nicht eingegan¬
gen. Es seli besonders hervor gehoben, daß nur [ 21] im
Sinne der unbekannten Funktionen als Differential-
glleichung anzusehen just . Da die hydrostatische Stabili¬
tät er positiv ist , steht eine elliptische Differentialglei¬
chung zur Verfügung . Sie unterscheidet sich von der
bekannten quasigeostrophischen Gleichung für dieGe-
potentialtendenz

nur durch den inhomogenen Term . Daß man mit Hilfe
nichtigeostirophischer Gleichungen zum gleichen Typ der
Differentialgleichung wie bei quastigeositrophischen
Gleichungen gelangt , hängt offenbar mit dem Mer ein-
geführten filternden Operator zusammen, was sich
leicht rückschauend verifizieren läßt.

Die Lösung des Systems hat natürlich schrittweise zu
erfolgen wie bei allen' Methoden zur numerischen Wet¬
tervorhersage . Zur Zeit t = 0 werden , das Geopotentdial
und die horizontalen Geschwindigfeeitiskomponienten
vorgegeben. Während für das Geopotenitial die gemes¬
senen Werte in Frage kommen, wird' man für die Ge-
schwindigkeitskompomemtem , auf die geostrophischen
oder ‘andere Werte zurückgreifen , die so beschaffen
sind, daß eine möglichst weitgehende Adaptation bzw.
Balance zwischen Wind- und Druckfeld besteht und
damit die Amplitude von Trägheitsschwingungen ge¬
ring bleibt . Mit der Vorgabe von u und v ist, zufolge
Gl . [24] auch co bekannt . Die nächste Operation besteht

in der Ermittlung der Tendenzen A , A aus [23] , und

mit [24] anschließend ~ . Mit Hilfe aller jetzt bekamrn-
dt

ten Größen, nämlich 0 , u , v, co, ut , vt, cot, ermittelt man
den inhomogenen Term von [21] . Darauf folgt die Lö¬
sung der Differentialgleichung [ 21 ] zur Bestimmung
der Geopotentiialtendieniz [21] . Mit dien Werten t, ut , vt,
cot schreitet man um das Zeitinkrement At voran , wo¬
durch sich die Werte von 0 , u , v , co zur Zeit t = At
ergeben . Der weitere Verlauf der Rechnung ist dann
eine Wiederholung der eben beschriebenen Operation
nach aufeinanderfolgenden Zeitschriften.

Zur Lösung der elliptischen Gleichung [21] benötigt
man Randbedingungen . Für die vertikalen Begrenzun¬
gen gewinnen , wir diese aus der quasiadiabatischen
Gleichung [ 18] . Offenbar sind wegen

p = 0 :

P = Po:
f2 +

co — 0
cP
dn /90 t „ 90v_ ^
L) w = f (- + 0 . v ¥ ),

(s. Gl . [ 11] und [ 12] )
die Randbedingungen

9 20
[ 25] p = 0 _ = _ ^ _ 90

9p9t
1

9p
020 , 00 00

[26] p = po : = — r • V -A — <jq r • V0
dpdt dt dp

zu wählen . Es handelt sich bei [26] um ein Randwert¬
problem zweiter Art ( N eumann - Problem ) , bei [26]
um ein Randwertproblem dritter Art . Auch als seit¬
liche Randbedingungen kommen die Normalabledtun-
gen der Geopotentialtendenz in Frage . Natürlich wird
hierbei im einzelnen die Gestalt der Randfcurve und
die Art des Bin - und Ausflusses maßgebend sein . Man
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erhält diese Randbedingungen , aus den Bewegungsglei-
chungen . Beschränken wir uns auf einen Kanal mit
breiitenkreisparalleleo Wänd,en (bei y = yi und1 y = y2) ,
durch weiche kein Fluß stattfindet , so lautet die an
beidien Wänden zu erfüllende Randbedingung

[27] y = yi : i 3^
y = y2 : I 3y3t

r 9u
di

Sie folgt wegen v = 0 unmittelbar aus , der y-Korn-
ponente der Bewegungsgleichiung . Das hier beschriebe¬
ne Verfahren entspricht einer niiehtgeostrophischan In-
tegrationsmeitihode unter Ausschluß von Gravitations-
welien . Von besonderer Bedeutung erscheint es , daß
die heute so viel verwendiete Vorticity - Gleichung hier
nicht benötigt wird ; sie wird durch die beiden Bewe-
gungsgleiehungen ersetzt , ein Umstand ;, der von Vor¬
teil ist , denn die gesuchten lokalen Geschwindigfceits-
änderungen treten , undifferenziert auf . . Bezüglich die¬
ser Größen sind die Bewegungsgleichungen natürlich
keine Differentialgleichungen.

Die vorstehend beschriebene nichtgeostrophische Me¬
thode , auf welche an anderer Stelle noch näher einge¬
gangen wird , unterscheidet sich bezüglich Auftreten

von Differentialgleichungen nicht von der quiasigeo-
strophiscben Methode . Die Erschwerung in dler Anwen¬
dung dürfte im Vergleich zur quasigeostrophischen
Methode vor ,allem in der Bestimmung der inhomoge¬
nen Terme und hinreichend 'genauer Rechnung sein,
um die Amplitude von Trägheitsschwingungen mög¬
lichst klein zu halten,.
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Über die Grenzen der geostrophischen Approximation und die Einführung nichtgeostrophischer
Methoden

von

Günther Holimann

1 . Einleitung

Die numerische Wettervorhersage bedient sich gegen¬
wärtig mit Erfolg einer vielfältigen Anwendung der
geostropbischen Approximation (g . A .) . Der unbestreit¬
bare Voreteil der g . A . liegt vor allem in der Lärmfil¬
terung und der Möglichkeit, das VielfeMerproblem der
atmosphärischen Dynamik auf 'ein Einfeldproblem zu-
rückzufüihren (1 ) .

Es1 darf aber nicht übersehen werden , daß ddie g. A.
mit einer Reihe von Mängeln behaftet ist : sie elimi¬
niert nicht nur dien Lärm in Form von Gravitations¬
und Trägheitsschwingungen , sondern auch noch eine
Reihe synoptisch wesentlicher Erscheinungen aus den
Grundlgleichunigen (2 ) , (3) .

Man spricht zuweilen auch von der selektiven g . A .,
insofern als sie nur in solche Terme der Gnundglei-
chungien eingeführt werden darf , die keine Winddiver¬
genz enthalten . Weitere Restriktionen werden der An¬
wendung der g . A . nach Kenntnis des Verfassers nicht
auferlegt.

Es erscheint aber unbedingt nötig , das Augenmerk
auf die Verträglichkeit dier g . A . mit den Prinzipien ; der
Dynamik zu richten . Die in der heutigen numerischen
Wettervorhersage verwendeten Gleichungen sind ne¬
ben den' als Substitutionsgleichungen dienenden Kontii-
nuitäts 'gleichiung , statische Grundgileichung und Zu¬
standsgleichung die Vorticitygleichiung und die Adia-
batengleichunig, in welche die g . A . selektiv eingeführt
wird.

Die Vorticitygleichung

U ] V - M + ( vxoj | H) . f = o

besteht aus einer Anzahl von Rotations - und Diver-
genzausdirückeo, die jeder für sich über eine abge¬
schlossene Fläche (wie 1die Erdoberfläche ) integriert ' zu¬
folge der Integralsätze von G a u s s und ' Stoke s ver¬
schwinden. Dies trifft ebenfalls zu, wenn ein räumlich
periodisches Feld, z . B . eine Folge von Trögen und
Rücken: in der Westdrift , varliegt . Uber eine Wellen¬
länge integriert verschwindet jeder Term von [ 1 ] für
sich1.

2 . Verträglichkeit der geostrophischen Approximation
mit der barotropen Vorticitygleichung

Im Falle der Barotropie wird im allgemeinen eine
düvergenzfreie Horizontalströmiung vorausgesetzt , so
daß aus der Konitinudtätsgleichung

[ 2 ] V • D = — Sa
9p

zusammen mit der Randbedingung <x>(p — 0) = 0 dais
Verschwinden der Vertikalbewegung co zu folgern' ist.

Dadurch reduziert sich [ 1] auf

[ 3 ] ^ -bc - V ?? = 0.

Wenn für den Wind eine divergenzfreiie Approxima¬
tion , d . h . eine StromfunJktion xp benutzt wird eutspre-
chend
[4] ö = fX W,
verschwinden über eine Wellenlänge integriert beide
Terme von, [3 ] . Wir wollen; das Integral über ©ine Wel¬
lenlänge oder eine in sich geschlossene Fläche durch
/ ( ) d F ausdtrücken. Mit Rücksicht auf [4] ist also

^ ^ dF = o , ^ t> - v »? dF = o.

Bei g . A . des Windes in [3] erwachsen aber Schwierig¬
keiten wegen der Breiitenabhängigkeit dies Corioliis-

j r
Parameters . Mit ß = gilt wegen

[5 ] » g = j X v 0

$ 0 g • V ^g dF = —
j rlg \ 7 ■t)g dF =

ij ^ j?g dF .

Der letzte Ausdruck dürfte im allgemeinen nicht ver¬
schwinden'; vielmehr resultiert eine Änderung der
mittleren Vorticity

[6] ~
$ £gdF * o.

die jedoch fehlerhaft ist.

Allgemein wird die geositroplhiische realtive Vorticity Cg
durch

m £g = ] V 20
dargestellt , wobei der Term

[8]
30
8y

vernachlässigt wird , der zusätzlich, auftritt,
( \7x ) • (-Operation auf [5 ] angwendet wird,
wird die Breitenabhängigkeit von f in [7]
rücksichtigt . Mit [ 7 ] und [ 5 ] läßt sich jetzt
kannter Weise wie folgt darstelien:

[9] V

wenn die
Hingegen
meist be-
[3] in be-

Diese Gleichung [9] wird meistens ' zur numerischen
Progmonse auf der Basis dies barotropen Modells ber-
angezogen. Sie dürfte , abgesehen von der Berücksich¬
tigung der Breitenabhängiigkeit des GoriofHispiairametars

V 20im Term f aber der Vernachlässigung dies Terms
[8] nicht 'anfechtbar sein, was die oben, dargelegten
Eigenschaften von Rotations- und Divergenzau-sdrücken
betrifft . Der Term [8] ist im Vergleich zu [9] keines¬
wegs immer Me,in . Um der Schwierigkeit einer inkon-
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sequenten Berücksichtigung der Breitenabhängigkeit
von f au® dem Wege zu gehen, stehen nach Ansicht dies
Verfassers ' nutr zwei- Methoden zur geostropihisdien Be¬
handlung des- barotropen divergenzf -reien Strömungs-
fieldes zur Verfügung.
1 . Man benutzt einten konstanten Coriolisparauieter für
das gesamte Vorhersagegebiet, etwa dessen räumlichen
Mittelwert . Jedenfalls ist dies konsequent , wenn man
[8] im Vergleich zu [7] vernachlässigt.
2 . Man bestimmt die Stromfunktion aus der Balance-
Gleichung ( Monge - Amperesche Differentialglei¬
chung der Stromfunktion)
[ 10] 2J(ip*, y>y) -f- f V "V + ß ,
wobei jedoch der erste Term vernachlässigt werden
darf -, wenn lediglich die Breiteniabhiängigkeitdes Corio-
l-isparamefers in der g . A . sinnvoll berücksichtigt wer¬
den soll*) . Der erste Term verschwindet über eine Wel¬
lenlänge 'integriert . Der zweite und dritte Tierm dür¬
fen jedoch nicht getrennt voneinander behandelt wer¬
den , da beide zusammen einen vollständigen Diver-
genzausdruck , nämlich V ' (fVy ) -darstehen . Überdies
ist die reduzierte Balance-Gleichung
[ 11 ] f v V * 4 - Vf ■ Vy>* = V' cl>

auch am Äquator anwendbar . Der zu ihr gehörende
„geostrop'hische Wind zweiter Art '“ bg* wird durch eine
Gleichung der Form

[12] ög
:f: — j- XV ? + j V « - tX V+ i:

schrieben . Die Potentialfunktion a dient sozusagen der
Kompensation der geostrop'hischen Windidiverge -nz in¬
folge Breitenabhängigkeit von f. Nach Bestimmung von
yj* aus [ 11 ] bei bekannter Geopotentialverteilung geht
man mit der g. A . zweiter Art in [3] ein:

f t> —* Dg
* = f X VV>*

[ 13] | n —• 7/g
* = + [

I. ? - * fg * = W
Zur Erstellung einer barotropen numerischen Wetter¬
vorhersage bei sinnvoller Berücksichtigung der Brei-
tenabhängiigkeit des Coriolisparameters gehören fol¬
gende Operationen:
a ) Biestimmung der reduzierten Stromfunktion ip* bei

bekanntem Geopotential aus der Gleichung' [ 11 ] zur
Zeit t . = 0-,

b) zeitliche Iteration der als P o i s s o n-- Gleichung für
die Tendenz zu behandelnden Vortiicity -Glei-

ot
chung bis zum Prognosetermin,

c) Bestimmung des Geopotentialfeldes zum Progoose-
termin aus Gleichung [ 11 ] .

3 . Verträglichkeit der geostrophischen Approximation
mit der baroklinen Vorticity -Gleichung
Auf diese Frage wurde vom Verfasser kürzlich an

anderer Stelle (3) ausführlich eingiegangen, so- daß hier
nur eine kurze Zusammenfassung notwendig erscheint.
Es ist eine allgemeine Gepflogenheit, den Termen der
vollständigen (reibungisfreien) Vorticity-Gleichung
[ 14] | | + V - ()jo) + ( vX6 ) ^ ) - E = o

im Zuisamemnhang mit der g. A . folgende größeuo-rd-
nungsmäßiige Rangfolge beizumessen:

a) + = — f V ■b

[ 15 ] b ) ^ + » g ■ V % + ca = — v/g V • o

c) ^ + » g - V % + o ^ + ( vto X ~ e ) - f =

. .
— »?g V • b

*) Einige Beispiele zur numerischen Lösung von [10] wur¬
den von B . Bolin (4) beschrieben.

Man ersieht aus den vorangegangenen Ausführun¬
gen , daß nur die Form [ 15a ] mit der selektiven g . A.
hinsichtlich des Verschwindens von Divergenz- und
Rotationsausdrücken im Integral über abgeschlossenen
Gebieten verträglich ist . Dabei ist jedoch -auf der rech¬
ten Seite ein von der Breite unabhängiges f anzuneh¬
men . Auf der linken Seite hat man ebenfalls- mit kon¬
stantem f zu rechnen oder den 'durch die reduzierte
Balance-Gleichung definierten geostrophischen Wind
zweiter Art zu benutzen -. Die Form [15b] ist nicht rich¬
tig , da die Vorticity-Advektion im Mittel berschwindet,
aber nicht der Term ygV‘ b ; -bei baroklinen Entwick¬
lungen besteht immer eine räumliche Korrelation zwi¬
schen relativer Vorticity und Divergenz . Horizontale
V-orticity-Adektion und Divergamzterm der -rechten
Seite von [15fo] gehören zusammen und dürfen nicht
voneinander unabhängigen Operationen unterworfen
werden -, wenn man- nicht mit grundlegenden Prinzipien
in- Widerspruch« geraten will.

Ferner ist es inkonsequent , die vertikale Vorticity-
Advektion o> zu berücksichtigen , aber den Dreh-

9p
term (V« X • f zu vernachlässigen . Beide zusam-

0p
men bilden einen: Rotationsausdruck , der üb-er ein ab¬
geschlossenes Gebiet integriert , verschwindet . Überdies1
ist zu beachten-, daß der vertikale Vorticity-Transport
(o im vertikalen Mittel gleich ist dem vertikalen

9p
Mittel -dies Terms + V - b , der aber zu vernachlässigen
ist . Auf -der Form [ 15c] brauchen wir nicht weiter ein-
zugehem : der zweite Teirm der linken Seite und der
Term der rechten Seite widersprechen sich , da sie zu¬
sammen über eine Wellenlänge integriert nicht ver¬
schwinden. Nach Ansicht de® Verfassers ist [ 15a] die
einzige Form der Vorticity -Gleichung, die mit der g.
A . verträglich ist . Ihre Brauchbarkeit dürfte aber nur
dann gewährleistet sein, wenn + ^ f- Dies bedeutet
aber , daß mit der g . A . nur barokline Entwicklungen
von Feldern geringer Amplitude beschrieben werden
können.

4 . Verträglichkeit der geostrophischen Approximation
mit der thermodynamischen Gleichung

Auch hierauf wurde bereits in- (3) ei-nigegangen . Auf
Grund des- Energiesatzes entstammt die bei baroklii-
nen- Entwicklungen , frei werdende kinetische Energie
eines abgeschlossenen Systems bei ladiabatischen Zu¬
standsänderungen der Enthalpie ( =: potentielle + in¬
nere Energie) dieses Systems . Mit

[ 16] a = _!_ 9#
9pa xp 9p

-als hydrostatischer Stabilität schreibt sich die Adiaba¬
tengleichung

inj
bei g . A . und Integration über -ein -abgeschlossenes Sy¬
stem

[18] 1
PoF

91.

Der Bogen bedeutet Integration über eine Wellenlänge,
der Querstrich Integration über -die gesamte Luftsäule.
Die Änderung des Mittelwertes der Temperatur bzw.
Enthalpie hängt also nur von der räumlichen Korrela¬
tion zwischen o und oj ab . Nun ist wegen [16] und der
aus [ 17] mit Hilfe der Zustandsgleichung
[ 19 ] p = RTq
und der statischen Grundgleichung
[20] 90 _ _ 1

9p (7
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= — l>

ableitbarem Form der Adiabatengleichung
3 30
3p3t

und Berücksich tigung der Beziehung [16] leicht die
Gleichung

[21] _ 30
V — — ffQ

3p

[22] _ 3ff ffV ff — 0) - 0)
dp Jtp

3ca3ff _
3t ~& 3p

”
Jtp

~~
3p

zu gewinnen , wobei wiederum von g . A . und !der liihr ent¬
sprechenden Beziehung für den thermischem Wind

3 Dfr[23] „ 30
~ V = 0
3p 3p

Gebrauch gemacht wurde.

Es möge zur Zeit t = 0 die Stabilität a von der HoriJ-
zontalkoordinate unabhängig sein . Dadlurch reduziert
sich [ 18] auf

[24] t _ o : S = o .dt"
denn a> = 0' wegen der Kontinuitätsglieichung . Anders
verhält es stich jedoch mit der zweiten Zeitableitung.
Offenbar ist unter den angenommenen Voraussetzun¬
gen

1251 - 0i

Wegen
[2i6] t = 0 ; o ~ o(p)
geht [22] in

[27]

üiber.

„ „ 3ff 3cr ff 3o)t = 0 : 7— = — — £ff - OJ — ff3t dp Jtp 3p
Ferner läßt sich bei Beachtung vom co 0 für

p — 0 und p = po Gleichung [25] mit Rücksicht auf [27]
folgendermaßen schreiben:

eine Zunmahme der kinetischen Energie auffcritt . Die
bei g , A . in diie Änderung der mittleren Enthalpie le¬
diglich eingehende räumliche Korrelation zwischen o
und co liefert ' dann im Falle [ 30] ebenfalls eine Zunah¬
me der Enthalpie . Dies bedeutet aber eine Entstellung
der Aussage des Energieprinzips.

Aus diesem Grunde ist es in quasigeostrophischen
Modellen unangebracht , horizontale Unterschiede in der
hydrostatischen Stabilität mitzuberücksichtigen . Selbst¬
verständlich wird auch durch Vernachlässigung der ho¬
rizontalen Variabilität der hydrostatischem Stabilität
der Energiesatz noch verletzt , indem die mittlere En¬
thalpie dann gar keine Änderung erfahren kann . Dies
liegt aber an der grundsätzlichen Natur der g . A . , in¬
dem sie einem Stromf eid entspricht , dessen zugehöri¬
ges Druckfeldi keine Arbeit leistet . Eine zumindestens
vorzeichenmäßige Erfüllung des Energiesatzes läßt sich
nur durch Berücksichtigung ageostrophischer Wind 1-
kampomentem erzielen . Eine mit Hilfe der g . A . be¬
schriebene banoMiine Entwicklung kommt nicht zum
Abschluß , da der einmal vorhandene Vorrat von Ent¬
halpie nicht aufgezehrt werden kann . Es dürfte evident
sein , daß die g . A . auch nicht in der Lage ist , den Ok-
klusionsvorgang zu beschreiben , denn der Okklusions-
proaeß entspricht gerade der für das Anwachsen der
kinetischen ' Energie notwendige Abnahme der Enthal¬
pie (potentielle Energie ) .

Abschließend kommen ' wir zur Folgerung , daß die se¬
lektive geostrophisehe Approximation für praktische
Zwecke nur brauchbar ist , wenn es . sich um barokline
Entwicklungen von Feldern geringer Amplitude han¬
delt , £ g < f, und ! nur geringe zeitliche Änderungen der
kinetischen Energie auftreten . Alle anderen Fälle , und
hierzu gehören gerade die Vertiefungen von Zyklonen ),
dürften mit Hilfe der g . A . nur unzureichend erfaßbar
sein,

Offenbar ist auch

1 3ffpi cS1
2 3p 1 TT

r*
RT
P
2

eine Darstellungsweise für die hydrostatische Stabili¬
tät , wobei T = g den trockenadiabatischen , y = — —

CP „ 3z
den geometrischen und F* = § den vertikalen Ternpe-
raturgradieniten einer homogenen Atmosphäre bedeu¬
ten . Bereitsi durch den Ansatz o = “

>■(a2 = const . > 0)
P

" /
lassen sich wesentliche Merkmale der beobachteten
vertikalen Temperaturverteilung wiedergeben . Wir
wählen aber den allgemeineren Ansatz

av
Pv «V

2 > 0

Die auf der Basis der g . A . ziu verwendenden Glei¬
chungen sind also

[31]

[32]

[33]

D»; g
Dt

_D / 30i
Dt \ 3p/

<)o>
3p

■ ff (O

D
Dt

mit

Wegen = 0 lassen sich [31 ] und [32] zu einem Er¬
haltungssatz zusammemfas 'sem , nämlich

[34] _D
Dt >1g f

3 p

30

( S ) | - o
V ff ■

zu dessen Ableitung man auch von [23 ] Gebrauch ma¬
chen muß.

Dann geht [28] in

w - O ' ip - lV +Vwfj
über . Für

[30] v >

ist die rechte Seite von [29] positiv und ' entspricht da¬
mit einer Zunahme der Mitteltemperatur T . Nach dem

Energileprinzdp müßte dann v
) <C o sein . Nun ist

aber bekannt , daß es bei 'hinreichender Barokliimifät der
Atmosphäre immer einen gewissen WeUenlängenfoereich
gibt , in welchem die Störungen instabil werden , d . h.

Literatur
( 1) Chnrney , J . G . : On the soale of atmospheric mo-

tions . Geofys . Puibl . 17 , No . 2 (1948)
( 2) Hollmanin , G. : Uber - und untergradientische baro¬

kline Zonalströmung als Lösung der hydrodynami¬
schen ' Gleichungen . Meteor . Rdlsch. 8,105—107 ( 1955)

(3) Hollmann , G . : Über prinzipielle Mängel der geo-
strophischen Approximation und die Einführung
ageostrophischer Windkomponenten . Meteor . Rdsch.
9 , 7-3—78 (1956)

(4) BoMn, B . : An improved barotropic model and somie
aspects of using the baiamee equation for three-
dimemsional flow , TeMus 8 , 61—75 (1956)



DK 951 .509 .313

— 38/71 —

The Work of the Dunstable Research Group
by

E . Knighting

(wirtth 3»figuree dm*the text)

Zusammenfassung
Vorhersagen aktueller Wetterlagen werden mit Hilfe

des S a w y e r - B u s h b y - Modells erstellt (bis jetzt
etwa 20—30 Fälle ) . Die angestrebten Verbesserungen
durch

1 .) Benutzung der exakten seitlichen Randbedingung
für die absolute Höhe h der 500 mb - (später 600-

oU
mb - ) Fläche anstelle von — = 0 auf dem Rand,ot

2 .) Berücksichtigung der nichtadiabatischen Erwär¬
mung der Luft über einer warmen Meeresober¬
fläche,

3 .) Einführung einer Stromfunktion anstelle des Geo-
potentials in 500 mb

erwiesen sich: nicht als entscheidende Fortschritte.

Zum Zwecke einer objektiven Analyse des Geo-
potentialfeldes wurde eine Extremialbedingung formu¬
liert , in die außer den beobachteten auch die vorherge¬
sagten Werte eingehen . Einige numerische Experimente
wurden durchgeführt.

Eine mögliche Reduktion des Verfahrensfehlers (trun-
cation -error ) durch verbesserte numerische Approxi¬
mation der Vorticity und des Vorticitytransports wird
vermittels barotroper Modellrechnungen (über 24h)
überprüft.

Für das barotrope Modell wurde ein Integrationsver¬
fahren unter Verwendung von Kugelfunktionen ent¬
wickelt , das demnächst erprobt werden soll.

I

remind you of the basis of the Sawyer - Bushby
model and some of the details of the calculation . It is a
geostrophic model in which the Variation of wind with
height is linear and the vertical velocity profile is
parabolic . The twisting terms and the vertical advection
of vorticity aine niegüiected buit the ooni-lnmeair (£ + f)
3o> / 3p is retained . The Parameters are the height of
the 500 mb . surface (later the 600 mb . surface was used)
and the thickness between 1000 mb . and 500 mb . There
is one Poisson equation to solve for the height of the
500' mb . surface and one Helmholtz equation to solve
for the thickness . These equations are solved on a grid
of 1<8 X 14 points , about 200 mi . apart , by relaxation
and the time Integration carried out in 1 hr . time steps.

The early results showed about as much success as
other models have shown , and this success led to in-
vestigating separately (a) the effect of using the correct
boundary conditions instead of keeping h a constant and
3h/3t zero on the boundary , (b) the effect of non -adia-
batic heating of air passing over a warm sea , and (c) the
effect of using a stream function instead of the geo-
potential at 500 mb . Each new innovation improved the
forecasts a little , but not so much that we could say
that a rmajor step forward had been made . The results
of the work of Mr . Bushby and Miss H u c k 1 e on
the use of a stream function have not been published
yet , so I will briefly review the method used . The ba-
lance equation was first solved by expressing it in finite
differences , the condition for ellipticity being main-
tained by making zero any negative values of the dis-
criminant . The quadratic equation which results from
the finite difference expression for the value of the
stream function was solved by iteration , and this proved
a rapid method of solution.

The work at Dunstable falls rather naturally into 3
groups

(a) testing the Sawyer - Bushby model by car-
rying out time integrations,

(b) development of a techmique for objective 'amiaiysds,
(c) the study of new models and of the mathematical

methods of solution.

We do not have a Computer at Dunstable although
we expect to instal one in 1957 which will be available,
as far as I know , for resiearch work itnisidie the Meteor o-
logical Office . The Computer which we use is at
Manchester and is also used by many other government
departments as well as industrial firms , so that we are
not able to have computintg time as we : v/ish . We have
then , to share out the time at our disposal between the
various projects we are interested in , anid for this
reason we have not been able to make an intensive
study of the Sawyer - Bushby model over a long
period . Between 20' and 30 time integrations have been
carried out , and most of the results have already been
published and I will review these rapidly . First let me

The history of the motion was carried in the stream
function (ip) :and the mean temperature (h'

) ; 24 hr . fore¬
casts were made and then the Poisson equation solved
to give the height of the 500 mb . surface , the boundary
values being kept constant . The results of three such
forecasts showed that there was some improvement in
two cases when the stream function was used , but not
sufficiently marked to indicate a vital step forward in
numerical forecasting . There was a reduction in the
spurious anticyclogenesis and a general depression in
the height of the 500 mb surface owing to the method
adopted of keeping the balance equation elliptic.

II

The objective amalysiils schleime is ratlhier akin to those
used in Sweden and U .S .A . The expression which is mi-
nlmised is , for the 500 mb . surface

m n
E = 2 > (Hs - Ho) 2 + T2 Vp (vs - Yo)2

1 1

+ V q (Hs - Hf)2 .
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where Ho and vo are observed , Hf is forecast and Hg, vs
are the height and wind of the surface of best fit . p and
q are weighting factors , varying with distance and T is
a weighting factor which gives the relative values to be
placed on wind and height observations . vs is expressed
in terms of H s by the geostrophic wind equation . Earlier
experiments , using only observations within the British
network , had shown, when H s was taken as a quadratic
or cubic surface , that the Optimum value of T2 is about
2 but the extremum was flat and values of T2 up to 16
could be taken with little effect upon the objectively
analysed height.

The latest experiments by Mr. B u s h b y have been
carried out in some cases where the forecast heights of
the 500 mb . surface have been rather poor in the light of
subsequent analysis , with the object of determining the
best values of T2, p and q . The data was: searched and
the six nearest reporting stations within IO'OiO mi. rela-
tiive to the girid poimt undter coosiidaraition werte used in
the first two terms of the expression , while the term
depending on the forecast values was evaluated at the

Fig . la
The numbering of the meshpoints

nine nearest points including the grid point itself . The
weighting factor q was taken to be proportional to p,
which itself was essentially (1 + ah )-i where r is the
distance from the grid point under consideration.

The results showed that over well-documented areas
the differences in the objectively analysed height values
was small ; in effect the height value at a grid point was
determined by the nearest observations . Over the sea,
where observations are relatively rare , it was found
that where isolated observations were not in accordance
with the smooth field of forecast values , the minimising
process introduced short wave features to accommodate
the difference . The numerical experiments were carried
out for two values of T2 ( = 2, 16) , two variations of p
with r , and, two ratiiois between p and q at the same
distance (p = 4q , 16q ) . The short wave features were
reduced when the relative weight assigned to wind ob¬
servations was largest (T2 = 16) , the weight of an Ob¬
servation at a given distance was increased and the
weight assigned to the forecast values was least
(p = 16q ) . Some results are given in Figs. 2.

$ $

a

- <

Error
Fig

distributi
lb

on of £ X

Fig . 2a
500 mb . Obersvations and forecast division analysis

for 1500 GMT , 12 . 9 . 55
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Fig . 2b
500 mb prontour 1500 GMT , 12 . 9 . 55

Fig . 2c
Objective analysis (quadratic ) 1500 GMT , 12 . 9. 55,

P ” Pi - q "= l Pi- TS - 2 sec 2
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Fig . 2d
Objective analysis (quadratic ) 1500 GMT , 12 . 9 . 55,

p = p2, q = 7^ p2, Ta = 16 sec2 over Atlantic , 2 secä over Europe

culated over the usual grid used in the Sawyer-
Bushby model by using the values at the grid points
( 0 , 1 , 2, 3 , 4) , (0, 5, 6, 7 , 8) sthown iin Filg. la , which we d'e-
note by £ + and £ x respectively . As expected the £ x
field usually was smoother than the £ + field , and the
patterns of the field were rather similar in that the
maxima of £ + and £ x were usually in the same area,
often at the same grid point . Errors in reading the
500 mb . heights from the chart were reflected in a pat¬
tem iinoated ) im Fiig. lb amd weine dlisoenmibtle showing
that care in copying is neoessary . A test using the diffe-
rence betweem £ + and Cx is now made to check the ini¬
tial data and show any large difference , indicating a
region to be examined for data errors.

The Poisson equation

V + 2 hx = £ X
where V + - represents the Operation using the grid
points (0 , 1 , 2, 3 , 4,) was solved by relaxation and gave
hx the field which would yield £ x using the normal
method of calculation . We found that |h>< — h ] had a
maximum value of about 70 ft . and exceeded 20 ft . on
omly 123 occasioms oiutt 'Of: oeainly 2000 . The diiffeiremces
in £ were no more than could be expected from diffe¬
rent lamialyses of the 500' mb . chart . Slimce £ x iis ' the
smoother field it is to be preferred.

Four Jacobians can be calculated by using either £ +
or £ x and using the points ( 1 , 2 , 3 , 4) or (5, 6^ 7 , 8) . These
we denote by J + + , J+ x , J x + , Jxx . The Jacobian fields
were calculated for the 20 or so cases for which £ + and
£ x had been calculated and very wide differences were
obtained , with J + + being the roughest , JXX the smoth-
est field . The differences in the fields were as large as
the fields themselves and arose owing to the relative
displacement of maxima and minima . The smoothest
field appeared to be a mean of J+ x and J xx which

Dlatance from grid point in grid length«

Fig . 3
Distance weighting factors

l + 2'2® • 10Kr4 1 + g~33 ■ IQ1* r4
P = ^ - — ' P — 128

III
I hope to say something later in this Conference about

the new models that we are hoping to study , and at this
stage I will only say that our ideas are probably much
the same as those at any other centre ; we are thinking
about nongeostrophic models and models which take
into account the existence of a tropopause.

We have examined the fields of height of the 500 mb.
surface , especially in the calculation of the associated
vorticities and Jacobians . The vorticities have been cal-
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uses all 25 points in the symmetrica ! square about the
grid point in question.

We have written a barotropic Programme and intend
to find the differences in the forecast values which
arise owing to the finite difference approximation used.

You will note that we are unable to solve such equa-
tions as J+ x = J xx to find what height field will yield
a given Jacobian field.

The first time integrations using two different va¬
lues of J have been carried out and the results are in-

All tables refer to 1500Z 30th January , 1952

Table 1
The height field of the 500' mb surface ( in tens of feet , the initial figure being omitted)

082 668 629 602 575 587 603 642 686 704 706 706 704 699 699 709 721
706 692 640 600 570 570 587 615 670 705 719 715 708 705 709 716 728
735 718 684 632 594 584 592 618 669 711 730 728 717 716 722 726 733
774 765 735 695 654 630 630 643 687 718 737 743 732 730 730 743 740
817 816 t 798 760 722 691 678 686 706 727 743 753 7-43 743 739 746 758

850 849
'

843 826 803 778 749 738 743 757 766 766 762 767 758 766 774
885 878 870 859 846 831 816 803 795 790 785 777 770 770 775 781 786
912 908 897 887 876 864 851 839 822 810 802 788 779 781 787 791 797
926 922 915 905 894 833 871 859 840 824 812 801 792 791 795 709 804
937 931 927 919 909 897 886 870 . 852 835 819 810 804 801 808 806 811
943 939 932 925 916 905 892 876 859 840 825 815 809 807 810 813 818
946 942 936 928 920 909 891 876 862 845 827 817 812 813 816 819 824
948 943 937 928 921 909 891 873 862 848 832 818 817 818 821 825 830

Table 2
Jacobliiao J+ + (ft . ihr.-1)

041 071 001 —011 —010 —067 —060 010 018 011 006 —001 004 001
005 083 —081 —021 004 016 —018 —014 006 019 009 —013 — 004 009
001 -- 015 056 006 —021 -- 024 —049 —046 —024 014 011 —004 —001 006
064 126 046 000 —060 —060 —046 —018 —019 —009 006 017 008 —013

—039 -- 037 —039 116 181 027 —053 —044 —001 005 009 009 —004 002
ooo r- 003 —*010 —009 —034 -- 016 018 026 013 013 005 —009 —004 003
016 —006 003 008 003 024 041 —003 008 018 —004 —015 —003 —001
001 006 oT 002 —010 013 014 —005 011 QOO—001 —005 —004 ooo

—004 000 000 —002 —010 010 —006 008 003 —005 —001 002 001 —001
004 002 001 — 011 ' 014 006 —003 002 003 003 004 —002 — 002 ' —001

Table 3
(jx +_ j + + ) (ft . hr .-1)

051 —043 027 008 —028 040 088 —013 —009 —006 —003 —001 —006 004
076 —114 042 001 006 —034 011 011 000 —006 —004 011 006 —010
036 151 —018 —004 006 —028 —001 009 013 —006 —004 005 002 —011

—106 —169 —066 064 147 031 —016 —026 009 019 007 —015 —010 003
089 099 038 — 151 —246 —050 074 066 —004 —005 —003 —006 006 —008

—009 010 033 071 099 031 —031 —063 —009 004 —003 004 —001 —002
—020 004 —008 —007 —008 —005 —014 018 —002 —010 006 008 —003 008

006 —009 003 —002 013 —004 —003 012 —012 004 —001 000 004 —001
006 002 —'003 —008 008 —015 00-̂4 —008 —003 006 004 —005 —008 002

—006 000 —003 020 —016 —002 004 003 OOO 000 — 0*04 000 003 001

Table 4
(JX+_^J + + ) (ft . hr .-1)

017 —018 007 003 —009 014 029 —008 —005 —004 —001 001 —003 001
021 —032 022 002 003 —017 —001 008 —001 —004 —002 006 001 —004

—004 045 —039 —004 —008 — 007 —007 011 009 —002 ooo 003 001 —003
—011 —039 —009 009 045 010 —003 —009 008 006 001 —008 —005 011

013 017 026 —031 —070 —005 023 018 — 006 —001 *—002 —005 003 —001
004 001 —004 002 014 002 —003 —014 001 001 —001 002 001 —001

—006 007 —001 003 001 —003 —011 007 001 —005 004 004 — OOl ooo
003 —003 002 —001 003 —003 —003 005 —005 002 000 001 002 —001
002 000' —001 —002 00ö —004 004 —006 002 003 001 —003 000 002

—003 001 —003 007 —008 004 000 000 001 002 —003 000 001 ooo
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Table 5
(jxx —j ++) (ft . hr.-i)

—034 010 005 —020 043 036 —011 —011 —005 —004 000 —006 003
056 —07Ö 031 006 003 —031 009 014 000 —009 —003 012 005 —009
053* 094 —011 —006 019 —030 —001 014 015 —006 —003 004 000 —009

—093 —152 -- 064 046 110 038 —005 —618 010 019 004 —016 —008 019
081 082 031 — 143 —215 —049 060 053 000 —001 —004 —008 004 001

—-006' 016 032 061 078 028 1 o£ —047 —014 — 001 —001 005 000 —003
—016 004 —006 —006 —002 —009 — 019 013 001 —008 006 009 —001 001

004 —006 002 000 013 —006 —003 009 —011 003 001 001 003 000
006 000 —003 —003 007 —013 012 —005 —003 006 003 —005 —002 001

—004 — 002 —001 015 —011 —005 007 001 002 —001 —004 000 002

Taibttie 6
(J + X + JXX ) (ft . hr .-i)

— 45 15 —7 —25 —39 —27 1 10 7 5 —1 0 3
43 27 — 4 —17 7 —8 —14 —3 5 12 7 —5 — 1 3
25 55 31 1 —7 — 13 —53 —34 — 13 10 9 — 1 — 1 1
13 30 10 27 . 22 —36 —50 —27 — 13 3 9 5 2 2
7 1*3 — 11 29 39 —1 —11 —9 — 4 4 6 3 — 1 2

—1 5 4 23 11 — 1 3 —5 7 13 4 —5 —4 1
4 — 1 —1 7 3 17 27 7 9 11 1 —9 —4 0
4 3 1 1 —2 8 11 2 3 3 — 1 —2 —1

— 1 0 —2 —5 — 4 1 3 3 1 — 1 0 —2 0 1
1 1 0 5 5 1 3 5 3 1 —2 — 1 —1

666 656 639

Table 7

24 hr . 500 mb . forecast for 1600Z 31st January,

627 618 638 667 670 677 678 674

1052,

677

using

677

J + +

678 692 707 716
689 677 663 656 640 625 623 620 649 657 664 671 675 681 695 708 724
716 698 680 673 659 647 644 639 640 639 630 656 668 684 702 715 731
744 732 719 710 699 692 682 681 675 672 672 672 671 688 713 726 737
777 763 752 747 747 745 733 731 735 737 731 730 715 716 725 742 742
812 812 810 800 800 798 788 781 785 792 789 791 766 761 751 762 751
853 860 859 850 848 841 830 824 824 824 823 827 806 795 778 776 762
900 901 899 893 887 878 867 861 859 857 858 852 834 818 799 787 774
914 913 913 912 910 901 806 886 884 883 882 869 860 831 808 794 782
921 921 923' 926 922 919 913 901 899 805 890 880 861 830 800 800 790
922 923 925 925 926 922 921 918 915 906 896 886 862 835 818 808 801
923 922 923 923 921 920 913 907 902 801 873 850 834 822 814 809 810
924 924 923 922 921 920 915 910 904 897 883 863 842 830 822 818 820

666 656 639

24 hr . 500 mb . forecast

627 618 633 657

Table 8

for 1550Z 31st January,

670 677 678 674

1052

677

using

677

JX +

670 692 707 716
689 677 671 650 638 622 617 016 636 651 665 672 676 683 697 715 724
716 698 691 674 664 651 632 614 618 625 643 658 675 690 708 719 731
744 732 718 714 701 695 677 658 641 633 638 654 677 700 716 721 737
777 763 761 753 755 739 731 726 708 602 671 671 601 715 728 733 742
812 812 810 810 794 788 782 778 782 767 743 718 710 738 744 750 751
853 860 856 856 849 832 823 832 831 826 807 779 763 761 761 766 762
900 901. 889 891 883 868 863 860 872 865 856 830 800 784 775 776 774
914 913 912 909 910 894 886 894 901 894 883 856 832 803 789 785 782
021 921 923 922 914 908 903 907 914 910 893 866 841 818 802 794 790
922 923 924 025 922 922 919 923 925 918 899 872 850 828 811 802 801
923 922 923 923 921 920 913 907 902 891 873 850 834 822 814 809 810
924 924 923 m 921 920 016 910 904 897 883 863 842 830 822 818 830
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eluded in Tables 7 and 8 . The integrations are for 24 hr.
and are made from the data given in Tables 1 to 6.
The Jacobians used are J + + and J x+ . There are very
marked differences in the forecast heights given in
Tables 7 and 8, rising to over 700 ft . The deep trough
was developed much further westward in Table 8 than
in Table 7 . Further time integrations will be carried
out.

Mr. Gilchrist is applying spherical harmonic
analysis to a simplified form of the barotropic model
at the 500 mb . surface . Since we are expanding the he-
mispherical function of height in terms of Solutions of
equations

V$ = n(n + 1)<&
geostrophic vorticities are written down automatically
and the solution of Poisson equations becomes auto¬
matic . The non-linear terms such as J ($ , V 2* ) are ex-
panded by means of formulae of the type

p; ps, = zpre
which have been investigated fully by Mr. Gilchrist.
The problem now becomes one of representation and
success deptendis upoin bow miainy hajrmoinäcs are re-
quired to define closely enough an initial height field.
So fair harmomios up to Pj * have been used in the Pro¬
blem of representation , and up to Pg in the Integration.
It is believed that the vorticity calculations require a
more accurate representation than does the velocity
field.

This method of attack on the problem of forecasting
may be more useful over longer periods of time since
we are able to represent the persistent long wave pat¬
tem by a rteJiaitiveiy fiew hainmonics . The taisk of com-
puting all the coefficients will commence very shortly.
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DK 551 .511 .3 : 551 .500 .313

An Atmospheric Model Including the Tropopause Effects
by

E . Knighting

(with 1 figure in ilhie text)

Zusammenfassung 2 . The Model

Die Atmosphäre wird durch eine variable Druck¬
fläche , die mit der Tropopause identifiziert wird , in
zwei Schichten eingeteilt . Ober- und unterhalb dieser
Grenzfläche wird eine quadratische p -Abhängigkeit der
Vertikalgeschwindigkeit cu vorausgesetzt . Zusätzlich
wird angenommen , daß der thermische Wind eine line¬
are Funktion von p sei und seine Richtung mit der
Höhe nicht ändere . Die Parameter des Modells sind die
Vertikalgeschwindigkeit cot an der Tropopause , die
relative Topographie h ' zweier fixierter Druckflächen
(P , po ) und die absolute Topographie Ho von p 0 (bzw.
H von P ) . Für wt ist eine (elliptische ) Differentialglei¬
chung zweiter Ordnung zu lösen . Mit der Kenntnis von
o>t folgt 3h ‘/3t direkt aus der Adiabatengleichung , wäh¬
rend für Ho bzw . H eine Poissongleichung gelöst werden
muß.

1 . Introduction
The atmospheric models which have been used for the

numerical Integration of the equations of motion have
d'ivdldöd the atmosphene dmto sliroes ibauinfdjeid by 'Isobaric
surfaces and these models may be regarded as having
a fixed tropopause . The following analysis is concemed
with a variable pressure surface which will be identi-
fied with the tropopause , dividing the atmosphere into
twio regions . The general equations are obtainable
almost as easily as those which follow but here it is
assumed that the vertical velocity has a parabolic
profile in both the troposphere and the stratosphere
defined by two Parameters , the pressure and vertical
velocity at the tropopause . Additionally , the thermal
wind is taken as a linear function of pressure and with
conistant direction . The results of the time integrations
should then be comparable with the results obtained
using the Sawyer - Bushby model.

The model is represented pictorially in Fig . 1 which
explains the notation . H 0, H and Hi represent heights
above the mean sea level ; p () and pi are two pressure
levels at which dp / dt vanishes , while P is a fixed
pressure surface ; h ’ ns the tthnicksnies® between . p0 and P.
The tropopause pressure is pt and at that pressure
dp / dt = cut , it is assumed that cu = dp / dt at any
given level p is given by

cu = cut « (P , PT ) Pi < P < PT
= <yT ß (P> PT) PT < P < Po [1]

In order to specify the form of the functions a and ß
we assurne that there is a linear change of isobaric
divergence with pressure in both the troposphere and
the stratosphere , vanishing at the upper level pi . The
thermal wind shear is taken to be linear in the
troposphere , and in the stratosphere if predictions are
to be extended to levels above the tropopause . The
equations written here will apply to the troposphere
but the extension to the stratosphere is clear . It will
be observed tlhait once agaiim we are makiing the crud>est
assumptions which fit the general observations , follo¬
wing the practice of taking the simplest models possible
in a first examination of the problem.

3 . The Variation of vertical velocity and wind with
pressure
Equation [ 1] is sufJBicienit for our puirpose, but with

the assumption of a linear distribution of isobaric
divergence with pressure we have

cu = CUt ( ---
\ pT J Pi < P < Pt

" <" T K T - p.
“

!>T - p l )
(p “ l>*) +

(-^ 0) - ' ) (l
“ ? )1 PI

VpT — pO pT P1i
^ (Pt — Po ) _ A / P — Po ]

PT “ Pl / \pT— Po/
If we take p 0 = 1000 mb , pi = 0 mb , then from

equation [2]
cut = 9/ as o)m pT = 2i00 mb.

= 3A cum pt = 500 mb.
where cum is the maximum value of cu, showing that in
dealing with cut we are not dealing with a quantity
which is an order of magnitude less than the maximum
or mean vertical velocity.

The Variation of wind with pressure is expressed in
terms of the thermal wind between two fixed levels
Po , P below the tropopause

v = v0 + jrir ^ v' Pt < P < Po

v'
j = kX | Vh 's

t3J
Fig . l Fictorial representation of the model
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v0 — kx | vH 0
with similar vorticity equations.

[4]

4 . The adiabatic equation
We assume that the motion is adiabatic , although

non-adiabatic effects can be allowed for. The equation
for the thickness h ' between the levels p0 and P is

p
ah'
Bt+ v • vh' 3T\ dp

3 p/ p
[5]

Po
where y is the suitable adiabatic lapse rate and g the
density . We require an assumption about the integrand
aariid take y / 8 g — 3T / 3 p = — K where K is a comstiamt
evaluated from the raean values obtained by Obser¬
vation.
Then,

+ y • vh ' — — Kco T G (p 0, P, '
pT, pi) [6]dt g

where

G = ( ^ [ 2/ -——- - — -—— (p — po ) +
J p L \pr — Po Pt — Pi/
Po

/ 2 (pT — po ) _ .A / p — po yi
V pT — pl / VpT — Po/ J

and is easily evaluated. Taking the Laplaciian of [6]
| V 2h ' -b V a (v • Vh '

) = K ( GV 2 o>t + tfJT V 2G +
dt g 1

+ 2VG - Vw t ) [7]
and allowance could be made in this equation for V 2 K.

5 . The diagnostic equation for cot
Neglecting the twisting terms the vorticity equation is

| f + v - V (£ + f) + ö> | ^
- (? -M) ^ [8]

and subtracting that at the level p0 from that at the
level P

-f - Vo • Vf ' + V' • V (fo + £'
H~ f)

- WT (2fc0 + 2f + n (
2

1
PT ~ P0- - 1) [93

VpT— po / VPt — Pi /

where co and derivatives have been expressed in terms
of cot . If we now assume that the winds are sufficiently
geostrophic

r - } V 2 h'

so that combining equations [7 ] and [9]
Gv 2 cot -1- 2 ^ VG . vwt + mtJk - V 2 G - ~

g g Lg S

(2 To + 2t + n (2 - 1) = 1111
Pt — Pi \Pt — Po/ J

- v 2 (v • Vh '
) - f v ' • Wo + C' + f) - ~ vo • V ? '

g g
Having eliminated the time variable, equation [ 11 ] is
diagnostic in cot and can be solved either by Integration
or by finite difference methods.

6 . Forecastof thickness and height of an isobaric surface

The thickness tendency equation to the level P is

v • Vh ' = ?- KGcot [12]
dt g

and this equation is used as a prognostic equation in h'
since cot has already been obtained from equation [ 11] .
It remains to obtain a forecasting equation for H0 or
for H . Owing to the proximity to the surface it is
possible that the vorticity equation

£ | V 2 Ho + V0 . V {| v 2 Ho + f)

= 2 f f V 2 Ho + f) ( - — — • - 1
) o>t [13]

Vf / \pr — Po PT “ pl/
is uosuiitable although it shoulld be triedi . Otherwisie we
solive the cooxespondiiing vorlitcilty equation , at the Level
P for H lanidl suibtract the thilckniesis to dbtaiim Ho.

7 . Forecast of tropopause pressure
We note that

cot = + vt • V pT
so that

= (*) j — (vo + jJ— P~ v '
) • V pT [ 14]

dt r — po
which is the prognostic equation for pt.
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DK 551 .509 .33

The Success of J2- hour Barotropic Forecasts in Relation to Mean Flow Patterns *)

by

Jerome Namias

Abstract

The error field of a month -long series of barotro-
pically computed 72-hour forecasts is compared with
the time -averaged mean mid -tropospheric and thick-
nies© amomialy chiarts for the oorrespoaiidimg periodl The
goodness of the numerical forecasts appears to be re-
iafted, to the positdoms of the gireait riidigies and troughs of
the plaoetary waves of the mean chiarts in the sense
that aneas of gtreaitest siuccess codncidie wiith nidigies and
trougbs whdle the atneais chianacterized : by poor siuccess
are dm comfliuent and thius banoclilmiic partäons of the wa-
ves 1. An explanation is offered in terms of the smalüer
short period flfuotuations associaited 1with cyclone waves
which ane inteirdependient wiith the mean pattem.

The purpose of the note is twofold : 1 . to suggest an
avenue of approach to the pressing problem of how to
improve short ränge numerical prognoses (through
study of the errors with respect to climatic an omalies
in the general circulation ) , and 2 . to suggest an attack
which may for the first time afford physical clues to
the . central problem of long ränge weather prediction
— namely the problem of determining in individual
months or seasons which centers of action of the
general circulation are primary or forced and which
are secondary or responsiive,

*) Fublished in : Tellus 8, 206—209 (1956) .

Zusammenfassung

Das Fehlerfeld einer Monats - Serie 72-stündiger
barotroper Vorhersagen wird mit den über die Zeit
gemittelten mittleren Anomaliekarten der absoluten
und relativen Topographie dieser Periode verglichen.
Die Güte der numerischen Vorhersagen scheint zur Po¬
sition der großen Rücken und Tröge planetarischer
Wellen der Mittelkarten in der Weise in Beziehung zu
stehen , daß Gebiete bester Güte mit den Rücken und
Trögen zusammenfallen , während sich Gebiete schlech¬
ter Güte in konfluenten und daher baroklinen Teilen
der Wellen befinden . Eine Erklärung bieten die kurz¬
fristigen Schwankungen , die mit Zyklonenwellen ver¬
bunden sind , welche wiederum vom mittleren Feld ab¬
hängig sind.

Der Zweck dieser Veröffentlichung ist zweifach:
1 ) einen Weg vorzuschlagen , um das dringende Pro¬
blem der Verbesserung der kurzfristigen numerischen
Vorhersage anzufassen (durch Untersuchung der Feh¬
ler in bezug auf klimatische Anomalien in der Allge¬
meinen Zirkulation ) ; und 2) eine Möglichkeit anzu¬
regen , wie zum ersten Male das Zentralproblem lang¬
fristiger Vorhersagen durch physikalische Schlüsse an¬
gegriffen werden kann — nämlich das Problem , wie in
einzelnen Monaten oder Jahreszeiten bestimmt werden
kann , welche Aktionszentren der Allgemeinen Zirku¬
lation primär oder erzwungen und welche sekundär
sind.
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Über die numerische Berechnung zukünftiger atmosphärischer Zustände
von

Heinz Reiser

Zusammenfassung
Außer bei .ganz speziellen' Anfangsfeldem können die

atmosphärischen ModeLligleichfungen nur mit Hilfe nu¬
merischer Methoden 'gelöst werden . Die Nichtlinearität
der betreffenden Gleichungen erschwert eine realisti¬
sche Abschätzung der durch die numerische Behamdi-
Lumg bedingten Verfahrens - und Abrundungsfehler
außerordentlich ; dagegen können Abschätzungen bei
Verwendung der entsprechenden linearisierten Glei¬
chungen leicht durchgeführt werden.

Die hier vorgelegtem Untersuchungen 'basieren auf
dem quasigeostrophischen 2-Fläehen-Modell; die unter
Annahme einer lediglich von p abhängigen Grund-
strömung U linearisierten ModeUgteicbungen besitzen
einfache Welianiösiungen, mit deren Hilfe 'das allge¬
meine Anfangswertproblem durch Superposdt'ion gelöst
werden kann . Diese Rechnung wurde sowohl für die
analytischen Gleichungen durchgeführt als auch, für die
Differenteenigleichungen , die durch Einführung eines
Punktgiitters für das Zeit-Raum-Kontinuum und zen-
trierter Differenzenquotienten an Stehe der Differen¬
tialquotienten entstehen . Der Vergleich beider Lösun¬
gen 'ermöglicht Aussagen über das Verhalten , der Ver¬
fahrensfehler , welche die (komplexen) Phasiengeschwin-
diiigkieitien der einzelnen Partialwellen modifizieren.

Am auffälligsten ist das Auftreten zweier Phasen¬
geschwindigkeiten cv und cv

' mit verschiedenen Real¬
teilen, aber gleichen Imaginärteilen bei der Diftferen-
zenrechnung im Gegensatz zu der einen Phasen-
geschwindigkeit cv des analytischen ' Modells. Diese Er¬
scheinung entspricht der Tatsache, daß prinzipiell die
Anfangswerte an zwei verschiedenen Zeitpunkten to
und ti für eine eindeutige Lösung bekannt sein müs¬
sen, wenn zentrierte Diffierenzenquotienten. bezüglich
der Zeit einigeführt werden . Läßt man die zeitlichen
und räumlichen Maschenweiten immer kleiner werden,
so nähert sich nur die Phasengaschwindiigkeit cv dem
Wert cv des analytischen Modells, während ' der Real¬
teil von cv

' beliebig groß wird.

Eine Abschätzung des durch die Abrundungsfehler
verursachten Unsicherheitsbereichs zeigt, daß im Fälle
barokliin . labiler Partialiwellen dieser Fehler mit der¬
selben Exponentialfunktion anwachsen kann wie die
Welle selbst ; im Falle rein reeller Phasengeschwindig¬
keiten (neutrale Wellen) wächst der Fehler langsamer
als N2 an , wenn N die Anzahl der Zeatschritte ist.

Grundsätzlich können diese Abschätzungen auch für
kompliziertere atmosphärische Modedlglaichungen er¬
weitert werden , wenn diese linearisdert und in endliche
Diferenzenquotienten übersetzt werden.. Deshalb ha¬
ben alle Schlüsse, die aus den hier dargelegten Resul¬
taten gefolgert werden können, eine allgemeinere Be¬
deutung.

Aus den Lösungen folgt, daß die aus dem Verfah-
rensfehler resultierende Phasendifferenz zwischen, den
Partialwellen ' des analytischen Modells und denen der
Differenzenrechnung linear mit der Zeit und sehr
schnell mit abnehmender Wellenlänge Lv = zu-vk
nimmt . Bei Verwendung normaler Maschenweiten
(Ax = 300 km , At = lh , U im Mittel über p 20>m/sec)
werden deshalb die Details in einer Vorhersage1 über
beispielweise 48h (kritische Wellenlänge von etwa
1500 km) vollkommen' verfälscht , und nur großräumige
Phänomene können noch als physikalisch reell angese¬
hen werden . Eine ähnliche Folgerung läßt sich ; aus dien
Abrundungsfehlem herleiten.

Diese Begrenzung, welche durch eine von der Zeit
abhängige kritische Wellenlänge charakterisiert wird ;,
scheint ziemlich unabhängig von dem speziellen atmo¬
sphärischen Modell zu sein und wird, hauptsächlich
durch die Moschenweiten Ax und At bestimmt . Des¬
halb wird der Gebrauch komplizierterer atmosphäri¬
scher Modelle nur dann bessere1Resultate liefern , wenn
gleichzeitig die Fehlerquellen der numerischen Lö¬
sungsprozesse durch eine Reduktion der Maschenwei¬
ten vermindert werden.
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On the Inclusion of Moist Adiabatic Processes in Numerical Prediction Models
by

Joseph Smagorinsky *)

(with 7 figures in the text)

Abstract

Numerical predictions of precipitation by means of
a dry adiabatic quasd- l'inearized 3-l.evel model show a
systematic underprediction of the large -scale observed
precipitation by as much as a factar oif 35 . The diiscrep-
ancy is diiiagnosed as maimly the resiult of incorrect
verbical motions inherent in baroclinic models of the
type which are in current use . It is shown that heat of
condensation , and to a lesser extent Variation,s in the
static .stability , account for a major portion of the dis-
crepancy . A 3 - level non - liinear moist adiabatic model is
constructed and a meanis for solution of the governing
equiatioms ds givetn.

Zusammenfassung
Numerische Vorhersagen des Niederschlags mit Hilfe

eines trockenadiabatischen quasilinearen Drei -Flächen-
modells zeigen ; systematisch eine zu geringe Vorhersage
(bis zu 35 mal ) des großräumig beobachteten Nieder¬
schlags . Der Unterschied wird hauptsächlich zurückge¬
führt auf die zu ungenaue Errechnung der Vertikalge¬
schwindigkeit mit den baroklinen Modellen , die zur Zeit
Verwendung finden . Es wird gezeigt , daß im wesent¬
lichen die Kondensationswärme , in geringerem Maße
auch Abweichungen in der statischen Stabilität , für die
Ungenauigkeiten verantwortlich sind.

Ein feuchtadiabatisch es nicht linear es Drei - Flächen¬
modell wird aufgestellt und eine Anweisung für die Lö¬
sung der zugrundegelegten Gleichungen angegeben.

1 . Indroduction

The occurrenee of condensation in the atmosphere is
signiificiant for short - and long -period evolutions of the
meteorological elements . The motions can be directly
aiffected ; by the adddtion of heat of condensation . They
are also affected indirectly by the change of radiative
balance as a result of the changed albedo of the atma-
sphere through cloudiimess and also by variable 1 water
vapor absorption . The most irrumediiarbe mamfestation of
condensations is of course precipitation.

The ability to predict large -scale precipitation is in
fact an excellent 'measure of the ability of the nuraer-
ical baroclinic modele to predict the vertdcal motion
field . The results of trwo such predictions were pubiish-
ed in 1955 ( 1 ) . These caiculations were baised, on a 3-
parameter model described by Charney (2) which : is
essentially the same as the model which has been in
operational use by the Joint Numerical Prediction Unit
in Sudtland , Md ., for more than a year . Briefly , the prop-
erties of the precipitation model are : the stratdficatioin
is introduced by means of three divergent barotropic
layers in which the motion is quasi -geostrophic , quasi-

*) This work was jointly sponsored by the U . S . Weather Bu¬
reau , the Office of Naval Research , and the Geophysics Re¬
search Directorate , Air Force Cambridge Research Center.

static , quasi -horizontal (i.;e. , the ' verbical advection of
vorticity and the tumimg of vortex tubes are neglect-
ed) ; the potential vorticity is linearizied wfaem it appears
undifferentiated in the potential vorticity equation ; the
heat of condensation does not react upon the motions ;
the large -scaio orographic effects are introduced ': a pos¬
teriori in . a crude fashion ; precipitation , is assumed to
occur at Saturation . The results of these two calcula-
tiioos imdicated a high degree of success in predicting
the 12-hourly precipitation.

Since that time , additional caiculations were rnade
with essentially the same model except that the large-
scale orographic effects were completely ignored and
the vertical coordinate was takien as proportional to
square of the pressure . These caiculations were made
entirely by electronic Computer . The verification in the¬
se caseis was extremely poor quantitatively although
they were qudte acceptable qual 'itatively . These will be
diiscussed in greater detail later . Examiination of the re¬
sults disclosed no appreciable effect due to the minor
chang es from the original model ( 1) .

This striking failure to predict the . large -scale averag-
ed precipitation , even when one tends to crudeiy take
account of convective precipitation , has been evident
even by simpler means of analysis . It is often impossible
to account for sufficieot condensation from vertical mo¬
tions of the ordier of 5 cm sec- 1 which are deduced from
baroclinic prediction models . If the vertical motions
are indeed too small , then what effect should this have
on the horizontal flow prediction ? The diifference in
flow evolutions in barotropic and baroclinic models
usually occurs slowly , becoming most pronounoed after
24 hours . Hence one would expect that if the vertical
motions in the baroclinic models were incorrect in mag-
mitude , the influence on the horizontal motions also
would be slow , On the other hand , incorrect vertical
motions can account for highly incorrect calculated
precipitation even in the first 12 hours.

Further analysis of the precipitation caiculations , good
and poor , led to a reexamination of the prediction mod¬
el . It became apparent that in adddtion to convective
activity the neglect of the feedi-back of heat of conden¬
sation and the linearization of the static stafoility could
be responsible for at least a considerable portion of the
discrepancy between the predicted and the large -scale
observed preoipitation . In particular , heat of conden¬
sation has an important destabilizing influence which
manifestis itself imsmediately in . the vertical moitiions.
One may speculate that , depending on other circum-
stanoes , the influence on the horizontal evolutions may
become appreciable within 24 hours . It was of Interest
to note that the hypothesis seemed to indicate that two
relatively good precipitation forecasts with “diry“ modeh
( 1) would be affected less than the fouir more recent
caiculations if moist adiabatic changes and a variable
static stability were permitted.
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The denivation of the equations for a model includ 'ing
moist adiiabatic changes , the meams of solution , and the
results of some conitrolled experimemte from which the
aibove deductäüns wer © made , will be discussed > in the
followiing seetdoms.

2 . The Differential Equations
■We take as the governing hydrodymamic equations

the geostrophic and hydrostatic equations and the
quasi -horizontal vortäcity equation . The latter may be
wriltten as

D?? 3 <w
Dt

~ n äp
[ 1]

where rj i® the vertdeal component of the absolute vor-
ticity , p is the pressure , t the time,

(X) = dp— dt
i == £
dt — Dt

_D = _9_
Dt 3t

I 0+ “
ä?
3 I+ u s + v 3_

3y
x , y , are the Coordinates in a pressure surfiace positive
eastward and north wand respectively , and u and v are
the nespective velocity componemts.

The individual change of potential temperature due
to heat libenated during condensation is

d ln © o r- .- = 0 - Ü)
dt p [2]

where the potential temperatune , 0 , is given by

ln © = const + ( 1—x) ln p ln -
Q

[3]

( !-«) =■ cv/cp is the ratio of the specific heat at constant
volurne to that at constant pressure , o is the demsity,
T/p is diln 0/dlp alomg a moist adliabat , and

0 if e>i > 0 or r < rs
1 if o) < 0 and r = rs

[4]

r is denivab 'le from the Clausius -Clapeyron equation,
the condition of Conservation of equivaäent potential
temperatune 1, and ' the equation of state (see (1)) :

r = - a x y — x — 1
ay — a- j- 1 < 0

Lrswhere « = — and y =
cpT AR *T

[5]

[6]
in which L, is the latent heat of condensation , T is the
temperature , A-i is the mechamical equivaiemit of heat,
and R* is the gas constant for water vapor . r is the mix-
iing ratilo and r s its Saturation value , a semiiempdrioai
fumotiom of p and T.

Thus the thermodymamic enerigy equation ha ® the same
form as for dry adiabatic motiomis except for the ooef-
fiioient of co, which we call the effiective static stebdMty:

o D ln & , ß ln © A F-
DT + ( 8p

- ä
7

OJ [71

The diifficulty in the solution of the pnediction equa¬
tions lies in the non - linear dependemce of co and 5 , par-
ticularly sirnce Ö varies in jumps . In Order to cppe w -iith
thiis mon-Mmearity, we formulate the problem in terms
of the differential equation for co . In what follows we
ignone variations of f in the geostrophic approximation.
Applying the geostrophic and hydrostatic approxima-
tiOns to [3] and [7] , we have

3 2g
3t 3p

H =

- tJ
3g
3p

3g
3p

'

3 ln &
3p

g ) — Hhi

- i £ )p/

[8]

t9]

and to [ 1 ] we have

v * ^ = J (V. g ) + f V ~ tlOJ

v = { v * g + f [ii]
where 0 is the geopotential and J is the Jacobian opera-
tor taikiem in the oider x , y . Siince <5r dis horizomfcaiLly var-
iaibille, iit wouild appear oomsdstamt i!f 3lm0/3p can vary
horizontally . Hence at the mindmum , three degrees of
freediom are required 1 in the vertieal . In the mamner of
Charney and Phillips (3 ) , we fashiom a 3- level
model wdith a = (p/P) 2 the vertieal coordünate , where P
is the pressure at the lower boumdary . We define ' a ver-
tioai finite difference Index k such that

k = 3 o + Va [12]
andi the vertieal inerement i® Ao = — ffk - >/2 -

One normally would express H in [9] in terms of
32g/3 ö2 and 3g/3cr usdng [3] and the hydrostatic approx-
imation such that

H - (jf jß + ^ ¥
02g 2 (7 3g

[13]

In the oase of three degrees of freedom in the vertieal,
the linear first -order finite difference va 'liue of 3 2g/3o 2
is constant in eiach vertioatl:

gi - f- gs — 2 gä
(Äö?

[14]

One finds , bowever , that the truncation error is quite
large for such a crude vertieal mesh . Hence , alithough a
first difference of g gives a fairly good approximation
to 3g/3c ; andi hence to the dlensity , second diiifferences
may give a quite erroneous value of the corresponding
corutinuouis form . For example , in determining H from
[ 10] , [ 14] , and the Standard atmosphere values of $ at
k = 1 , 2 , 3v one finds an error of an order of magmitude
and of opposite sign compared with the value of H de-
termiined directly from the Standard atmasphiere „soundi-
ing “ . What suggests itsedf is the us© of non - linear dif-
ferences which make usie of the ciiimatological known
variability of temperature in the vertiioa'l . Experiience
has shown that a form

T — a -f- b ln (^) [15]

give ® a very satisfactory representation in the tropo-
sphere . With the hydrostatic reiation we oan wirite

a = 2 aj g,
l= i

b = £ b , g,
l= i

[16]

where the ai and bi can be computed once and for all.

To utiilize [ lö ] in oalculating H , we write [ 9] in terms
of 3g/3cr and 3T/3p = b/p:

H - - 1 [j<fW + » ) | | + Rb | [17]

where R iis the gas constant for air . Fmite ddffierencing
[8] , [17] , and 1 [19] in the vertieal wiith o the vertieal
coordioate and abb 'reviatmg

Zk = 8,,k
pk Ao

yields:

[ 18]

(Hw)k+ i/2 [19]

Hk + ‘/s = - -— (Zk + V2 (^J'-j- >t)k+ I/2 ( ® k+ i — ^k) +
Pk + V2 V

Rb
pk -t-1/.

[20]

V * = Jhk , ® k) + Zkf2?k (wk +i/i — 6>k- v,) [ 21 ]dt
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We form the differential equation governing co at an
inferior level k+ K by eliminating 3$/3t between . [19]
and [ 21] :

V a (H &j )k + ' /2 — fZk + >/2 (Zk+ i i?k -M + Zk ^k) wk + v.
= — Zk + Va Jfak + i + i?k — f, 0k + i — ® k) — fZk+ '4 [ 22]

{Zk + i ^ k + i cok + 1‘4 + Zkf}k co k - V*)
where coi/ 2 and C0314 are given by the boundary condi¬
tion®.
To insure the non-hyperbolicity of [22] we set rj = o if
?y< 0 and H = 0 if H< 0 . This is probably taken care of by
the non-geostrophic motions in the actual atmosphere.
In particular , H< 0 represents a state of large-scale gra-
vitional instability . Such instability does not persists
stoce it 1s normally relieved by small-scale convective
motions. Stoce the m'Odiel being devised here has no way
of dealiiing with convective motions, tben when H< o
settinig H = 0 simulates the effect of convective mixing,
thuis restoring the large-scale motions to a state deter-
minate from our differential equations and boundary
conditions. It is cleair that we are neglectimg the action
of the convective mixing on the vertical redistribution
of momentum , hieat and water vapor , except as it rrnod-
ifies the effective stahiiilty.

3 . The Boundary Conditions
We take

co 14 = 0 [31]
At the lowier boumdiary we assume sunfiace piessiune vaa>
iadions due to the earth ’s orography to be small pertur-
bations compared with the mean surface pressure . This
permits us to deal with linear boundary conditions and
simply connected domatos in each coordtoate pressure
surface . Hence

CO314 = vh ■ Vph [32]
where ph is the Standard pressure of the large -scale
smoothed orography and v is the wtod vector wüh cotrn-
pomemts u and1v. Vh is toterpaliated from

vh = (ph — p2) v8 — (ph — p 3) v2
p3 — p 2

For lateral boundary conditions we take

[33]

30
ÜF 0 [34]

V 2 0 = 0 [35]
9r
3t

0 [36]

It is neoessary to provide for predicting cbanges in r
in ander to determine <5 in [ 4] . This is accomplished by
negiecting evaporation sources ( 1) and. assuming a wa¬
ter vapor sink due to the immediate precipitation upon
the attaintog of Saturation of a material particle . Hence

d, " r = <5dl " rs = «5 Q o> [23]dt dt p
where Q/p is dln rs/dp along a moist adiabat . One can
determine the despendence of Q on T and rs in a mam-
ner similar to that used in deriving [ 5] :

Hence the condition on 00 can be obtatoed from [ 19] :

wk + v, = J (® k + i , ®k) [ 37]
f (Hd )k+ '4

where we have taken for H its Standard atmosphere
dry value at k+ 34 . We oan compute J ($ k + i , 0k) on
the boundary making use of [35] . Numberingthe hori¬
zontal grid points as in fig . 1 , then $ at the extemal
pornt 2 must be

0 g — 0 ] 0 3 04 + 4 0 Q. [38]

Q - « y + Bj =-L > oay — a + 1 [24]

Hence the equation for contdnuity of water vapor is

° = Dt + (| - är F) “ M

In vertical finite düfferences and uistog the geostroph-
ic approximation [25] becomes

[26)

For the puirpose of calculating (3r/3p ) k we assume r to
vary qu-adiratioally: Fig . 1

Typical horizontal mesh at a lateral boundary.

so that

(I ), - 1,
where A' ik can be computed onee and for all.

[27]

[28]

To compute <4 + 1/, in [20] , we need rk + j/..> which we
can determine from [ 27] :

3
rk + <4 = y_ ®i,k + '/.. r l [29]

To O'btain co at integral values of k in [26 ] , we linearly
interpolate

wk cuk + V-j + cok - V,
2

[30]

According to [ 5 ] , [24] , and [6] , f\ + ' 4 i,n [20] and Qk in
[ 26] are futnctiiious of T at k + Va and k, respectively . For
this purp ose T is calculated from [ 15 ] and [ 16 ] .

4 . Relaxation Methods

Eq . [21 ] can be solved by the extrapolated Liebmann
procedure outlined by C h a r n e y laindPhillips (3) .
The vertical motion equation [22] introduces additional
complexities . Upon finite differencinig the Laplacian
operator , [22 ] is of the form

(Hco ) — ;3
2 co = W [39]

Eq . [20] may be written in the form
H = ( l — c5) Hd + <5H ra [40]

where H<i is the dry adiabatic value and Hm the moist
adiabatiie value ofH . Therefore,H depends on co through
[4] ; and r , r s , Hd, Hm , and W are known variables . We
denote the iteration number by the anterior superscript
v. We scan from the lower left cornier of the grid , denot-
ing by the posterior subsciript, points in a k surface ar-
ranged as in fig . 1 , but where ( ) 0 is at an interior point.
Systems [39] , [40 ] , and [4] can be solved by the relaxa-
tion scheme
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Start

Test

from table

r > o

by relaxlng ( 21) wlth (54 ) , (35)

from ( 19)

Input

- Oj

from (29)

from table

set to zero

Fig . 2
Flow diagram for numerical solution of moist adiabatic

model equations.
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y M « o - { i - -* )
v

cü 0 + r + ,
(Ho)i+

+ "+ 1
(Hö>) 2 + v

(Hö>)a + v
(Ho>) 4 - Wo]

r VH = Hd + ( Hm - Hd )
vö

1 if VH < o settozero

0 if vco> 0 or r < rs
l if vo> < 0 and r = rs

X > 1 for over - relaxation
X < 1 for under -relaxation

5 . Computational Procedure

We will mow outline in sonne detail , by mieams of a flow
diagram , füg . 2, the order in which the model equations
are used . Where an Operation iis more or lese seLf-evi-
dant from precedent (e . g . (3)) , the details of this Opera¬
tion are not indicated in the flow diagram , e . g . , the for-
mation of the horizontal finite diifference operatons , the
map scaling , the time Integration , and the solution of
the absolute vo/rticity equiation [21] by reliaxation meth^
ods wihien co iis giveni. r iß the time Index auch , that
t = r A 't , where At is the time increment and t — 0 ini-
tial 'ly.

6. An Exeperimental Relaxation of the co
Differential Equation

It was desdrable to study the convergence of the itera-
r411 tive scheme [41] and also to obtain a rough estimate of
1 J the effect of heat of condensation at one time . To sdm-

plify matbers a 2-parameber model was constructed
with p the vertical coorctinate such that the vertical fi¬
nite difference Index k = 2 (p/P ) + V2. Hence we have
an equiation of the form of [39] applying to the k = 3/ s
lievel or p = 508 mb . For thiis experimient we take co = 0
on the lateral boundaries , and /?2 = constant « 2 f2
(A ®/Ap )2 = 0.72 x 10-4 cgs , where As iS' the horizontal
rnesh length . A reasoniable field of points where r = r B
was specified and the variability of H was sömplifiedi to

H = Hd = cornt . — 4 x MH cgs if S = 0

H = Hra = const . if <5 = 1

A number of experiments wäre performed in which
different values for Hm were used . These valiues were
confined to the ränge 0 < Hm < Hd . The field of W was
genienated by taking H = Hd everywhere and using a
field of co at 050 mb which had been obtain ed from a 3-
level model calculation . This field of co was also used
as the first giuess in the iterative scheme [41] .

vö - |

where j

Fig . 3
A field of vertical motion (cm sec - 1) assumed to occur with

dry adiabatic motions.

Fig . 3 shows the field ofw« —gqco for Hm = Ha . In
fig®. 4, the hatched areas oontaiiin poiints where r = r s .
These figures show the results of the reliaxation of Hm
= 0 for tho different scales of Saturation area . The va¬
lues of w where r = r s are considterably langer than in
the diry case , where a® the remaindier of the field of w
was handly infliuienoed. The Variation of the maximum
vaiue of w located in south -centinail . United States for

intermediaite values of Hm is sihown in fig . 5. These are
given in terms of the ratios of the modst to dry values
of w . It is quiife apparent that the tinfiliuience of the heat
of oondensation thirowgh the effective static stabiMty is
onie of destatoilization . It is , also to be noted thiat the
smiaililer the scale of oondensation the langer the vertical
motion ®.
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LARGESCALE

Fig . 5
The ratio of the moist -to-dry value of the maximum w locatedln south -central United States in figs. 3 and 4 for different

values of Hm/Hd-

Experimentetion with / to optimdze the convergence
rate indicates that for Hm ~ Hd, over - relaxation is Op¬
timum with a value X^ 1 .5. For Hm ^ Hd, under - nelaxa-
tion with X = 0 .25 for one to four iterations and then
over - relaxation with X = 1 .5 is Optimum *) . Convergence
to the criterion «"+% — vw < 0 .025 cm sec- 1 in a 10 x 29
grid iis accomplished by 9 iterations for Hm ~ Hd and 18
iterations for Hm < Ha in the case of the larger -scale
Saturation area . For the smälter scale , a greater number
of iterations is required.

7 . Analysis of „Dry -Adiabatic “ Precipitation
Predictions

Four precipitation predictions assuming dry adiabatic
processes were prepared in addition to thetwopublished
in (1) . The results are sumarized in figs . 6 . Although 36-
hour predictions were prepared , the degenieracy was al-
ready quite evident within 12 hours , hence only the 12-
hourly precipitation is shown . The lower figune is a
qualitative verification accordimg to rain or no-rain.
The upper diitagram is a quantitative verification of the
predicted precipitation against the spatdal average of
the observed precipitation taken over a grid square (ap-
proximately 90,000 km 2) . The verification areas were re-
stricted to hourly precipitation reports which were im-
mediately avadlable . Whereas the qualitative verifdca-
tion is fairly acceptable , the magnatude of these prediic-
tioos is too small generally by at lieast a faetor of 6 and
by as much as a faetor of 35 . Om the othier hand , the two
cases computed in (1) verified to within a faetor of ap-
proximately two or three.

In order to estimate the effect of heat of condanisation
and variable stetic stability , the initial observed value
of H at 800 mfo was computed from [9] for some points
in the vicinity of maximum observed average precipita-
tion . Thdte was also done for the two cases pubbshed in
(1) . Füg. 7 shows a plot of H/Ha vs . P 0/Pp for these selec-
ted points , where F p/P 0 is the ratio of predicted precipi¬
tation to observedHaverage precipitation . We see that
P 0/Pp tends to increase with decreasing H/Ha . In parti-

cular , the two xeLatively good predictions pubüshed in
( 1) , November 5,1963 , and November 24,1050 , have neia-
tively lange values of H/Ha . The Situation ® of August 17,
IS, 1066 , are Hurricane Diane and are particulary small
in scale . In these cases the ratio P 0/Pp was 35 and 20, re-
spectiveLy , at the precipitation maximum . On the other
hamd , thisi ratio was approximately 6 for the November
2,1065, lanid October 13,1956 , Situation ®, which were Lang¬
er in scale . Thiis is consdstent with the resuflits of the
experimental computations which showed that for a
given value of Hm/Hd, the smaller the scale of oondiem-
satiom the larger the vertiea ! motion . Sinoe comvective
instefoility was evident in all four cases , but to a greater
extern! iln the 'hurricane Situation ®, part of the däscrep-
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Hd is the assumed constant value of H in calculating P D. H isthe actual value corresponding to the observed precipitation P Q.

(c)

PREDICTEÜ
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NOV. 2, 1955

Fig . 6
Verification of “dry -adiabatic “ precipitation predictions with
linearized static stability . is the predicted precipitation in
inches/12hrs . P 0 is a spatial average of the observed precipita¬tion in inches/12hrs . The verification period begins at 1500 z

from the dates given.

aney must be attributed to convective precipitation,
although it is difficult to make a quanititive estimate . A
more conclusive verification of the hypothesis wäll be
possible when the System of prediiction equations are
actually integrated.

Fig.. 7 demonstrates the typical variabüity of H in the
atmosphere . The major deviations from the Standard
value , Hd , result from heat of condensation . Althoughthe contributlion from variable static stability is less, it
is still Siignificant.

It is of iuterest that most of the selected poinis in
fig.7 fall in thie ränge H<jQ. In the light of earlier discus-
siion, these represent convective instability . For the pom¬
pöses of the large -scale precipitation , these should be
cansidiered as H = 0 . However, since the small-scale
dowmward motionis do not yield negative precipitation,
the large-scale average effect of the convective motions
is to increase the total precipitation.

Observation® show a marked tendency for precipita¬tion to occur where the relative humidity is less; than
100 per cent . This may be a result of instrumental lag or
of real pre- siaturation. In a Situation where there islike-
ly to be considerable large-scale condensation , the effect
of requiring 100 per cent relative humidity iis to undier-
predict because of a delay in attaining Saturation . The
precipitation calcuiations were redone requiiring only
80 per cent relative humidity for precipitation to occur.
The result is that the boundtaryof the precipitation airea
is slightly enlarged and the maximum is increased by
less than 10 per cent.

8 . Concluding Remarks
To account for the observed large-scale precipitation

and the vertical motions they imply, one must take ac-
count of heat of condensation, variable static stability,
and convective instability . Although the first two can be
dealt with dyniamicaliy, only the qualitative occurrence
of the latter can b4 determined . Nevertheles®, heat of
condensation and variable static stability can account
for an order of magruitude increase in the vertical mo-
tionis computed from dry adiiiabaitic quasi-limaarized
barocliniic motdelsi . A more preoilse study of the effect
will be possible when the meist adiiiabatic model equat-
ions are actuailly imtegrated. Tlhe program for such a
calculation by means of a high-speed Computeris in the
process of betrug prepared.

With large-scale vertical motions of the order of
30 cm sec-1, some quiestion -i® raiised as to the valiiddty of
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the geostrophic approximation or of the quasi nondiver-
giemt approximation applied tbrough the balance equa-
tions (see (4) for insfcance) . However , since such large
vertical motkxnis would . oceur io small legtoosi , the local
iovalMtisty of the fflitarding approximiaitdion miay oot be
cmcilail. The quaisi hordizonitail approxiilmatbi 'on. may also ibe
sulbject ix> sonne questiion.

Since heat of condensation is a destabilizing influence,
one might aniticipate overpredicting cyclogenesds . On
the other hand , if one wtere to include the stabilizmg in-
fluence of the stratosphere on baroclioic instability (5) ,
the two effects - would tend to compensate.
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Abstract

The Joint Numerical Weather Prediction Unit (JNWP
Unit ) — established in Washington , D . C . by the Joint
Meteorological Committee on 1 July 1954 , and jointly
staffed , financed , and administered by the U . S . Air
Force , Navy , and Weather Bureau — has been pro-
ducing daily numerical forecasts on a routine basis
since 6 May 1955 . The forecasts are computed by an
IBM Model 701 Electronic Data Processing Machine,
a hilgih speed aotomiaitiic Computer of sliinigilie -addireßs,
stored -program type . The machine ’s high -speed elec-
trostatic memory (Williams tube ) has a storage capa-
city of 4096 seventeen -bit half words (also addressable
as full words ) , supplemented with magnetic drum and
tape units of much larger capacity . With optium pro-
gramming , the multiplication time is 256 microseconds.
Ixipuit iis1by eard readier , and output iby caird' punch and/
or printer.

The forec -aisit beding prepared at the present time
are of three types:

1 ) Forecasts of the heights of the 1000 , 700 and 500
millibar surfaces and vertical air speed at the 800 and
550 millibar surfaces , based on the equations for the
Charney - Phillips 1 ( 1953) 3-lieviel modeik Fore¬
casts for periods of 24 and 36 hours are computed
once daily from 1500Z initial data . Initial heights at
the points of a grid slightly larger than the U . S.
( 19 x 29 points about 275 kilometers apart ) are obtained
by automatic analysis of original teletype reports,
supplemented by manually interpolated heights over
oceans . Computation of forecasts begins at about 2200Z,
and 36 hour forecasts are usually printed out and
automatically analyzed by 2330Z . Copies are distributed
to the three supporting Services , with extra copies to
the National Weather Analysis Center (NWAC ) , which
is responsible for the preparation of short ränge area
prognosis over the U .S . The forecasts are also relayed
via facsimile over some Air Force and Navy circuits.

2 ) Forecasts of the height of the 500 millibar surface,
based on the vorticity equation for the nondivergent
barotropic model . Forecasts for periods of 24 , 48 , and
72 hours are computed once daily from 0300Z initial
data . Initial 500 millibar heights are interpolated man¬
ually at the points of a large grid centered on S . Ca-
nada (20 x 23 points spaced about 550 kilometers apart ) .
Thie initial stneam -func täiow iis obtaitnied; by solving the
socalledi “biaiiancie“ equiatiion . Computation of the fore-
cast begins at about 1630Z , and the forecasts are
usually completed , printed out , and automatically
analyzed by 1730Z . Distribution is the same as for
3 -level forecasts , but only the 72 hour forecasts are
relayed over facsimile circuits.

3 ) Forecasts of the heights of the 1000 and 500 milli¬
bar surfaces and the vertical air speed at the 500 milli¬
bar surface , based on the equations for the Thomp¬

son “thermotropic “ model . These forecasts , which in-
clude the effects of major terrain features , are comp¬
uted four times a week (Tuesday through Friday ) from
0300Z initial data . At the present time , initial data are
interpolated manually at the points of a very large
grid centered on S . Canada ( 30 x 34 points spaced about
300 kilometers apart ) . Computation of the forecasts
begins about 1000Z , and 36 hour forecasts are usually
printed out and automatically analyzed by 1200Z . At
present , distribution of these experimental forecasts
is limited to the central Offices of the supporting Ser¬
vices . It is expected that they will replace the present
3-level forecasts in the near future.

Over a period of five months , the relative accuracy
of the barotropic forecasts , the 3-level forecasts , and
the Prognose ® prepared ; stulbjectiively by the NWAC miay
be summarized as follows : The accuracy of the baro¬
tropic 500 millibar forecasts , as revealed by the Si-
scores * *) officially adopted by the NWAC , is slightly
but not significantly better than the 5001 millibar
forecasts based on the 3 -level model . Both are quite
as good as the subjective 500 millibar forecasts prep-
ared by th (e NWAC . Jiudged ! subjectively , the 1000
millibar forecasts based on the 3- level model are
slightly worse than the NWAC prognoses.

Very recent changes of operating procedure , such as
the use of ia balianced noogeostrophiic initial wind fieild
for the barotropic forecasts , hiave nesuited in a per-
ceptible increase in the accuracy of numerical fore¬
casts of 500 millibar height . Moreover , 500 millibar
forecasts based on the thermotropic model have
established a clear and consistent advantage over sub¬
jective forecasts since the former were initiated on
3 April 1956 . The thermotropic 1000 millibar forecasts
are comparable in quality to the subjective forecasts.

As would be expected , the performance of numerical
forecasts deteriorates with decreasing data coverage
and increasing length of forecast period . About three
days appeiairs to be the upper liimiiit on the perdiod . of
useful forecasts , with present data coverage and with
the relatively crude physical models now in use.

Daily inspection and post mortem analysis of over
five hundred routine numerical forecasts have revealed
that they suffer from several different types of syste-
matic error , the most serious of which are listed below,
together with their most plausible explanations.

1 ) False “ baroclinic “ anticyclogenesis , confined
mainly to the lowest layers and resulting in strong
intensification of the associated minimum of absolute
vorticity — probably due to replacement of true abso¬
lute vorticity and true static stability by constant

♦) A more complete report has been submitted for publi-
cation in the Bulletin of the American Meteorological Society.

**) Essentially a measure of the ratio of the RMS vector
error in forecast geostrophic wind to RMS geostrophic wind.
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Standard values, where they enter undifferentiated in
the original vorticity and adiabatic equations . Thermo-
tropic forecasts made with and without this type of
“linearization“ indicate that the explanation above is
at least partially correct.

2) False “barotropic “ anticyclogenesis , producing
height errors of equal magnitude at all levels , most
frequently along warm ridges (subtropical highs ) .
Judging from comparisons between barotropic fore¬
casts made from initially geostrophic wind fields and
from inltfiaMy nowgieoistiraplhiic (balanoed ) wtad fiieidls,
this type of error is due to the geostrophic approx-
imation.

3) Errors due to incorrect specification of lateral
boundary conditions . These errors may contaminate an
area half the size of the U . S . in 36 hours . As indicated
earlier , this difficulty has been met by extending the
grid so far that the central portions are unaffected
during the forecast period.

4) Errors doe to 'incorrect specification of lower
boundary conditions , frequently manifested in under-
prediction of cyclogenesis in the lee of the Rocky
Mountains . The effect of large scale irregularities of
terrain has been incorporated in both the thermotropic
and 3-level models , with generally favorable results.

5 ) Systematic underprediction of speed of medium-
scale features and growth of quasi - random , small -scale
fluctuations -probably due to truncation error in ap-
proximating derivatives by finite differences . Numer-
ical experiments have shown that these errors are
correctable by:

(a ) use of higher order finite - difference approx-
imations , coupled with

(b ) intermittent application of smoothing operators,
which remove components with wavelengths of
2—4 grid intervals but which leave larger scale
components intact.

As a result of the numerical experiments outlined
briefly above , the JNWP Unit is either in the process
of introducing , or soon plans to introduce appropriate
modifications into its routine of operational foecasting.
At the present time , the research staff of the JNWP
Unit is concentrating on the development of nongeo-
strophic baroclinic models suitable for routine use.

In summary , it is our opinion that:
1 ) Numerical methods of short ränge area prognosis

have already equalled the capabilities of subjective
methods , and have exceeded them in ability to predict
the pressure and flow patterns in the middle tropo-
sphere for periods of 36—72 hours . It is significant that
numerical prediction , in its earliest stages , has essent-
ially matched the wisdom and skill attainable from
20 years of a senior forecaster ’s experience.

2 ) Numerical prediction is still in the highly ex¬
perimental stage , and has not yet reached its full po¬
tential . Present methods suffer from a variety of
errors , which , although serious , have plausible ex-
planations in existing theory . Accordingly , one should
expect a continuous and gradual increase in forecasting
accuracy as the underlying theory approaches greater
generality.

3 ) The application of present and anticipated methods
of numerical prediction is eminently feasible , from the
standpoints of both engineering and economy.

Zusammenfassung
Die am 1 . 7 . 1054 von 1 dem Joint Meteorologioal

Committee in Washington D . C . gegründete und von

der US Air Force , Navy und Weather Bureau gemein¬
sam personell besetzte , finanzierte und verwaltete
Joint Numerical Weather Prediction Unit (JNWP Unit)
hiaib seit dem 6. Mal 10*5)5 tiägiliiich numerische Wetter¬
vorhersagen auf routinemäßiger Basis aufgestellt . Die
Vorhersagen werden mittels einer Elektronen -Rechen-
miaschünie , Modell IBM 701, einer automatischen Hoch-
geschwindigkeitsmaschine , beredinet . Das hochge-
schwindige elektrostatische Gedächtnis (Williams tube)
hat eine Speicherkapazität von 4090 17-doalstelligen
Halbwörtem , ergänzt durch Magnettrommeln und Bän¬
der von sehr viel höherer Kapazität . Bei günstigster
Programmierung beträgt die Multiplikationszeit 256
Mikrosekunden.

Die Eingabe erfolgt durch Kartenabfühler , Ausgabe
durch Kartenstanzer bzw . Drucker.

Die Vorhersagen , die gegenwärtig berechnet werden,
sind dreierlei Typs:

1) Vorhersagen der Topographien der 1000- , 700 - und
500'-mb -Flächen und der Verftikalfoewegrunig im 800-
und 550-mb -Niveau mit Hilfe der Gleichungen dies
Charney - Phillips - Modells ( 1953) . Vorhersagen
für 24 und 36 Stunden werden täglich einmal mit den
Baten des 1500 Z-Tenmäns berechnet . Die Anfangs¬
höhen an den Punkten eines Gitters , welches etwas
größer ist als das Gebiet der USA (19 X 29 Punkte mit
etwa 275 km Abstand ) werden durch automatische
Analyse aus den Original -Fernschreiben gewonnen
und durch miainuiell interpolierte Höhen über den Ozea¬
nen ergänzt . Die Berechnung der Vorhersage beginnt
um etwa 2200Z ; die 36-stündigen Vorhersagen werden
ungefähr um 2330Z von der Maschine ausgedruckt und
automatisch analysiert . Kopien werden an die drei die
JNWP -Unit unterstützenden Dienste weitergegeben,
mit einer Sonderkopie für das National Weather Ana¬
lysis Center (NWAC ) , welches für die Herausgabe kurz¬
fristiger Vorhersagen in den Vereinigten Staaten ver¬
antwortlich ist . Die Vorhersagen werden auch durch
Faksimile über einige Luftwaffen - und Marinenetze
weitergegeben.

2 ) Vorhersagen der absoluten Topographie der 500-
mb -Fläche mit Hilfe der Vorticity - Gleichung für das
divergenzfreie barotrope Modell . Auf Grund der 0300Z-
Daten wird täglich einmal eine 24- , 48- und 72stündige
Vorhersage berechnet . Die Anfangswerte der 500 -mb-
Topographie werden manuell an den Gitterpunkten
eines großen Gitternetzes interpoliert , dessen Zentrum
über Südkanada liegt (20 X 23 Punkte mit ungefähr
550 km Abstand ) . Die Stromfunktion des Ausgangs¬
feldes wird durch Lösung der sogn . Balance - Gleichung
gewonnen . Die Berechnung der Vorhersage beginnt um
etwa 1630Z und ist einschließlich automatischer Ana¬
lyse um 1730Z beendet . Der Verteiler ist der gleiche
wie in 1 ) , doch wird nur die 72- stündige Vorhersage
durch Faksimile verbreitet.

3 ) Vorhersagen der 1000- und 500-mb -Fläcben und
der Vertikalgeschwindigkeit im 500-mb -Niveau mit
Hilfe der Gleichungen für Thompsons „thermo¬
tropes “ Modell . Diese Vorhersagen , welche die Haupt¬
effekte der Gestalt des Erdbodens berücksichtigen,
werden viermal wöchentlich (Dienstag bis Freitag ) aus
den 0300Z -Daten berechnet . Gegenwärtig werden die
Anfangsdaten manuell interpoliert , und zwar an den
Punkten eines sehr großen Gitternetzes , dessen Zen¬
trum über Sükanada liegt (30 X 34 Punkte , ungefähr
300 km Abstand ) . Die Berechnung der Vorhersagen
beginnt um etwa 1000 Z. Die 36-ständigen Vorhersagen
sind einschließlich automatischer Analyse um etwa
1200Z fertig . Gegenwärtig werden diese versuchs¬
weisen Vorhersagen an die Zentralämter der drei ge¬
nannten Dienste weitergegeben . Es wird erwartet , daß
diese Vorhersagen die gegenwärtigen 3-Schichten -Vor-
hersagen in Kürze ersetzen werden.
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Für einen 5 -monatigen Zeitabschnitt kann die relative
Güte der bar 'otropen Vorhersagen , der 3-Schichten-
Vorhersagen und der subjektiven Vorhersagen des
NWAC wie folgt zusammengefaßt werden : Die Güte
der barotropen 500-mb - Vorhersagen , entsprechend dem
vom NWAC offiziell verwendeten Si -Maß *) , ist etwas,
aber nicht wesentlich besser als die 500 -mb -Vorhe r-
sage des 3-Schichten -Modells . Beide sind ungefähr so
gut wie die subjektive 500-mb -Vorhersage des NWAC.
Subjektiv beurteilt , sind die 1000 -mb -Vorhersagen des
3-Schichten -Modells etwas schlechter als die des
NWAC.

Die kürzliche Einführung eines nicht -geostrophischen
Anfangs -Windfeldes für die barotrope Vorhersage hat
eine merkliche Verbesserung der Güte der numeri¬
schem VoirhierBiaigie lim 5iOO-mib -Niveau -ertgiebem. Außer¬
dem haben sich mit Hilfe der 500-mb -Vorhersagen auf
Grund des thermotropen Modells klare Vorteile gegen¬
über den subjektiven Vorhersagen ergeben , seitdem
die ersteren am 3 . 4. 1956 eingeführt wurden . Die ther¬
motropen 1000 -mb -Vorhersagen sind in ihrer Qualität
mit den subjektiven Vorhersagen vergleichbar . Wie
erwartet , verBchülechteirm sich die nomeitischem Vorher¬
sagen mit abnehmender Dichte der Beobachtungs¬
daten und mit zunehmendem Vorhersagezeitraum.
Etwa drei Tage scheinen die obere Grenze einer
brauchbaren Vorhersage zu sein , jedenfalls bei dem
gegenwärtigen Beobachtungsnetz und den z . Z . in Ge¬
brauch befindlichen relativ groben physikalischen Mo¬
dellen . Die tägliche Durchsicht und nachträgliche Ana¬
lyse von über 500 numerischen Routine -Vorhersagen
haben gezeigt , daß sie an mehreren systematischen
Fehlern kranken . Die bedeutendsten von ihnen wer¬
den zusammen mit einer plausiblen Erklärung nach¬
folgend aufgeführt.

1) Fälsche banokldne Antizyklogenesie, , hauptsächlich
beschränkt auf die unteren Schichten , mit einer star¬
ken Intensivierung des entsprechenden Minimums der
absoluten Vorticity — wahrscheinlich darauf zurück¬
zuführen , daß die wirkliche absolute Vorticity und
statische Stabilität durch konstante Standardwerte er¬
setzt wird , wo diese Größen undifferenziert in der
Vorticity - und Adiabatengleichung auf treten . Thermo¬
trope Vorhersagen mit und ohne diese Art von „ Li¬
nearisierung “ zeigen , daß die obige Erklärung minde¬
stens teilweise richtig ist.

2) Falsche bainotrope Antizyklogenesie , welche Geo-
potentialfehler gleicher Größenordnung in allen
Schichten erzeugt und welche am häufigsten entlang
warmer Rücken (subtropische Hochs ) auftritt . Verglei¬
che zwischen barotropen Vorhersagen mit einem geo-
strophischen Anfangswindfeld und einem nicht -geo¬
strophischen (Balance - Gleichung ) Anfangs windfeld
zeigen , daß dieser Fehler auf die geostrophische Ap¬
proximation zurückzuführen ist.

3 ) Fehler infolge unkorrekter Spezifizierung der seit¬
lichen Randbedingungen . Diese Fehler beeinflussen

*) Ein Maß für das Verhältnis der Streuung des vorherge¬
sagten geostrophischen Windes zum eingetretenen geostrophi-
schen Wind.

nach 36 Stunden ein Gebiet von der Hälfte der Ver¬
einigten Staaten . Wie vorher bereits festgestellt wurde,
konnte diese Schwierigkeit dadurch überwunden wer*
den , daß dap Gitternetz so weit ausgedehnt wird , daß
seine zentralen Gebiete während der Vorhersagezeit
nicht erfaßt werden.

4) Fehler infolge unkorrekter Spezifizierung der un¬
teren Randbedingungen wirken sich am häufigsten in
einer zu gering berechneten Zyklogenese im Lee der
Rocky Mountains aus . Der Effekt großräumiger Hö¬
henunterschiede im Terrain wurde sowohl ins thermo¬
trope als auch ins 3*Schichten -Modeil mit günstigem
Ergebnis eintoezogen.

5) Systematisch zu langsame Berechnung der Ge¬
schwindigkeit mittelräumiger Feldeigenschaften und
das Anwachsen willkürlich kleinräumiger Schwankun¬
gen sind wahrscheinlich auf den Verfahrensfehler
(truncation error ) zurückzuführen , indem die Ablei¬
tungen durch endliche Differenzen ersetzt werden . Nu¬
merische Experimente haben gezeigt , daß diese Fehler
korrigiert werden können durch:

(a) Verwendung von Differenzapproximationen hö¬
herer Ordnung zusammen mit

(b) zeitweiser Anwendung von Glättungsoperatoren,
welche Komponenten mit Wellenlängen von 2—4
Gitterintervallen beseitigen , jedoch die großräu¬
migen Komponenten unberührt lassen.

Als Ergebnis der numerischen Experimente , die oben
kurz beschrieben wurden , führt die JNWP -Unit gegen¬
wärtig zweckmäßige Modifikationen in ihre Routine¬
arbeiten ein bzw . plant dies . Zur Zeit konzentriert sich
die Forschungsgruppe der JNWP -Unit auf die Ent¬
wicklung nicht -geostrophischer barokliner Modelle , die
zur routinemäßigen Verwendung geeignet sind.

Zusammenfassend vertreten wir folgende Ansicht:

1) Numerische Methoden für kurzfristige Vorher¬
sagen sind bereits mit den subjektiven Methoden ver¬
gleichbar und haben sie darin übertroffen , daß sie
das Druck - uod Strömumgisfelid der mi 'ttäleran, Tropo¬
sphäre auf 36 bis 72 Stunden vorausberechnen können.
Es ist bedeutend , daß die numerische Vorhersage be¬
reits in ihren Anfängen das Wesentliche der Kennt¬
nisse uind Erfahrungen eines 20 Jahre tätigten Fone-
casters erreicht hat.

2 ) Die numerische Vorhersage befindet sich noch in
einem Experimentierstadium und hat noch nicht volle
Wirksamkeit erreicht . Die gegenwärtigen Methoden
kranken an einer Reihe von Fehlern , die — wenn auch
ernsthaft — doch eine plausible theoretische Erklärung
haben . Daher darf man eine ständige Verbesserung der
Vorhersagegüte erwarten , und zwar in dem Maße , wie
die zugrundeliegende Theorie ausgeweitet wird.

3 ) Die Anwendung der gegenwärtigen und zukünfti¬
gen Methoden der numerischen Wettervorhersage ist
sehr ausbaufähig , sowohl vom technischen wie auch
vom wirtschaftlichen Standpunkt.
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A Theory of Large -Scale Disturbances in Nongeostrophic Flow *)

by

Philip Duncan Thompson

Abstract
TIhe primary adm of tbiis anticle is to dierdve a com-

plete System of modified hydrbdynamical equations
which govern a large dass of “meteorological “ motions
of the atmosphere , but which cannot generate Solutions
corresponding to sound and gravity waves . The latter
have no significant effect on the behavior of the liarge-
scale disturbances ; they do , however , create serious
computational Problems (through the mere possibility
of their mathematical existence ) , and cannot be resolved
by measurements at widely separated points.

By a detailed analysis of the motions of a linear
System , it has been found that the omission of the total
derivative of the horizontal divergence from the d 'iver-
gence equation is necessary to exclude gravity -wave So¬
lutions . In effect , this modification diverts all of the
transformed internal and potential energy into thewave
energy of the large -soale disturbances . In slightlystron-
ger form , this type of modification is also su'fficient to
exclude gravity -wave Solutions from the general non-
linear equations , and is essentially a generalization of
the “filtering approximations “ introduced by C h a r -
ney ( 1948) .

The scheme proposed for integrating the modified
non -linear equations is an iterative rnethod , whereby
a conditionally convergent sequence of approximate So¬
lutions can be generated from a known initial distribu-
tion of pressure . This rnethod is applied to the solution
of a System of equations which is one order of approxi-
mation higher than the equations of quasigeostrophic
motion , and provides the basis for a practicable rnethod
of numerical forecasting.

The average rate of “ development “ or increase of the
total rotational energy has been investigated in the
casie of the general two -lievel model , and compared with
the average rates of development in the quasi -geostro-
phic model and the quasi -nondivergent models recent-
ly proposed by K u o and others . The mechanism of in-
stability , whereby potential energy is transformed into
rotational energy or kinetic energy of the amplifying
disturbances , is found to be the same in all cases . Other
conditions remaining the same , however , the average
rate of development in the quasi -geostrophic and quasi¬
nondivergent models is exactly twice that in the gene¬
ral divergent model . Such differences are not apparent
in very nearly barotropic flow , but become more accen-
tuated in cases of strong baroclinc development . These
results , which may account for a general tendency to
overpredict increaisies' in total kinetic energy in quasi-
geostrophic baroclinic models , indicate that the horizon¬
tal advection of absolute vorticity with the divergent
component of the wind is an important effect in strong-
ly bairoclintic flow.

Finally , we have proposed a relatively simple “diver¬
gent “ nongestrophic model , in which the filtering is ac-
complished by introdücing the geostrophic approxima¬

tion into the adiabatic equation . The velocity potential
and vertical air speed are related to the streamfunction
through a pair of linear diaigmositic equaitäonia Both of
the latter are of elliptic type , and can be solved ' by
welikniown numerical metbodis.

Zusammenfassung
Das Hauptziel dieser Arbeit besteht darin , ein voll¬

ständiges System modifizierter , hydrodynamischer Glei¬
chungen abzuleiten , die eine große Klasse „meteorolo¬
gischer “ Bewegungen der Atmosphäre beherrschen , die
aber keine Lösungen für Schall - und Gravitationswel¬
len enthalten . Die letzteren sind ohne bedeutende Wir¬
kung auf das Verhalten großräumiger Störungen ; sie
bedingen jedoch unangenehme mathematische Proble¬
me , die nicht durch die Weitmaschigkeit des Beobach¬
tungsnetzes ausgeschaltet werden können.

Aus einer detaillierten Analyse eines linearen Glei¬
chungsystems ergab sich , daß die Vernachlässigung
der individuellen Ableitung der horizontalen Divergenz
in der Divergenzgledchung notwendig ist , um Lösungen
für Gravitationswellen auszuschließen . Tatsächlich lenkt
diese Modifikation alle transformierte innere und po¬
tentielle Energie in die Wellenenergie großräumiger
Störungen . Diese Art der Modifikation ist auch hinrei¬
chend , Lösungen für Gravitationswellen aus den allge¬
meinen nicht -linearen Gleichungen auszuschalten und
bedeutet im wesentlichen eine Verallgemeinerung der
Filterapproximationen , die von C h a r n e y ( 1948) ein¬
geführt wurden.

Das Schema , welches für die Integration der modifi¬
zierten nicht - linearen Gleichungen vorgeschlagen wird,
besteht in einer Iterationsmethode , wobei eine bedingt-
konvergente Folge von approximativen Lösungen aus
einer bekannten Anfangsverteilung des Druckfeldes er¬
zeugt werden kann . Diese Methode wurde auf die Lö¬
sung eines Gleichungssystems angewandt , welches einer
besseren Approximation als der geostrophischen ent¬
spricht und liefert die Grundlage für eine praktisch an¬
wendbare Methode der numerischen Vorhersage.

Die durchschnittliche „Entwicklung “ oder Zunahme
der gesamten Rotationsenergie wurde für den Fall eines
allgemeinen Zwei -Schichten -Modells untersucht und
mit der durchschnittlichen Entwicklung quasigeostro-
phischer und der kürzlich von K u o und anderen vor-
geschtegeruen quasi - diiverigenizfrietenModelle verglichen.
Der Vorgang der Instabilität , bei welcher potentielle
Energie in Rotationsenergie der anwachsenden Störun¬
gen umgewandelt wird , hat sich in allen Fällen als
gleich erwiesen . Auch andere Bedingungen bleiben
gleich , jedoch ist der mittlere Betrag der Entwicklung
in quasigeostrophischen und quasi -divergenzfreien Mo¬
dellen genau doppelt so groß wie in allgemeinen Model¬
len unter Berücksichtigung der Divergenz . Solche Diffe-

*) Most of the material included in this lecture appeared in
an article under the same title in Journal of Meteorology 13,
251 -267 (1956) .



renzen sind in nahezu barotropen Störungen nicht of¬
fensichtlich, treten jedoch in Fällen starker barokliner
Entwicklung mehr hervor . Diese Ergebnisse sprechen
dafür , daß die Zunahme der kinetischen Energie in
quasi-geostrophischen baroklinen Modellen zu groß aus¬
fällt und kennzeichnen, daß die horizontale Advektion
der absoluten Vorticity mit dem Divergenzanteil des
Windes einen bedeutenden Effekt in stark baroklinen
Strömungen ausübt.

Schließlich haben wir ein relativ einfaches „divergen¬
tes“ nichtgeostrophisehes Modell vorgeschlagen» bei dem
die Filterung durch Einführung der geostrophischen
Approximation in die Adiabatengleichung bewerkstel¬
ligt wird . Geschwindigkeitspotential und Vertikalbewe¬
gung stehen zur Stromfunktion durch ein Paar linearer
diagnostischer Gleichungen in Beziehung. Beide sind
von elliptischem Typ und können durch bekannte nu¬
merische Methoden gelöst werden.
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A Theory of Ultra Large-Scale Turbulence and Long Period Velocity Variations
in Barotropic Flow *)

by

PhilipDuncanThompson

Abstract

By combining an equation for the Conservation of zo¬
nal momentum with the eddy vorticity equation for
nondivergent barotropic flow through a channel , it has
been found possible to express the time variations of the
longitude -averaged zonal wind in terms of the mean
zonal wind ) itstelf and ceartiadn statistics of the edldly velo-
ciity field . In large -scale turbulence . . . where the cha¬
racteristic dimension of the eddies is comparable with
the entire “width “ of the flow . . these eddy statistics
take on the properties of autocorrelatiom functions;
thus , they depend primarily on the overall scale of the
eddies and intensity of turbulence , rather than on de-
tails of the flow pattern . Changes in the scale and in¬
tensity of large -scale turbulence are related to changes
in the mean zonal flow through the principles of Con¬
servation of total kinetic energy and variance of vorti¬
city . Unider a general hypothesis regarding the “ stabili-
ty “ of the eddy statistics , the equations for the zonally-
averaged motion comprise a complete System of non¬
linear equations , which can be integrated by finite -sum
and -diiffenenoe methodis «. Accordinigly , these equations
constitute a mathematical theory of large -scale “ free“
turbulence , and provide the basis for a numerieal me-
thod of predicting the zonally - averaged motion.

With the assumption that the eddy scale is invariant,
the equation governing the mean zonal wind takes a
form related to that of the classical wave equation . Nu¬
merical integrations of this equation verify that extre¬
mes of mean wind (e . g ., pronounced jets ) maintain
their identity over long periods of time , and migrate
either northward or southward (or in both directions at
once ) in a very regulär way . . . a phenomenon that has
been observed by Riehl et al ( 1950) . The results also
show that a strong jet in the mean westerlies tends to
sp -liit iinto two weaker jets 1, which then miove in opposite
directions to produce the separated double jet structure
typical of widespread blocking . The latter has been des-
cribed as a characteristic denouement from strong zonal
flow by Cressman ( 1950) . The theoretical speed of
migration of extremes in the mean zonal wind is found
to agree closely with the observed speed in a case where
published data are available.

Since tihesie fiea'fcunes of lionig-period velocity variations
— the most striking and regulär discovered to date —
have a characteristic time scale of a week or two , nu¬
merical prediction methods based on the present theo¬
ry show some promise of aiding in the preparation of
extended -iranige forecasts.

Zusammenfassung

Durch Kombination einer Gleichung für die Erhal¬
tung des Zonalimpulses mit der Störungsvorticityglei-
chung für divergenzfreie barotrope Strömungen in
einem Kanal ist es möglich , die zeitlichen Änderungen

der über die geographische Länge gemittelten Zonal¬
geschwindigkeit durch die mittlere Zonalgeschwindig¬
keit selbst und bestimmte statistische Eigenschaften des
Geschwindigkeitsfeldes der Störungen auszudrücken . In
großräumiger Turbulenz — wo die charakteristische
Wellenlänge der Störungen mit der gesamten Ausdeh¬
nung der Strömungen vergleichbar ist — nehmen diese
statistischen Größen des Störungsfeldes die Eigen¬
schaften von Autokorrelationsfunktionen an ; daher
hängen sie in erster Linie von der mittleren Größe der
Störungen und der Intensität der Turbulenz ab und
nicht so sehr von den Einzelheiten des Strömungsfeldes.
Änderungen in der Ausdehnung und Intensität groß¬
räumiger Störungen stehen in Beziehung zu Änderun¬
gen der mittleren Zonalströmung , und zwar durch die
Prinzipien der Erhaltung der gesamten kinetischen
Energie und Vorticity -Ab weichungen . Unter der An¬
nahme allgemeiner Hypothesen betreffend die Stabili¬
tät der statistischen Größen stellen die Gleichungen für
die zonal gemittelte Strömung ein vollständiges System
nicht - linearer Gleichungen dar , welches durch Differen¬
zenmethoden gelöst werden kann . Entsprechend stellen
diese Gleichungen eine mathematische Theorie groß¬
räumiger „ freier “ Turbulenz dar und liefern die Grund¬
lage für eine numerische Methode zur Vorhersage der
zonal gemittelten Strömungen.

Unter der Annahme , daß die Ausdehnung der Stö¬
rungen unveränderlich ist , nimmt die Gleichung für die
mittlere Zonalströmung die Form der klassischen Wel¬
lengleichung an . Numerische Integrationen dieser Glei¬
chung zeigen , daß Extreme des mittleren Zonalwindes
(z . B . ausgeprägte Strahlströme ) ihre Eigenheit über
lange Zeitperioden aufrechterhalten und nordwärts oder
südwärts oder in beiden Richtungen in sehr regelmäßi¬
ger Weise wandern — ein Phänomen , das von Riehl
und anderen ( 1950) beobachtet wurde . Die Ergebnisse
zeigen auch , daß eine starke Strahlströmung die Ten¬
denz hat , sich in zwei schwächere Strahlströme aufzu¬
spalten , die sich dann in entgegengesetzten Richtungen
bewegen , um die doppelte Strahlstromstruktur zu er¬
zeugen , welche für Blockierungen typisch ist . Das letz¬
tere wurde als charakteristisch für die Ausgangssitua¬
tion starker Zonalströmungen durch Cressman (1950)
beschrieben . Die theoretische Verlagerungsgeschwindig¬
keit der Extreme der mittleren Zonalströmung stimmt
in einem Fall , wo veröffentlichte Beobachtungsdaten
zur Verfügung stehen , gut mit der beobachteten Ge¬
schwindigkeit überein.

Da diese Merkmale langperiodischer Geschwindig¬
keitsänderungen — die auffallendsten und regelmäßig¬
sten , die bisher entdeckt wurden — ein charakteristi¬
sches Zeitmaß von 1—2 Wochen aufweisen , versprechen
numerische Methoden «auf Grund dieser Theorie einigen
Nutzen bei der Aufstellung langfristiger Vorhersagen.

*) An article , containing substantially the same material in-
cluded in this lecture , has been submitted for publication in
Tellus.
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Ober den Einfluß der Orographie auf den meridionalen makroturbulenten Impulstransport
in der Atmosphäre

’ )

von

Friedrich Wippermann

Zusammenfassung
Fast alle quantitativen Untersuchungen , die sich mit

zeitlichen Mittelwerten einer atmosphärischen Feld¬
größe befassen , machen die Auswertung von Termen
notwendig , welche den turbulenten Transport irgend¬
einer Quantität darstellen . Diese Turbulenzterme wer¬
den zumeist durch die Korrelation zwischen den Abwei¬
chungen der Geschwindigkeitskomponenten von ihrem
zeitlichen Mittelwert einerseits und denjenigen der zu
transportierenden Quantität andererseits beschrieben.
In theoretischen Untersuchungen vernachlässigt man
solche Turbulenzterme im allgemeinen aus Gründen der
mathematischen Schwierigkeiten , indem man den zeit¬
lichen Mittelwert mit dem zum Falle der Stationarität
gehörenden Wert identifiziert ; in empirischen Unter¬
suchungen erfordert die Auswertung der Einzeldaten
zur Bestimmung solcher Turbulenzterme einen sehr ho¬
hen Arbeitsaufwand,

Es wird eine Methode angegeben , die es gestattet,
durch Aneinanderreihung von in Teilintervallen nahezu
gültigen stationären Zuständen die Turbulenzterme nä¬
herungsweise zu berechnen . Hierzu ist lediglich die
Kenntnis einiger statistischer Maßzahlen bezüglich des
zeitlichen Auftretens der zu transportierenden Quanti¬
tät erforderlich . Die Größe der Teilintervalle wird mit
2V » bis 5 Tagen bestimmt.

Das Verfahren wird zur Lösung von zwei meteorolo¬
gischen Problemen angewendet:

A Die Berechnung zeitlicher Mittelwerte der Höhen
der 500 -mb -Fläche unter Berücksichtigung des Ein¬
flusses der Orographie macht die Auswertung eines
Termes der Form (U - *) T vT erforderlich . Mit dem
vorgenannten Verfahren wird die Berechnung der
Höhenwerte unter Berücksichtigung dieses Termes
für drei verschiedene Häufigkeitsverteilungen des
Auftretens der Zonalströmung durchgeführt . Die

Rechenergebnisse werden mit den Beobachtungs¬
daten verglichen.

B . In hemisphärischen Bilianzuntersuchungen des Strö¬
mungsimpulses (im Rahmen der allgemeinen atmo¬
sphärischen Zirkulation ) wird stets eine Berücksich¬
tigung des meridionalen , makroturbulenten Trans¬
portes zonaler Bewegungsgröße UT vT erforderlich.
Auch diese Größe wird für verschiedene Häufigkeits¬
verteilungen der Zonalströmung U berechnet und mit
den Ergebnissen der Auswertung von Einzelbeobach¬
tungen verglichen.

Es ist nicht möglich , den über einen geschlossenen
Breitenkreis hinweggehenden , planetarischen Anteil
dieses turbulenten Flusses mit dem vorgenannten
Verfahren zu berechnen , sondern vielmehr nur die
orographisch bedingten (sich über einen ganzen Brei¬
tenkreis auf hebenden ) Abweichungen hiervon . Hier¬
durch wird es möglich , Entscheidungen darüber zu
treffen , inwieweit der aus Beobachtungsdaten ermit¬
telte turbulente Impulsfluß über einen Breitenkreis¬
sektor als repräsentativer den über den geschlos¬
senen Breitenkreis hinweggehenden planetarischen
Fluß angesehen werden kann . Es erweist sich , daß
die beiden mit Beobachtungsdaten am besten besetz¬
ten Sektoren , nämlich der amerikanische (ca . 120» W
—60» w ) und der europäische (ca . 20° W — 60° E) als
repräsentativ gelten können.

Die Anwendung des Verfahrens setzt die Existenz
stationärer Lösungen voraus , wodurch in den meisten
Fällen wiederum eine vorherige Linearisierung (in der
räumlichen Abhängigkeit ) notwendig wird . Die Lösung
der beiden Probleme A und B muß somit auf die An¬
wendung eines eindimensionalen atmosphärischen Mo¬
dells beschränkt bleiben.

*)Die vollständige Arbeit wurde in den Berichten des Deut¬
schen Wetterdienstes Band 5, Nr . 30 , veröffentlicht.
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