
Theorie der gezeitenartigen Luftsohwlngnngen als Bigenwertproblem.

Von Walter K er t z , Göttingen . **)

Zusammenfassung : Die Bewegungsgleiohungen einer autobarotropen Atmosphäre über ei-
nem Erdkörper mit beliebig geatalteter Oberfläche werden aufgestellt und durch
Operatoren ausgedrüokt . Dadurch wird deutlich , dass es 3ioh hier um ein lineares
Eigenwertproblem handelt . Von den bekannten Lösungen für die ruhende Erde mit
glatter Oberfläche ausgehend , werden mit Hilfe der Störungsrechnung die Abwei¬
chungen ermittelt , die durch die Erdrotation und ein den westamerikanischen Kor¬
dilleren ähnliohea Hindernis entstehen . .Beim Vergleich der Beobachtungen *mit der
Theorie ergibt sich eine qualitative Übereinstimmung.

Rnmma -ry • The equations of motion in an auto - barotropio atmosphere on an earth with
surfaoe - irregularities are formul ^ ted and expressed , by meana of operators , in
terms of a linear eigen - value problem , Starting from the Solutions for a non-
rotating earth with amooth surfaoe , the theory of perturbations la applied to
find the deviationa produoed by the earth ' a rotatlon and by an obstaole oorTes-
ponding to the oordilleras ln Western Amerioä . The oompariaon of obaervatlonal
reaults on tidal atmo3pherio osoillationa with theory ahowa qualitative agree-
ment.

I , Einleitung und Aufstellung der Bewegungaglelohungen.

1 . Beobaoht ungaergebniaae . Problemstellung.

Bei den aonnentägigen Luftdruoksohwankungen hat man im wesentlichen drei pla-
netarisohe Typen sicher naohgewieaen ( £ l3 Dis Bezeichnet man mit A die geo¬
graphische Länge öatl . Greenwich , die Poldi3tanz und t die Weltzeit , so können
diese dargestellt werden:

1 ) halbtägige stehende Welle

Z 2 - 0,121 P2 W ain C

*1

2 * + 105 °
) mbar 2 )

2 ) halbtägige wandernde Welle

W2 - 1,395 ( pfW - O,MOP
2 8in ^2 ( tU ) + 154 °

) mbar

3 ) dritteltägige wandernde Welle

w4 - ° ’ 295 + S | o) mbar

Als mondentägige Luftdruokwelle iat die halbtägige wandernde Welle bekannt ([ l ] bia
C®] ) - Bei ihr sind Amplitude und Phase weniger regelmässig verteilt als bei der
entsprechenden halbsonnentägigen Welle . Die Amplitude beträgt am Äquator etwa
0,060 mbar und ln mittleren Breiten 0,015 mbar . Die Phase liegt in der Nähe von 90
Grad , so dass das Druokmaximum mit den Kulminationen fast zusammenfällt.

1
) Die vorliegende Arbeit wurde von der Mathematisch - Naturwissenschaftlichen Fa¬

kultät der Universität Göttingen als Doktordiasertation D 7 angenommen.

Die oben vorkommenden Funktionen sind:

) Die P^ ( 'd') sind die nach SCHMIDT normierten Kugelfunktionen

j fp
“ W ° oa nrt ] slni » d * dA =

Die oben vorkommenden Funktionen sind:

PjW - 0,500 ( 3oos 2^ - 1 ) P2 (£ ) . 0,559 3in 2$ ( 7ooa 2 f - 1)

p | W - 0,866 ain 2 # P^ (£ > - 2,092 sin 5^ oos^

In 45 Grad Breite und Null m Seehöhe ist 1 mbar = 0,75008 mmHg.
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Da hei all diesen Wellen die beobachteten Amplituden im Vergleich zu den an¬
regenden Kräften ( Gravitationswirkung der Sonne und des Mondes , Temperaturschwan¬
kungen ) gross sind , so mus3 man annehmen , dass es sich um Resonanzerscheinungen
handelt . Man kann nun zeigen , dass eine autobarotrope Atmosphäre , d . h . eine sol¬
che , die sich im konvektiven Gleichgewicht befindet , in erster Näherung die glei¬
chen Schwingungsformen und Perioden besitzt wie ein Wasserozean , der die ganze
Erdkugel mit einer Tiefe , die gleich der Skalenhöhe H ( Höhe der homogenen Atmo¬
sphäre ) ist , bedeckt , ( vgl . unten p . 4 ) . Die Rechnung liefert für die 5 genann-pten Sohwingungsformen Resonanztiefen von 8,76 km für Z ^ , 7,12 km für Wg und 7,45
km für W^ . Die Resonanztiefen der beiden wandernden Wellen stimmen einigermassen
überein , aber sie weichen um 15$ von dem Wert der stehenden Welle ab . Prof . BAR¬
TELS vermutete nun ( [ 15 ] p . ll ) , dass diese Abweichung durch die Nord - und Südame¬
rikanischen Kordilleren bedingt sei , welche die von Osten nach Westen wandernden
Wellen stärker behindere als die stehende zonale Schwingung . Den Einfluss eines
solchen Gebirges auf die Gezeitensohwingungen der Atmosphäre zu untersuchen , ist
die Aufgabe der vorliegenden Arbeit,

Bei einer genaueren Betrachtung der geographischen Verteilung der Luftdruck-
wellen erkennt man den Einfluss der westamerikanischen Kettengebirge auch in ver¬
schiedenen anderen Einzelheiten : Die wandernde halbsonnentägige Welle zeigt an der
Ostküste einen um 20 Grad grösseren Phasenwinkel als an der Westküste , und zwar
ändert sich die Phase sprunghaft über dem Felsengebirge KJ . Die Amplitude wird
auch etwas kleiner von Osten nach Westen . Bei der halbmondentägigen Welle dagegen
ist in der Phase kein merklicher Unterschied zwischen Ost - und Westküste festzu¬
stellen , aber die Amplitude sinkt auf Weniger als die Hälfte ihres Betrages an der
Ostküste.

2 . Analogie zwischen den Gezeiten des Meeres und der Atmosphäre.
Es werden folgende Bezeichnungen gebraucht :

—2g - Schwerebesohleunigung « 9,81 m sec
o> = Winkelgeschwindigkeit der Erdrotation « 0,729 * 10 "‘^ see ~ '1'
a - Erdradius * 0,6 ? 7 * 10 ^ m

ü - Gezeitenpotential
t « Weltzeit
$ - Polabstand = 90 Grad - geogr . Breite
l - Länge ( von einem '

Nullmeridian aus nach Osten positiv)
z - Höhe über einer festen Potentialfläohe
ul ( Süden
v »*> Geschwindigkeit der Luft nach « Osten
wj [oben ( Zenit)
p - Druck

f =• Dichte
T Temperatur

> der Luft

Polllibeziehen sich auf den Ruhezustand und sollen nur von z abhängig sein.

Dann gelten bei Vernachlässigung kleiner Grössen die folgenden Bewegungsglelohun-

^ + 2h »u oosd

0 .

1 1
af Q ain>
1 d£ _

K- a sin? »
7 * * g

CD
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und die Kontinuitätsgleichung

fl + » la* > + & ? o T >} + Ä'( 9ow) - 0 « « « ( 2 )
Die Bewegungsgleichungen sind die Xineariaierten Eulergleichungen mit Coriolia -
gliedern . Insbesondere ist aber in der dritten Gleichung von ( l ) die Vertlkalbe-
30 hleunigung gestrichen , ao daaa nur die statische Grundgleichung übrigbleib'
SOLBERG bezeichnet deahalb diese Näherung ala " quasistatisch " und hat 3elbst für
das Meer eine Berechnung ohne diese Vernachlässigung ( " Dynamische Theorie " ) in
Angriff genommen ( [ 40 ] , vgl . auch M > - Es zeigt sich dabei jedoch , dass die Än¬
derungen gegen die quasiatatisohe Theorie bei den schnellen Schwingungen ( Periode
kleiner als 12 Sternatunden ) nicht so erheblich sind . Grosse Unterschiede treten
erat bei den langsamen Schwingungen auf . Für solche langsamen Luftdruckschwingun-
gen benutzt deshalb WÜNSCHE fa ] das Gleiohung33y3tem der dynamischen Theorie . In
der vorliegenden Arbeit gilt aber da3 Hauptinteresse den schnellen Schwingungen,
Deahalb kann die quasistatiaohe Näherung verwandt werden.

Die Tiefe der Erdoberfläche unter der festen Potentialfläche 3ei a = 8 (* ,i ) .
Es muss an der Erdoberfläohe gelten:

a sin# 3 A

Unter der Annahme einer glatten kugelförmigen Erdoberfläche ( s = oonst ) ist das
Gleichungssy3tem ( 1 ) bis ( 3 ) von verschiedenen Verfassern behandelt worden . Aller¬
dings hat man meist noch andere vereinfachende Annahmen gemacht , um es auf das
Gleiohung3system , das für die Gezeitenbewegung eines Wasserozeans (9 » oonst ) gilt,
zurückzufUhren . So nahmen MARGULES ( [ 9] , [ lO ] vgl . auch [ ll ] ) und nach ihm LETTAU
[ 12 ] eine isotherme Atmosphäre und isotherme Zustandsänderungen an . BARTELS ( [ 15] ,.
vgl . auch eine Korrektur in [ 16 ] p . 315 ) zeigte eine Analogie zwischen den Gezei¬
ten der Atmosphäre und des Meeres bei beliebiger Temperaturverteilung und adiaba¬
tischen Zustandsänderungen auf . Diese 3ind wegen der grossen geographischen Aus¬
dehnung der Wellen den wirklichen Verhältnissen besser angepasst als isotherme
Zustandsänderungen . Allerdings gilt diese Analogie nur streng , wenn sich die At¬
mosphäre im konvektiven Gleichgewicht befindet . Für eine solche autobarotrope At¬
mosphäre gelten die Rechnungen von V . BJERKNES ( frlM ) und HAURWITZ [ 19] . LAMB,
TAYLOR , PEKERIS , WEEKSS und WILKES ( [ 20 ] bis [ 28] ) und auf anderem Wege SOLBERG
[ 29 ] suchten sich noch von dieser Beschränkung za lösen . Ihre Rechnungen werden
aber zu umfangreich , um sie auch noch auf den Fall variabler Erdoberfläche zu über¬
tragen . Daher 3etze ich für diese Rechnungen eine autobarotrope Atmosphäre voraus . ^-)
Auf alle Fälle kann man an Hand dieser Rechnungen den Einfluss de3 Gebirges auf
die Gezeiten der Atmosphäre qualitativ studieren.

Die Annahme des autobarotropen Zustandes bedeutet , dass T ( z, ^ ,i,t ) - T Q ( z ) .
Aus der Gasgleichung und der statischen Grundgleichung folgt dann

und weiter

9 ( z ) = <}0( z - X)
P ( z ) - P0 ( z - £ )

1 ) Hält man an dem Begriff der äquivalenten Höhe auch bei einer anders geschichte¬ten Atmosphäre fest , so kann man in den folgenden Gleichungen H durch die äqui¬valente Höhe ersetzen.
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wobei £ nicht mehr von z sondern nur noch von t , A und fr abhängt . Da die Ände¬
rungen von f und p gegen den Buhezustand als klein angenommen werden , so kann
man entwickeln:

« < ■ > - ?. < * >
p ( * ) - p „ <* ) - te ? • p „ ( * ) * g? 0 ?

-

Diese Ausdrücke werden in ( 1 ) eingesetzt.

»pr - 2 COV OOS fr = — S - — ? y

- - nferÜ - nJäFl?

. . . ( 6 )

. . . C7)

• • • ( 8 )

Die Kontinuitätsgleichung ( 2 ) wird

‘ ff + ä sin * { Ä ( ?ou sia * > + & (<? oT >} + & ( ?ow > “ 0 . . . ( 9)
Aus ( 7 ) und ( 8 ) ersieht man , das3 u und v unabhängig von z sind . Deshalb kann man
die Kontinuität3gleichung ( 9 ) von der Erdoberfläche ( z ■« - s ) bi 3 zur oberen Gren-

, + u d a d 3. „ 0
St + H a" sTn"‘F 'UV U sln * ’ + dl 11 a3 $ * T a aln ^ tfA

mit H
g $o Skalenhöhe.

. . . ( 10)

. . . ( 11)
Die entsprechende Gleichung für einen Wasserozean ist

+ h- 1
a ilnT ( usinfr) + j . . . ( 12)

wobei £ jetzt die Erhebung der freien Oberfläche und h die Tiefe des Ozean3 unter
der ruhenden Oberfläche bedeutet. 1

) Sowohl beim Meere als auch bei der Atmosphäre
ist durch Verwendung der statischen Grundgleichung das Problem auf eine zweidimen¬
sionale Bewegung zurückgeführt , da w aus den Gleichungen verschwunden ist . Wenn
die Bezugsfläche so gewählt werden kann , dass y ^ l ist , so entspricht ( 10 ) fast
der Kontinuitätsgleichung eine3 Meeres der Tiefe h ■= H ‘ ( l + ^ ) , aber die Ana¬

logie ist bei variabler Tiefe ( a0 ) nioht mehr völlig . Eine solche wäre Ja
auch nicht zu erwarten ; denn wenn die Gebirge des Untergrundes etwa die Höhe H

erreichten (^ = - 1 ) , so wäre doch der Einfluss im Wasserozean der Tiefe h - H * ( l + y)
und im Luftozean mit H ° flf ]' 8111 Sanz verschiedener.

5 . Operatoren im Hilhertraum,

Das Gezeitenproblem ist mathematisch ein Eigenwertproblem . Die klassische Be- ,

rechnung der Gezeiten eines Meeres ( LAPLACE) , das eine rotierende Kugel mit kon -

stanter Tiefe bedeckt , beruhte auf dem Ansatz einer Potenzreihe mit unbestimmten

Koeffizienten . Zur Bestimmung der Koeffizienten erhält man eine Differenzenglei-

ohung zweiter Ordnung . Aus dieser kann man mit Hilfe eines unendlichen Kettenbru-

ohes die Eigenwerte berechnen . In derselben Weise berechnete auoh MABGULES £ l0]
die Gezeiten einer isothermen Atmosphäre . HOUGH ( ^ 30 ^ , vgl . auoh [ 3l ] ) verbesser-

1
) Beim Wasserozean i3t t eine viel anschaulichere Grösse al3 beim Luftozean . In

beiden Pallen bestimmt t, den zeitlich und örtlioh veränderlichen Bestandteil
des Bodendruokes ( vgl . Gl . 6 ) ,
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te das Kettenbruchverfahren , indem er eine Kugelfunktionsentwicklung statt der Po¬

tenzreihenentwicklung ansetzte . Er zeigte auch , dass man mit der gleichen Methode

noch den Pall veränderlicher Tiefe behandeln kann , wenn
h => a + b sin ^ $ .

Wenn h aber einem allgemeineren Gesetz genügt , so wird die zugehörige Differenzen¬

gleichung von höherer als 2 . Ordnung , und es lässt sich keine Kettenbruchgleichung
mehr bilden . In verschieden gestalteten Meeresteilen und Kanälen hingegen konnte
HIDAKA ( [ 7l ] bis [ 73 ] ) für einige spezielle Tiefengesetze mit der gleichen Metho¬

de Lösungen angeben.

Pur beliebig berandete Meere bietet sich vor allem die Integralgleichungsme¬
thode zur Lösung der Gezeitengleiohungen an . Mit Hilfe der Greenschen Punktion

geht man von den Differentialgleichungen zu einer Integralgleichung zur Bestim -

mung der Eigenwerte und Eigenfunktionen über . Diese Behandlungsweise hat den Vor¬

zug , dass die Randbedingungen gleich mit in die Bestimmungsgleichung hereingezo¬

gen werden . In dieser Weise wurde das Problem von POIHCAB ^ [ 35 ] und ÖSEEN [ 39 ] in

Angriff genommen . Zur Erlangung numerischer Resultate wurde diese Methode aller¬

dings nicht verwandt.

In einer Reihe von Arbeiten ( Oh ] , M ( 1950 ) , [ 58 ] , [ 59 ] ) wird von den Be¬

wegungsgleichungen zu derjenigen Variationsaufgabe übergegangen , deren Eulerglei¬

chungen mit den Bewegungsgleichungen identisch sind , und diese behandelt . Eine
wirklich numerische Berechnung der Gezeiten beliebig berandeter Meere und Meeres¬
teile wurde von DOODSON ( [ 55 ] , [ 56 ] ) und vor allem von HANSEN [ 60 ] , [ 6l ] mit Hilfe
eines Differenzenverfahrens durchgeführt ..

Pür die Lösung der vorliegenden Aufgabe erschien mir von den Verfahren zur

Lösung von Eigenwertproblemen die Störungsrechnung
1

) am geeignetsten , handelt es
sich doch um eine vermutlich kleine Abänderung , die das Kettengebirge an den be¬
kannten Perioden und Druck - und Geschwindigkeitsverteilungen der atmosphärischen
Eigenschwingungen über einer glatten Kugel bewirkt . Die Störungsrechnung wurde
sohon von ERTEL [ 653 auf Gezeitenprobleme angewandt . Er benutzte sie zur Berech¬

nung der Seiches in Seen unregelmässiger Gestalt , indem er von den bekannten Lö¬

sungen für einen abgeschlossenen Kanal ausging . Zur Anwendung ist erforderlich,
dass in der Gleichung des Problems der Eigenwert nur linear auftritt . Dies wird
durch die folgende operatorenmässige Darstellung der Bewegungsgleichungen er -

reicht.

Vor der Untersuchung der erzwungenen . Schwingungen berechnet man zweckmässig
die freien Schwingungen , oder mathematisch au3gedrückt : Man löst das homogene
Gleichungssystem vor dem inhomogenen . Man 3etzt in ( 7 ) und ( 8 ) also Q S 0 . Damit
man überhaupt Schwingungen erhält , müssen u,v und periodische Punktionen der
Zeit sein . Sie seien von der Zeit abhängig durch den Paktor e ifft Wird nun die

Kontinuitätsgleichung ( 10 ) noch mit multipliziert , so kann man ( 7 ) , ( 8 ) und

( 10 ) schreiben:
1 ~ V 003^

ffl T a sin * t £ + 1 lf tt oos9.
. ( 13)

a a
'lnfr { s | r( e ^ a +

■*■) COURANT HILBERT ,
" Methoden der mathematischen Physik " I . 2 . Auf 1, -p . 296 - 302 Ber¬

lin 1931 . COLLATZ L . " Eigenwertprobleme und Ihre numerische Behandlung . " ■p.
305 - 313 Leipzig 1945.
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Dazu kommen noch die Randbedingungen
u (Ä ) » u (i + 2k) v ( X ) = v (A. + 2k) £ ( ä ) = t, (L + 2tz) . . . ( 14)
u , v , £ in den Polen -9> = 0 und 'S* = K endlich

( 15 ) und ( 14 .) stellen ein Eigenwertproblem mit den Eigenwerten er dar . Solche Ei -

genwertprobleme lassen sich besonders gut diskutieren und lösen , wenn man sich der

Sprechweise eines unendlichdimensionalen Punktionen - oder Hilbertraumes bedient.
Es sei

ei a = y e£ ' v = ^> t ^ . . . ( 15)

Mit diesen Definitionen werden Vektoren ^ eingeführt

Die Punktionen (J> und £, sollen periodisch in X mit der Periode 2k und über die

ganze Kugel quadratisch integrierbar sein . Die Vektoren werden wie gewöhnliche
Vektoren komponentenweise addiert und mit einem Skalar multipliziert . Weiter wer¬
de je zwei Vektoren ^ und ^ x2 eine komplexe Zahl ) zugeordnet , die Skala -
res Produkt heisse , vermöge der Gleichung

,<p2 ) = j / Cf
‘
fz * ty'

Vl ' Kj , z) sin

wo cp
* = konjugiert komplexer Wert zu <p

Für dieses skalare Produkt gelten folgende Rechenregeln:

1 ) = $ 2 ^ 1 >

2 ) J ) > 0

. . . ( 16 )

. ( 17)„ = nur , wennjj . = 0

3 ) ( Ci ^ * C2^ ) = c ’
(^ if 0j) + ( ^*2 , )

Zur Behandlung des Problems ( 13 ) , ( 14 ) werden in diesem Vektorraum folgende Opera¬
toren definiert:

i 3
a D
i

a sin TF Ü

a sin * tf }

u 2» cos i

+ i cos 'ö1 e H
O

0

/ 1 - ff \
g f
1 -AII?2 i e « ^

U e ^ /

. ( 18)

Diese Operatoren ordnen jeuem Vektor des Vektorraumes einen anderen Vektor des
Raumes zu . Alle drei Operatoren sind lineare Operatoren , d . h . es gilt für aie

1 ( c + c 2p z ) =* c 1 L^ 1+ o2 L^ 2 . . . ( 19) 1 )

und jusserdem sind sie hermitesch , d . h . es gilt für alle undJXg aus ihrem Defi¬
nitionsbereich

Beweis: X *K
- j / {? ii W n * +

O -ff
Durch partielle Integration erhält man
+ 7T T +

? .
‘

(ia siniF ^ j(^ sin «0

. . . ( 20 ) "*")

äijiz Jj
.sin $d-&d ;i

/ / 9 IE 3in>d*<u - I [i ^ ^ l dX -J11 ain^ 5 ^
TT 0 „je o

K r -
\ *k X *K

H V irsfirrlb^^ = ] [XJ Jj f
1

) Die Gleichungen ( 19 ) und ( 20 ) gelten genau so für XI und N wie für L.
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We^ en dieser Formeln geht ( ^ ,Lp t ) duroh partielle Integration über in

JJ { riW [ & ( fal * * ) * f ^ - il £ % - TlttVr d > <U a )
0
Für W und N ist der Beweis trivial*
N iat auch noch volldefinit , d . h . > 0 für alle ^ aua dem Definitionsbereiohj
denn _ _T +Ä > s T

" J | [ g I? t
* + M

,
} + ff 1̂ 1J 3in >d* a > 0 . . . ( 21)

Mit diesen Definitionen kann man daa Gleiohungssystem ( 13 ) schreiben

( I + W) ^ - <TN^ . . . ( 22)

Vektoren^ n , die dieser Gleichung genügen , nennt man Eigenvektoren und die zugehö¬
rigen Warte Eigenwerte . Aua der Hermitezltät folgt , dass alle Eigenwerte
reell sein müssen . Beweis : Es sei L + W «• A . Dann ist auch A hermitesch und es

gilt

Da ■ ^ ®® ist ff"
^ ~ &^ (w # z # b »w m • * * ( 23 ) )

Für zwei Eigenvektoren und ^ -m , die zu verschiedenen Eigenwerten ff n bzw . 6 m
gehören , wird

(
«pn 'Npm ) “ 0

Beweis:

0 = _ ( tyntywl “ ( ö"
m

" ®n)

Da G"m ^ ö "
n» 30 folgt die Behauptung . Man sagt : Die Eigenvektoren sind ( im verall¬

gemeinerten Sinn ) orthogonal zueinander . Da aus
A ( o^ n ) - ^ n N (o^ n ) ,

so sind die Eigenvektoren immer nur bis auf einen konstanten Faktor bestimmt . Man
kann diesen nun so wählen , dass

(
(Pn ' ^ m ) ” ^

nm . -. . ( 24) 5 )

Die Eigenvektoren sind dann orthogonal und normiert.

Für die Vektoren des Vektorraumes muss ein Entwicklungssatz gelten , wie er im
eindimensionalen Fünktionenraum gilt : Jeder Vektor de3 Vektorraumes lässt sioh
entwickeln nach den Eigenvektoren ^ n des Problems ( 22 ) ^ )

. . . ( 25)f “ 1p Pn?n
X )

2 )

Um dies zu erreichen , war die Multiplikation der Kontinuitätsgleichung alt e^
und die Substitution ( 15 ) erforderlich.
Führt man in das Gleichungssystem ( 22 ) auf
operator R ein

IXe ’" '9
iiee '

S^

so ist das Problem ( A+R ) ä = TO » nicht mehr
ist . Es treten dann nicntreelle Eigenwerte
dämpft.
f = f 0 für n ^ m

am fü r n = m

vgl . hierzu [ 50]

der linken Seite noch einen Reibungs¬

hermitesch , weil R nicht hermitesch
auf , d . h . die Schwingungen sind ge-



8 Annalen der Meteorologie , 1951 , 1 . Beiheft

Physikalisch ist dieser Satz evident : Man kann ja irgend ej .nen Anfangszustand in
u , v und t, herstellen , und dieser muss sich dann in freie Schwingungen hzw . Strö¬
mungen auflösen . Die Koeffizienten der Entwicklung ( 25 ) ergeben sich wegen ( 24)
sofort durch skalare Multiplikation mit p n zu

Pn = ^ n ' ^ . . . ( 26)

Entwickelt man nun in den einzelnen Operatoren el = 1+ ^ + ^ - (j -)
2+ . . .und ebenso e

' ^

und bezeichnet die dadurch entstehenden Teiloperatoren mit W
Q , W^ , Wg . - . baw . N^ N^ ,

N2 , . . . so wird aus ( 22)

( Irf-W0+W^+W2 + , . . ) j )jj * ^ n ( ®o+ ^ l + ^ 2^ . " ^ n . . # ( 27)

Das Problem
1 j >n “ ffn Ä ofn . . . ( 27a)

ist das der ruhenden Erde mit glatter Oberfläche . Die Gleiohung
( ^ Vfn - ^ oyn . . . ( 27b)

gehört zur rotierenden Erde mit glatter Oberfläche . Die Wellen auf der nichtrotie-
renden Erde mit variabler Oberfläche endlich werden duroh

1 , . . ( 27o)
gegeben.

II . Oezeltensohwingungen auf rotierender Erde mit glatter Qberfläohe.

In diesem Kapitel soll der Sohrltt von ( 27a ) zu ( 27b ) durohgeführt werden . Es
ist » (♦,^ ) aO . Da jetzt in de » Koeffizienten der Differentialgleichung keine Abhän¬
gigkeit von A mehr steckt , so kann man,um die erste Gleichung von ( 14 ) zu befrie -
digen , ansetzen , dass u , v und £ von l duroh den Faktor e im *’ abhängen , wo m eine
ganze Zahl2 : 0 ist . Weiter sei oos $ - i» . Dann lauten die Bewegungsgleichungen ( 13)

' 1* -

1 a _ _ «•

m tt)

. 2o>- i -f ^v

+ i 2 03
(IU . . . ( 28)

oder in Vektorsohreibweise

ff Np « Lp + Wp. . . . ( 28a)

Hier sind die Operatoren etwas anders definiert als in ( 18 ) , da es sich in ( 28)
nur um gewöhnliohe Differentialgleichungen handelt . Entsprechend verwendet man im
Folgenden als Inneres Produkt

“ J{ ( “l u2+Ti T2+Sl * 8 > **
Zunächst sollen jetzt die Lösungen des Problems Lp « ffNp aufgestellt werden.

1 , Freie Sohwlngungen und Strömungen auf ruhender Erde.

Buhende Erde bedeutet u « 0 . Ist ff # 0 , so kann man aus den beiden ersten
Gleiohungen von ( 28 ) u und v eliminieren und in die dritte Gleichung einsetzen.
Man erhält:

+ 2V_ t . 0
8® . . . ( 29)

d
I # ] -

n ( n+ l ) , so ist dies die Differentialgleichung der Kugelfläohen-
den

Setzt man



W . Kertz : Theorie der gezeitenartigen Luftschwingungen 9

funktionen . In der Theorie dieser Punktionen' 1
) wird gezeigt , das3 { nur dann den

Randbedingungen ( 14 ) genügt , wenn n eine ganze Zahl ist . Deshalb hat man als Lö¬

sung die diskreten Eigenwerte

- + ^ n ( n + l ) • ^
) Es sei

Weil n ( n + l ) - ( - n - l l ^ - njj k g 1111 man dle Eigenwerte anordnen
'

. /n
^

" fc
für m m
für m >

sgn ( n ) . In ( n + 1) . + ( m ' + l ) , + ( m , + 2 ) , . . . . . . ( 30)

Dann ist ffn » Die Eigenfunktionen sind ^ jj
* = cP ^ ( )t ) e ^ * t + nl^ ( o - oonst ) .

Pür m - 0 sind das stehende Schwingungen und für m >0 Wellen , die die Erdkugel um¬

kreisen , Pür positives ff laufen die Wellen nach Westen und für negatives ff nach

Osten . Da P^ ( n ) - P_ n_ 1 ( lOi so haben die zusammengehörigen west - und ostwärtslau-

fenden Wellen die gleiche Gestalt . Die zugehörigen Werte von u und v kann man aus

den beiden ersten Gleichungen von ( 28 ) berechnen und man erhält die normierten Ei¬

genvektoren

d n
J2n + i
K

- ir-

sgn ( n)
n ( m -l)

3gn ( n)
tn ( n+ lj . ( 31) 3 )

n » m ) + ( m ' + l ) , + ( m ' + 2 ) , . . .
v brauchen nicht zu verschwinden.Ist ff » 0 , so folgt aus ( 28 ) 4 * 0 . Aber u und

Man kann sogar u beliebig wählen etwa

<4
0) - i l £ ( p)

Dann sind die Gleichungen ( 28 ) mit ff

<
n - » - r jqj

-

Es gibt also ein System von Luftströmungen ohne Druckänderung . ff

n « m * , ( m ' + l ) , ( m ' + 2 ) , . . .
0 befriedigt , wenn

- JB“
vj[ 0̂ — c V 1—

0 ist ein un -

endlichfaoher Eigenwert , Die zugehörigen orthogonalen und normierten Eigenvektoren
sind - i

12n + l—ir

. M
und •« n

VST^ i )
r YT-

5_ T>m\

- 1

Y n ( n+ 1)

dp“

liri

. . . ( 32)

0 / n - m ' , ( m ' + l ) , ( m ' + 2 ) , . .
zu verschiedenen Eigenwerten gehören , so gilt nach ( 24 ) für alle

" n

Da ^ n , _
^

n und k ( = 0 . Auf Grund des Entwicklungssatzes kann ein beliebiger Vek -

tor p. des Vektorraume3 in folgender Weise durch die Eigenvektoren dargestellt wer¬
den : _ __

lo)

) s - oo j . m’
Der Akzent an dem ersten Summenzeichen soll andeuten , dass die Summe nur über die
j zu erstrecken ist , zu denen Eigenwerte existieren . Also werden die Werte j = 0,
+ 1 , . . . , + ( m ' - l ) , - m ' ausgelassen . Es ist Pfc= ( Np ) und

t UV oo

1
) z . B . HOBSON , The Theory of Spherical and Ellipsoidal Harmonics . Cambridge 1931

^
) Die zu CO = 0 gehörigen Werte sollen den oberen Index (0) bekommen . Unter ~

)1 soll
immer der positive Wert der 'Wurzel verstanden werden .

*

3 ) Hier und im Folgenden wird zur Abkürzung der Faktor e i ( ö’'fc+ ln^ ) häufig fortgelas¬
sen . - Dass im zonalen Fall der Eigenvektory 0 » | £ jfortgelassen wurde , weil er
physikalisch sinnlos ist , bedeutet auch mathematisch keinen Fehler , weil er Lö¬
sung von ( L+W) t>0 =Ab 0 “ ONiio ist . Es wird nur in dem Teilraum aller Vektoren,
die orthogonal ° auf a

g 0 stehen , gerechnet . 'Wenn ( Tk,Wp̂ = Ö , so folgt auch ( Ap,j »)= ( j,Ap *) = 0 . Der Teilraum ist also ein invarianter Teilraum für den Operatbr A.
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2 , Freie Schwingungen hei Rotation.

Be sollen jetzt mit Hilfe der bekannten Eigenwerte und Eigenvektoren von
« ff ® ^ die Eigenwerte und Eigenvektoren von ( L+W) ^ n = d’ n Ny a bereohnet werden.

Man führt nun den Störungeparameter t ein und schreibt
( Lf£ W)̂ n - <Vjn

g - 0 entspricht dann dem Pall der ruhenden Erde , dem • ungestörten '’ Problem , und
g = 1 dem Pall der rotierenden Erde , dem " gestörten " Problem . Nun nimmt man bei
der Störungsreohnung'

1' ) an , dass folgende Entwicklungen existieren und für g - 1
nooh konvergieren.

ffn - <r» + e <r« + 6* <r $ - . . .

tn
*

Auoh t>n soll normiert sein , d . h.
1 - (j>n« NJ>n > = ( ^ n + 6? n + • • • +*Vn + • • • > » + ^ — j)

- (gm * t * ■ ■ t *
& • *& * ■ ■

Damit die Normierung für alle t aus OS £ S 1 gilt , müssen die Koeffizienten von
£ ^ ( f = 1 , 2 , verschwinden . Setzt man die Entwicklungen ( 34 ) in ( 33 ) , so erhält

( LftW ) ( ^
•)+ £ ^ + . . . ) > ( <3-

^ + £ ffW+ . . . ) N ( ^ + e ?
C
;

)+ . . . ) . . . ( 36)
Koeffizientenvergleioh liefert

Do ^ - ffnWn - 0
L ^ l ?- ffnN ^ n- Wpn

^ j>
(n = n + ^ + • • • + ^

. . . ( 57)

Die erste dieser Gleichungen ist von selbst
3atzes kann man ansetzen

erfüllt.
oe

Auf Grund des Entwicklungs-

:ae Jintwj .üÄ.xuxig vuru . xu nxe zweite Gleichung von ( 37 ) 8xugetragen;

& £ <« !> > / ? ♦ f
-oh skalare Multiplikation mit j ^ erhält man

werde bezeichnet d Vn » ( y £i w^ § )

. . . ( 38)

. . . ( 39)

Es

Wegen der Hermitezität von
man »o#

. . . ( 40a)
L und N und der Orthogonalität der Eigenvektoren erhält

E
'
pj » - o w f . -n kn kn

Hieraus
J-

ergibt sich für k - n

und für k ^ n

Aus der Normierungsbedingung (35)

f (*) _

-

folgt
pW -ynn

kn

. . . ( 41)

. . . ( 42a)

. . . ( 42b)

. . . ( 42o)

„(•) ) _
vgl , die in der Pussnote auf p , 5 angegebene Literatur
Genau genommen folgt aus ( 35 ) nicht p£ J - 0 , sondern ( t ^

, Nü^ ) + ( ®«)
, N *^ )

Pw » + ( SiJJ ) “ 2 Se P «* “ 0 . Hellioh zeigte aber in Math . Annalen Bd . ll7 tf p . 358ff . ,dass man ein reguläres Element V ( E) - cpM*- t ^ W + . . . immer so normieren kann,
dass ( <f ( E) , Ny IO ) . 1 und ( y (®J , NyW ) reell für n «• 1 , 2 , . . .
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Durch skalare Multiplikation von ( 39 ) mit erhält man

mit
ukn

kn
«3®

. . . ( 421)
. . . % ~tUL 0710;

■■kn - ( Vk ' ^ n ) . . . ( 40b)

Genau so wie hier bei der ersten Näherung kann man auch die i - te Näherung aus den
weiteren Gleichungen von ( 37 ) berechnen und erhält,
wenn gkn = = ( Wj $ *1 . . . ( 40c)

h kn = . . . ( 40d)

(4- 1) Ä (4-1)- sj - («M * - * « )

pS - - i { T.yi 'y >n * - + * £ << c * -
t h^ P-

Lj . -Ä f *m'

für k jt n

+

Zur weiteren Rechnung benötigt man also die Grössen dkn , f kn und hkn . Es sei zu¬
nächst k und n > 0

*kn \? kd, „ - ( . fty ? -
> (8nf » l ) ln

2k + l ( V dp k m V m ^ 1
m • 2wj - J n p£ aji - J ji Pk g^

- d îj

Nun folgt durch partielle Integration für m^O

- 1

+ 1 _ ap “ *i
“ J11 p k Tji “ JP? P? CLIInV p k TjT- 1 -'i -1

Für m = 0 ist d kn ohnehin gleich Null , Al30 ist allgemein
d kn = 0 wenn k + n
d.nn

mw
n ( n+ l)

Berücksichtigt man auch negative Indioes , so ergibt sich:
= d •n - l, - n- l

rnco
n ( n+ l)

d- n - l,n d
n, - n- l = - a nn

2mü>
n ( n+ i;

0 sonst

. ( 43a)

d k,n
" 0 30nst h

k,n
Grössere Schwierigkeiten bereitet die Berechnung von f ^ . Es sei zunächst wieder
k und n > 0 + 1 m «,
f kn - “

1 ) /^ Cniiy 2w| ” | I ^jiT ^pkpnd 1̂ - Jf * ajT . ( 44)
Man ersieht aus dieser Formel sofort , das3 f kn = f nk . Da f kn sicher reell ist , so
folgt aus ( 40c ) , das3 f ^ = gkn , d . h . die Matrix der f ^ ist symmetrisch und iden¬
tisch mit der Matrix der g kn . Nun folgt durch partielle Integration und weiter aus
der Differentialgleichung der Kugelfunktionen H

■ jiSw . . - jw >g-
: ?>

Daher erhält man , wenn man in ( 44 ) die nicht normierten Kugelfunktionen

einführt,

kn

mri ; , +1 m
- ÄS VÄirteiH,/ >- d. }F —̂ -1 '

Nun gelten für die zugeordneten Kugelfunktionen folgende Formeln:

K 2k + l [ ( k+m ) Tk
“

1+ ( k - m+1 ) T^ J

. . . ( 45)

. . . ( 46)
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= 2k^rC k+ 1) d+m^ VkCk -m+DCj . . ( 47 ) /

Diese Formeln werden in ( 45 ) eingesetzt Dann ist der Klammerausdruck:
■m

m
{ j

= Tskl [ ( 1- k ) ( k+ 1 ) ( k + m) Ji Tj^ T ^ dp - ( k+ 2 ) ( k - m+ l ) jLk - l ~ n
Daher ist ' f Vrl = 0 , wenn k * n - 1 , n + 1

_ / 2 ( n- l ) ( n+ l ) ( n+mHn - m)fn-l,n= -"y ni ( ln-m ?n+ { )
-

Wegen der Symmetrie muss gelten f n+ j_ n = f.
n,n + l* Man erhält daher diesen Wert,

wenn man in der obigen Formel n durch n+ 1 ersetzt . Nimmt man auch die Grössen mit

negativen Indices hinzu , so erhält man:
f n - l,n

/2 ( n- l ) ( n+ 1) ( n+m' ( n- m)
ni ( 2n - l) tfn +

^
0 1

- con+ l,n
®- n- 2 , n- ” ^ n+ l,n

s - n . n =

/2n ( n+ 2 ) ( n+ l+m ) ( n+ l-mV
U + l) ! ( 5n+ l ) ( 2n+ 3T

n- l,n

) *'
( Jn+ l ) ( 2n+3T

für n > 0

für n > 0

. ( 45b)

kn = g kn = 0 sonst

Diese Werte werden zur Berechnung der ersten Näherungen benutzt:
rCD = «• (-0 , = <y <-»

n ( n+l) - n- 1 . . . ( 48)

Im zonalen Fall ( m = 0 ) verschwindet dieses Glied . Dann ist es für beide Wellen,
die mit positivem ff und die mit negativem , gleichgültig nach welcher Seite sich
die Erde dreht , d . h . ffn muss eine gerade Funktion von o> sein . Genau so darf die

Entwicklung von £ nach w nur gerade Potenzen enthalten . Wenn mi40 , so werden durch
dieses Glied die westwärts wandernden Wellen , bei denen das Vorzeichen von ff

gleich dem Vorzeichen von co ist , beschleunigt und die ostwärts wandernden "/eilen
im gleichen Masse verzögert.

( X)

Alle anderen pj^

- n - l,n

und

mco
n ( n+ 1) (1 ) _ CO

Pn, - n- l - P_ n- l,n

verschwinden . Bei den westwärts laufenden Wellen
2Vn ( n+ l)

. ( 1 )
•Pk, - n - l

wird hierdurch % verkleinert und die Gesohwindigkeitskomponenten verstärkt . Bei
den ostwärts laufenden Wellen ist es genau umgekehrt.

n <1)
^n - 1,n

n̂■n+ l,n

V2 ( n- lHn+ l
I n 2 ( 2n - l

n- m)
0) O)

‘Xn- lj - n- l ^n - l,n

-i/2n ( n+ 2 ] ( n+ l +m ) ( n+ l - m)“ r rtri'* ( 2n + l ) ( 2n +3) ( 4) ( 1 )

Alle anderen q.j^
f/n ( n+ l )

^
XXg *n+ l, - ii- l *n+ l,n

und Q ( 1)
Xk, - n - l verschwinden . Diese Koeffizienten sind auch bei m = 0

vorhanden . Sie wirken ja auch nur in den Geschwindigkeitskomponenten und dienen
dazu , die Ausdrücke - i2wpv^

0 ^ und 12 ®pu ^
“ ; darzustellen . Weiter ergibt 3 ich( o)

fr ® . - f m z
, > / ( n - l)(n + l)(n+inVn -m ) . n/n +2Vn + 1+ m)(n + 'l - rw) \ <r w ~ . ffW° -n - 1 ” ° n ( 49)

Das ist im zonalen Fall die erste nicht verschwindende Näherung fürff n
2

) . ( abgese-
1

) Herleitung der Gl . ( 46 ) und ( 47 ) bei HOBSON , The Theory of Spherical and Ellip-30idal Harmonics . Cambridge 1951 p . 108 bzw . 289 . Diese Gleichungen gelten auch
für unganze k und m.

^
) ist genau der Wert , den auch HOÜGH []3oJ als Näherungswert aus seiner

Gleichung Ln = 0 ausrechnet.
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hen von <T^ ) . Diese zweite Näherung . wirkt in der gleichen Richtung wie ffff
* und be¬

wirkt in allen Fällen eine Beschleunigung der Wellen . Schliesslich sei noch die

. , 4m « » ( n+ 1 )* ( n+m ( n- m ) n I ( n+ l +m ) (n+ l - m ) | f ( J ) ,c (J)CTn “
jn ( n+ i )] * * 2n + l) nl ( 2n - :L) 1

( n+l ) * ( Zn+3 ) - n - 1 n . . . ( 50)

Die weiteren Näherungen rechnet man numerisch besser gleich nach den angegebenen
Formeln . Es handelt sich dann um Multiplikation von unendlichen Matrizen , bei de¬
nen aber in jeder Zeile immer nur einige von Null verschiedene Elemente stehen . Es

ergeben 3ich . Wellen , bei denen t, eine gerade Funktion von )i ist , wenn n - m gerade
ist , andernfalls ist 4 eine ungerade Funktion.

5 « Freie Strömungen bei Rotation

Es ist X, 0» Vn n ■* m ' , m ' +l, . . . . . . ( 51)
Null ist daher unendlichfacher Eigenwert . Man kann statt dessen auch sagen , es
gibt Unendlichviele Eigenwerte

Tg». 0 m ' +l,
Aber die zugehörigen Eigenvektoren sind in keiner Weise eindeutig festgelegt . Die
4| j^ waren ja ganz willkürlich gewählt . Genau so gut bilden irgend welche Linear¬
kombinationen

e Ä («>
* Z - , Yjn ^ Ij . . . ( 52)

ein System von Eigenvektoren . Wenn die •
cj r) auch ein orthogonales und normiertes

System werden sollen , so muss nur

< 1
*

. H 1k ) “ L . r/nfrk = S nk — ( 53)

Es müssen nun im Folgenden diejenigenbestimmt werden , die bei einsetzender
Rotation in die Eigenvektoren ■0| n des gestörten Systems übergehen . Analog zu ( 53)
wird gesetzt

( L+ t W) «J „ » f n N -«| n n =■ m i ' + l,
und

o + er ^ ♦ i l r (1)
• n

(i)
ln » Mn ♦ » «‘ In * - • •

Cjn sollen auch normiert sein , l . h.
1 - ( «| n . Nl3|n ) =( t | Ä,Nfl,

* ) + £ [ ( fl|
*

, N ^ J + ^ ^ Naj
*

)] + . . . . . . ( 56)

Setzt man ( 55 ) in ( 54 ) ein , so erhält man , wenn man die Koeffizienten von
(4 - 1,2, . . . ) gleichsetzt:

L Vn " r n % . Yin N Vj
0) ‘ £ • 7l'n WVj”

+
_

. . . + r ^ N ^ - W <,M

M (
n

+1) + • . + t l; ) No| ^ - Wc,W

. . . ( 54)

. . . ( 55)

die

( 57)

Auf Grund des Entwicklungssatzes werde gesetzt

, («) =
00

ln yff r W -n.^ + V t ^ -oi^
. . . ( 58 )
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Diese Entwicklung wird in die erste Gleichung von ( 57 ) eingetragen

ril } W.o) + T t ^ -v _ r . . „ J *j
j£ ’JS

Durch skalare Multiplikation mit -
oj

1
^ erhält man 1

° = -
£ 0i kJ

- ^ n
^

kj ^ Y jn k = m ' , m ' + l,

. . . ( 59)

. . . ( 60 )
j . m*

Das sind unendlich viele lineare homogene Bestimmungsgleichungen für die Unbekann¬
ten yj n„ l n unserem Pall vereinfacht sich alles sehr , weil

£ 2 « m
kJ * ° kj k’

Ck
'
+T) für k und n > m'

Es gibt nur dann eine Lösung , bei der nicht alle Yi n“ 0 sind , wenn X ^ einen der

h.

Werte h , . annimmt . Setzt man
T W
•"n nn

Wso folgt aas ( 60 ) und ( 55 ) y . - ”
j n » es ia1; bereits -0[ n = b| ^ '

man durch skalare Multiplikation von ( 59 ) mit ^ j^:
C( Dckn

"3

. . « ( 6 la)
r kn

^ er bält

. . . ( 61b)
fll k

Um auch die t ^
' berechnen zu können , muss man die zweite Gleichung von ( 57 ) be¬

nutzen . Darin wird eingesetzt

+00

% £ . 3 " * & 3n ^ 3
(oJ

i ~ 1 ’ 2’
und man erhält durch skalare Multiplikation mit -q^ ( k * n)

t kn =
T{j ) - TW 2Z' f kj r jn . k ^ n1 )

n K J* -00
Aus der Normierungsbedingung ( 56 ) folgt

t nn
^ “ 0nn

Genau so erhält man die Pormeln der -fi - ten Näherung

. . . ( 62 )

, . . ( 6lc)

. . . ( 6ld)

- (i ) , t f r f-t"f) - t^ 1 ) + * . , + t (z)
— _ AAAA n nn /

^ = ^ )fg
d

kdr 3n
4) + £

,
— + T W )}

/ ■» k Cj~ . . . y**** . .
kn fÄÖ ^ kj * # - ^ + • ■• • ^ 1 k * n

- Ht' ( r^ rP + - ♦ + £ ^ &° + • + #

Für die erste Näherung erhält man folgende Ausdrücke

~ (i) _ 2o m~
n n ( n+ l) . . . ( 62)

Aus den Strömungen der ruhenden Erde entstehen also im nichtzonalen Pall langsam
westwärts wandernde Wellen.

r ( 1 )r n~ l,n

r ( D
n + l,n

1/ 2n ( n+ 2 ) ( n+ 1+ m) ' n+ l - m)M f ( n+ l) r ( 2n + l' ( 2n + 5)

Alle anderen rW verschwinden . Diese Koeffizienten bewirken eine Erhebung in t, ,
während in den Geschwindigkeitskomponenten keine Änderung gegen die Strömung bei

y ( n+ l ) ( n+ 2 ) üf.

r f 1 ) =- n,n

( 1)
- n - 2,n

r f 1 )rn - l , n

( 1 )Ln + l,n

ruhender Erde erfolgt , denn , weil r ^ = r_ k
l2 [ n , fallen die Geschwindigkeitskom
(V

1
) Diese Formel gilt nur , wenn T *’1 , das ist der Fall , wenn m ^ O . vgl.

P . 15.
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ponenten heraus . Auch die t ^ Glieder verschwinden,

Vf r ( 1) - 0r kj
r j .n u

J . - 06

weil

Ebenso wird
- l« = 0 . . . ( 65)

Tn muss ja auch eine ungerade Punktion von ea sein , denn hei entgegengesetzter Ro¬

tation muss es in seinen negativen Wert übergehen . Ebenso darf t, in seiner Ent¬

wicklung nach M nur ungerade Potenzen enthalten . Die weiteren Näherungen berech -

net man numerisch wieder am besten unmittelbar nach den angegebenen Formeln.

Nun bleibt noch zu untersuchen , was aus den Strömungen im zonalen Pall

wird . Nach Gleichung ( 62 ) würden dann ja alle X =* 0 . Tatsächlich spaltet der un¬
endlichfache Eigenwert auch in diesem Pall nicht auf , sondern f » 0 bleibt auch

bei rotierender Erde unendlichfaoher Eigenwert . Es wird dann aus den Differential¬

gleichungen ( 28 ) - 0

6 p . , . ( 64)
- 0

Diese Gleichungen verlangen , dass u 3 0 genau wie bei den Strömungen auf der ru¬

henden Erde ist , ( vgl . Gl , ( 32 ) ) . Genau so wenig wie bei der ruhenden Erde gibt
es jetzt bei den Strömungen auf der rotierenden Erde ein eindeutig bestimmtes Lö¬

sungssystem , denn jedes Lösungssystem ist nur bis auf eine unitäre Transformation,
d . h , eine solche , wie sie durch die Gleichungen ( 52 ) und ( 53 ) angegeben wird , be¬
stimmt . Zur Aufstellung eines solchen Lösungssystems scheint es mir nicht zweck¬

mässig zu sein , Kugelfunktionen zu benu tzen , denn aus ( 64 ) folgt
- , 1 £ VI^T Sa “

ji fjf
Würde man etwa t, m oP a ( ji ) setzen , so dürfte man nur gerade Kugelfunktionen zulas -

3en , weil sonst v am Äquator unendlich würde . Es gibt aber auch ungerade Lösungen
in p , nur muss

lim
p ->o

< 00

Ein Lösungssystem ist

+
In * - ( » ! ) Vg idi 5

hn_1

2 W /Ö u" 1
g ^

• . . ( 65)

1 , 2 , . . .

Nur ist dieses System noch nicht orthogonal und normiert . Aber nach dem Orthogona-
lisierung3verfahren von Erhard SCHMIDT '*' ) kann man daraus ein orthogonales , nor-

p
miertes Vektorensystemo ^ hersteilen ) , wobei man es dann noch so einrichten kann,
dass alle Vektoren orthogonal auf stehen ( vgl , Pussnote 3 auf p . 9)

•*■) vgl . z . B . COLLAIZ, Eigenwertprobleme und ihre numerische Behandlung.
w

Leipzig
1945 P . 227 ff.

^ ) Der Unterschied gegen das System der Kugelfunktionen besteht darin , dass hier
bei der Orthogonalisierung der Polynome in |i das Polynom ersten Grades ausge¬
lassen wird.
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4 . Erzwungene Schwingungen.

Nachdem die freien Schwingungen berechnet sind , ist e3 leicht die erzwungenen
Schwingungen zu behandeln . Ist ^ = - -̂ von der Zeit und von A durch den Paktor

i ( fft +mA ) a 'bf1g,n gig j so kann man die Bewegung3gleichungen schreiben:e

- f / IV

1 m”
a

- I tir ( / 1 - >lS ^ ~

oder in Vektorschreibweise

aji

1+ i

1

2 co
g

2 (o
ü V - fl U =

lUtt - 7 s • 1 - -•
s a

yi
■ - °

, . ( 66 )

a yi - p.

( I + - ff H mit V =
* VÜ

0
Man entwickelt p. nach den Eigenvektoren ^

unddes Systems mit Rotation:

?
- +

- . . ( 67)

Setzt man diese Entwicklung in die obige Gleichung ein , so erhält man

£ pj (« J V Npj+ (r j - ff) H «| r -r
Skalare Multiplikation mit -p k bzw tj k liefert die Koeffizienten

. TT ) fax' , , 0 ,p k ffk - ff 4 k . . . ( 68)

Da das Störpotential gewöhnlich in einer Entwicklung nach Kugelfunktionen vor -

liegt , so genügt es , den Pall zu behandeln , in dem £ = p “
( p,) . par <iiesen Pall muss

man ( ^ ^ ir ) und (lk» r > berechnen . Die Störungsrechnung liefert Entwicklungen

„
'

(o> (°> (o ) (P ) (o)
f -k “ * * ' p k - 2,k ? k -i + p k,k ^ k + p k + 2,k ? l<+A + * * * + + 4k - l,kT k -1 + 4 k + l,k

‘!(kM+ * • *

"1k = * * *+ t k,k
’¥l ? + * • * + * * • + r k- l,k ^ k - i +ffk^ + rk+ l,k ^ k + i +? '- k

>
- A ) + * ‘ *

Daher ist
♦«O

( * . * ) - . . . ( 69)
3 3* j*” ®® j *wi

Man benötigt daher die Ausdrücke

{?yv) “
^ St/? 4 ( 1_ ,i2) ^ ar +i ^ 7 PW4 - Vgffgjy

also ist tyft * ) = 0 , wenn j # n und - n - 1 ^ - 1

Weiter ist

Die Gleichungen ( 69 ) vereinfachen sich daher zu
. . . ( 70)

(
<fk' r ) = ( pn,k

- p- n- l,k > * njfz & Ettji[ > = ^ k ^ - n- l . k ) g n¥? ( 2n+ l lH

Es wird also durch einen solchen Gezeitenterm ^ » P^ ( p.) e ^ S
nicht nur eine

Schwingung angeregt , sondern alle Schwingungen für die (^ k ,ir ) # 0 . Wenn die Erreger¬
frequenz ff gleich einer der Eigenfrequenzen ist , so genügt es schon , wenn die zu¬
gehörige Eigenschwingung die gleiche Eigenschaft der Symmetrie oder Antiaymmetrle
zum Äquator hat wie die Erregung , um Resonanz zu bewirken . Es braucht sonst gar
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nicht der gleiche Typ vorzuliegen . Dies liegt eben daran , dass die Schwingungen
bei rotierender Erde sich aus einer unendlichen Reihe von einfachen harmonischen

Schwingungen hei ruhender Erde zusammensetzen . Schliesslich kann durch das Zusam¬
menwirken von und t>| ^ Gliedern , die ja im allgemeinen beide angeregt werden,
eine Phasenverschiebung gegen die erregende Schwingung entstehen.

III . Der Einfluss der amerikanischen Kettengebirge auf die Gezeitenschwingungen
der Atmosphäre.

In diesem Kapitel soll der Schritt von ( 27b ) zu ( 27 ) vollzogen werden . Von
den vorhandenen Gebirgen soll nur das amerikanische Kettengebirge berücksichtigt
werden und dieses durch die Schale eines Kugelkeils

1
) mit einem Winkel von 50 ° und

der konstanten Höhe 0,4 H ( entsprechend 3,2 km bei H - 8 km ) angenähert werden.

Bezugsfläche
- JT ♦1t

» » >» » » » >» “ >>>rrr>

Da nun über die Lage der Bezugsfläche gar nichts vorausgesetzt war , kann man sie
mit dem glatten Erdboden zusammenfallen lassen . Der Anfangsmeridian werde in die
Mitte des Gebirges gelegt , so dass

s f - 0,4 für - 15 °< /l < + 15°
ff = 1 0 sonst . . . ( 71)

Die Punktion g - iat zwar jetzt unstetig . Die Unstetigkeit wird aber dadurch besei¬
tigt , dass von der harmonischen Entwicklung von g nur endlich viele Glieder berück¬
sichtigt werden . Es zeigt sich bei der Rechnung , dass die höheren Glieder für die
hier betrachteten Schwingungen keine Rolle spielen . Die ganzen Rechnungen ändern
sich auch nicht wesentlich , wenn man ein anderes Profil , etwa ein aus Parabelstük-
ken zusammengesetztes , zu Grundelegt , nur ist die Rechnung für das rechteckige
Profil einfacher.

1 , Freie Schwingungen bei eindimensionaler Strömung.

Wie in der Theorie der Meeresgezeiten so kann man sioh auch bei den Gezeiten
der Atmosphäre schon einen guten Überblick verschaffen , wenn man die Gezeiten be¬
rechnet , die in einem " Kanal " entstehen würden , der die Erde längs eines Breiten¬
kreises umschliesst . Zu diesem Zweck wird in ( 13 ) u * 0 gesetzt und auch die Rota¬
tion vernachlässigt ( “ =■ 0 ) . Eliminiert man aus den beiden noch verbleibenden
Gleichungen v und setzt y = , so erhält man

jäfeäÄ ) . . . . ( 72)

Dies ist mit der Randbedingung

ein Eigenwertproblem mit den Eigenwerteny . Statt des Vektorraumes kann man jetzt
einen eindimensionalen Punktionenraum benutzen . Die Elemente sind die periodischen

1 ) weniger exakt ein Stück Apfelsinenschale
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von - % bis + 7T quadratisch integrierteren Funktionen . Das skalare Produkt wird er¬
klärt durch

- TT
Die zu ( 72 ) gehörigen Operatoren sind

a£ “ dl^ e " ^ =

. ( 72h)

Beide sind wieder hermitesch , wie man durch partielle Integration leicht zeigen
kann und N ist auch wieder volldefinit ( vgl . p . 7 ) . Mit diesen Operatoren kann man

( 72 ) schreiben

A % = y n£ . . . ( 72a)
Alle Folgerungen , die auf p . 7 f . für das Problem ( 22 ) gezogen waren , gelten auch
für diese Gleichung.

Entwickelt man in ( 72)

und führt ein

‘ nt - aS 'r -lf]
so wird ( 72 ) :

(a 0 +a 1+ a 2+ . . . ) ^ =
y ( i + h 1+ n 2+ . . . ) 5

Die Gleichung

A o %> r\ = = T » **
1
"

stellt das eindimensionale
'
Problem mit glatter Erdoberfläche s = 0 dar . Es handelt

sich dabei um die gewöhnliche Schwingungsgleichung . Wegen der Bandbedingung der Pe¬
riodizität ist

n = 0,1,2 . . .

. . . ( 72c)

. . . ( 75)

. . . ( 74)

Diese Eigenwerte sind alle doppelt
1

) , d . h . zu jedem Eigenwert gehören 2 Eigenfunk¬
tionen und 2) ? . Diese lauten normiert:

Der Entwicklungssatz besagt jetzt nichts anderes als das Fouriertheorem . . Jede

Funktion ^ des oben angegebenen Funktionenraumes kann nach den Eigenfunktionen

und JJn
’ entwickelt werden:

wobei on - ( £ „ \ £ ) und o n - ( » £ )

. . . '( 76)

Zur Durchführung der Störungsrechnung wird wieder der Störungsparameter £ einge-

führt

( A q+ £ Aj + £*A 2+ . . . )£ n = yn ( 1+ £ £*N2+ . • » ) £ n . . . ( 77)

und angesetzt
, . (o) (1) i , , (*■) .

JVi “ f n + t fn + C fn + * • *

. . .
. . . ( 78)

) Der einfache Eigenwert y
(
o= 0 mit der Eigenfunktion ^ - yfjist wieder ausgelas

sen , weil er physikalisch keine Bedeutung hat ( vgl . Fussnote 5 auf p . 9 ) .
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Gleichsetzen der Koeffizienten von E (■£ = 0,1,2 . . . ) auf heilen Seiten liefert

A * M _ v
W

£ «
Ä oSn fn Sn

» . sff - rtW - eff «? - ( ‘2 tSVrt" 1»2ü" * >Ä - ( ‘ l-rS »! ) *.?
. . . ( 79)

Die erste Gleichung von ( 79 ) ist von 3elbat erfüllt . Da aber nun die Eigenwerte^
alle doppelt sind , so sind genau so gut

<5 - mit N ‘ * fr'1 '
r n + s n ^

N Z+ I5 nf " 1

0
. . . ( 80)

orthogonale normierte Lösungen . Weil man nicht vorher entscheiden Kann , welche

Lösung de3 ungestörten Problems in die des gestörten übergeht , so muss man in

( 79 ) statt Ĵ ’ die allgemeine Lösung ( 80 ) eintragen . Auf Grund des Entwicklungs¬
satzes wird angesetzt

*5 - E i
jn S i in l- 1 . 2, . . . ( 81)

und in die zweite Gleichung von ( 79 ) eingesetzt . Skalare Multiplikation mit

bzw . t,w ergibt dann

Es sei

"
0 = A - (# <* l

- tfl > tfj * n
- ( C ( h - y

(
! » 1 ) ?2 ) ° n

0 = 7n a n
- -

( Vn * <* l - r& l l > ln )
a n

dkn =
( ^ k^ A l ")’nNl^

>
)

1 <«)1kn ■( %% <*!■&1 >C)

. . . ( 82)

. . . ( 83)

Damit das homogene Gleichungasy3tem ( 82 ) für r n und s Q eine von r Q
= s Q • 0 ver¬

schiedene Lösung hat , muss die Determinante

d °̂> - yM
nn f n

, <« )

d (0) - y( 1 )
nn f n

. . . ( 84)

Das ist eine quadratische Gleichung für . Ihre Wurzeln seien y^ und xl-
Sind diese voneindander verschieden , so lassen sich aus ( 82 ) und ( 80 ) eindeutig
r n , s n bzw . r p , s Q

berechnen . Forthin wird immer mit den so bestimmten Grössen ^
®

und X
®

weitergerechnet und auch in ( 83 ) statt ^ bzw . statt eingesetzt
und entsprechend d ^ , , d v

® U3W . geschrieben . Aus ( 82 ) und ( 80 ) folgt:

« v w
f n 0" nn { n nn 1J2. nn ng.

Genau wie auf p . 10 ergeben sich die weiteren Formeln der Störungsrechnung

. . . ( 85)

a ( Da kn

Jl)
kn

, ( D

J ®

T& - fn 1

-ff «.rFFF

bjk̂n
ÜEL

f $ r fV

bi
1 ) -kn

k ^ n

a> L) = - 4 ( f* n t * )a nn >“ 1 ^ n ‘

SS 7n ’ + ^jndi ) + d^ }

1 V

"In
1 3 fl

) dnj +b ln
) d

ni ) +4nn}

- - 7 ({£ . *1 [£ > . . . ( 86 )

, U)
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wobei

“ Uk . ( A 2- fb
) N l - r*

, N2 ^ ") . . . ( 87)
und entsprechende Ausdrücke für d^ ^ usw . In der zweiten Näherung gilt
vW _ d ( D + V n& ( 3L)d® +b ( 1) d ® ) v lu~ d ( 1) + Wa ^ d® + b ( 1) d ® ) ( 88)( n ann +Zi '? 3n ttnj + Djn anj ; fn “ ann + 4 - v ~ Jn anJ+ “ in anj ‘' . . . Iöö;

j # n - — —* jRn ~ - *—
Alle diese Formeln gelten nur unter der Voraussetzung , dass ( 84 ) zwei verschiede¬
ne Wurzeln und yn* hat . Anderenfalls müssten die weiteren Gleichungen von ( 80)
herangezogen werden . Zur Anwendung der Störungsrechnung auf das Kanalproblera ist
die Berechnung der Grössen d ^ , d ^ | usw , erforderlich:

d kn = f kn - yn% n wo f kn “ ^ k
) ,A l ^ n

^ gkn °*

Nun ergibt sich durch partielle Integration

f kn - -J -] 003 jLi
fr

i >d*' - ^

+

J | [ oos ( k+n >l - co3 ( k - nK } d^
-K -1t 1

Es wird Jetzt angenommen , dass von ^ eine harmonische Analyse vorliege:

f =
y + a v oö3 yk +by sin vd

Definiert man darüber hinaus auch für negative Indioes
a - V - b. für V 1 , 2 , . ,

und setzt schliesslich noch b Q
= 0 , so kann man schreiben

■r _ JüL( a2 '•“ k+ nkn a k - n }

Genau so kann man f^ n usw . und auch ausdrücken . Mit y£
} = - n 2 erhält man

schliesslich:

d‘ 0) -kn ff { kn(

dkn -

a^ " “ ak- n ^ + n ^ak+n + akk+n

k+n + ak- J " “ ( a ;k+ n

n >}
" a k- n )}

41 = \ { - Vn > + n^ Vn + Vn >]
k- n >}

. ( 89)

= ff { te ( V a + Va > + n^ \ +n
U ist in unserem Fall nach ( 71 ) eine gerade Funktion von \ . Deshalb kommen in

der Entwicklung nur cos - Glieder vor:
s
ff

Mit den Koeffizienten

a v cosvd
V * 1

a y = - J
^
oosvd dd ^ sin (vl5 ° )

Mit diesen Werten wird die Matrix der d ^ berechnet . Weil alle by = 0 , 30 ist
di °) = d ^ = 0 für alle k und n . Insbesondere ist also auch d ^ = d ^ = 0 und daKii nn nn
mit

1 n
i M - - y <°>a ? T,nn 1 n 2n

« M) = a. (° ) » + yWa r,in nn In 2n
. . . ( 90)

Wenn a Zn * ° > wie in dem für die Gezeiten wichtigen Fall n = 2 , so spaltet y n also
auf , und es gilt £ ® = und . zum Vergleich mit den Beobachtungen inter
essiert vor allem die Änderung der Resonanztiefe H , Bezeichnet man den für den Ka¬
nal ohne Hindernis ausgerechneten Wert der Resonanztiefe mit H ^

°) und den aus der
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ersten Näherung für den Kanal mit Hindernis berechneten mit H n , ao ist

H 2 « H
* ( l ± a 4 ) Hp ( 1+0,055) . . . ( 91)

wobei sich daa obere Vorzeichen auf und daa untere auf y t bezieht . Die Reao-

nanztlefe spaltet auf . In der Nachbarschaft der Reaonanztiefe des ungestörten
Problems gibt ea jetzt zwei , eine die kleiner ist als H 2 und eine die grösser

lat . Den Beobachtungen entsprechend , käme nur der grössere Wert also als He-

aonanzatelle in Präge.

Die aus ( 86 ) berechneten Entwioklungskoeffizienten für die ersten drei Eigen¬

schwingungen sind in Tabelle 1 zusammengestellt . Alle b£^ und a ^ j verschwinden , so

dass und ? n ihre Eigenschaft der Geradheit bzw . Dngeradheit behalten . Überhaupt

sind die Abweichungen vom ungestörten Zustand bei diesen Eigenfunktionen niederer

Ordnung äusserat gering.

a l,0159 {?'- 0,01914 ^ -0,0058 ^ - 0,0022 ^ - 0,0007 ?? - 0,0000 &*
+0,0004 ?? +0,0005Sg”’

=■ 0,9841 ? f +0,0411 ^ +0,0217 ^ +0,0142 ^ +0,0099i | +0,0070 ^ +0,0050 ^ +0,0032 ^
*

? 2 =. 0,0822 ? ,
*V1,0138 ?f - 0,0360 ? j

’- 0, 0107 ^ - 0 , 003l ? s
° - 0,0000 & +0,0014 ?? +0,0021 ?^

=- 0,0382 ?^ +0,986 2^ +0,06 2^ +0,0319 ?4 +0,0203 ?£ +0,0138 ?? +0,0095 ?? +0, 0064 ^

? j = 0,0651 ?? +0,093o ?f + l , 0107 ? ^ - 0,0386 ?? - 0,0088 ? * - 0,0001 ?£J+0,0034 ??
*+0,0049 K

'
»

? j =- O,O174 | ? - O,O54O ?f +O,9893 ?f +O,O669 ?4
J+O,O327 ?s

)+O,02Ol ?^ +O,0131 ?7
'+O,OO86 ?£

Tabelle 1

Die Störglieder zweiter Ordnung ergeben sich zu

y 2 = +0,055 - 0,033

Zusammenfassend sind al3o die Eigenwerte der zweiten Eigenschwingung

n = n + y2
, + y2

) = -4,00 - 0,22 + 0,06 = -4,16
ft ^ y

(
i + Ti

>+ y
l
i = - 4 » 00 + ° >22 - ° *05 - - 3 , 8i

. ( 92)

Das Störglied zweiter Ordnung bewirkt , dass | y 2 j
nicht ganz so stark vergrös3ert

wie
| j ^ |

verkleinert wird.

2 . Endlicher Kanal al3 Grenzfall.

Die Ergebnisse dieser Rechnungen werden verständlicher , wenn man den Grsnz-
fall betrachtet , bei dem die Gebirge bis zur oberen Grenze der Atmosphäre ange-
waohsen sind . Dadurch wird der Kanal endlich . In diesem Pall kann man die Glei¬

chungen des Problems wieder streng lösen : Es werde ein neues Koordinatensystem
mit Ä1 eingeführt . Die Zählung vonZ ' beginne am Ostrand der Scheidewand ( also bei
X = 15 °

) und die Einheit sei so gewählt , dass am Westrande( Z - -15 ° ) Z ' = 360°
wird
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Die Irans,formationsformeln lauten

Mit u 5 0 , ta

A. = ^ -A. + 15 °
. . . ( 95)

3 15°
0 und 3 = 0 erhält man aus ( 15 ) die Differentialgleichungen für

die freien Schwingungen , 1 v _ i 12 dtv - Fr TT cTT

' i 1 12 dv
ä7" TT <ET'

wo a' a sin gesetzt lat . Elimination von v ergibt:

<£ >
■

$ ■ rt . . . ( 94)

An der Wand müssen die luftteilchen in Ruhe sein , daher hat man die Randbedingung

§ | , - 0 für i' - 0 ° und 560 °
. . . ( 95)

Zu ( 94 ) und ( 95 ) gehören die einfachen Eigenwerte

r? - - <£»>12 . 2 v (“>rn f 12 2n- lx2■(TT ~ Z~ > 1 , 2 , . .
mit den zugehörigen Eigenfunktionen

I-C = vf 008 _ _1_~
Vg

ooa 2l
g~

1 ^ 1 n = 1,2, . .

. . . ( 96a)

. ( 96b)

Der obere Index (o®) soll andeuten , daaa dies die Grenzwerte sind , gegen die die
Eigenwerte und Eigenfunktionen streben . Pur n = 2 hat man die numerischen Werte

fl
„oyrS - 4 . 16- 4,00 ‘ r

r T 1 - - 4,76
^

I
- 3 ' 81

’ " ° fT - 2,68

Ea i3t also auch im Grenzwert y * weiter von entfernt als y ‘^ und daher die
Unaymmetrie des Störglledea zweiter Ordnung verständlich . lat H 1* '1 die zu tSL ge¬
hörige Resonanztiefe im Grenzfall , so gilt

H f “ 7 ^ S h 2 1,492 nf

_ V—. -. (« ) * (o)
_ L

~
_ ü

Um nun auch noch die Eigenfunktionen im Grenzfall mit den durch die Störungareoh-
nung gelieferten Punktionen X,t und vergleichen zu können , sollen £

(“ Jund
nach bzw . entwickelt werden . Dazu mu33 man den Grenzfunktionen in den In -
tervallen - 15 °< A.< + 15 ° den Wert 1 bzw . Null erteilen , tfjf* iat dann eine gerade und

eine ungerade Punktion .von X , so dass man anaetzen kann

%T - £ *Wy
Die Koeffizienten ergeben 3ich zu

a V2 “
, lT) - ± Aiff gjP * ^ ain (vl 5 ° )

(js . , ^ ) - - 4 -
gffliy

0,209 ^ +0,996 ^ - 0,169 ^ - 0,059 ^ - 0,028 ^ - 0,016 ^ - 0,012 ^ - 0,006^

^ - - 0,567 ^ +0,835 {J +0,214 ^ +0,095 ^ +0,057jg - 0,025# ;- 0,041 ^ |
J

Tabelle 2

. . . ( 96c)
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Diese Zahlen sind vergleichbar mit denen der Tabelle 1 , obwohl die Normierungen
hier und dort nicht dieselben 3ind . Man kann aber so aus dem Grenzfall ersehen , in
welcher Richtung die Abänderung der Eigenfunktionen erfolgen wird . Dies soll noch
einmal durch Abb . 1 veranschaulicht werden . Aus dieser Abbildung ersieht man auoh,
dass nicht nur der Eigenwert yj^ durch die Störung stärker beeinflusst wird als
sondern auoh die Eigenfunktion fc^ wird stärker abgewandelt als

ungestörtes Problem

’/V/V/AV/V/V/V/V AV/V/AV / / / /////S//777/.
Grenzfall

ungestörtes Problem

Grenzfall { ‘f 1

5 . Erzwungene Schwingungen.

Setzt man wieder £ = - <§ .
ifft

Abb . 1

und nimmt an , dass t, von der Zeit abhängig ist
durch den Paktor e °

, so erhält man aus ( 8 ) und ( 10 ) mit den Vernachlässigungen
der eindimensionalen Behandlung _

i= st ix

' i e'’ s = T)
Setzt man nun noch £ -

"
£ = f, und eliminiert v aus den beiden Gleichungen , so ergibt

sioh

Ä 1 „o — v

frr =

§
'
> - - • * « ' * < )

oder in üperatorenschreibweise

Al ;
’ - yN ^

’ = y n £ . . . ( 97)

Zur Lösung dieser inhomogenen Gleichung setzt man auf Grund des Entwicklungssatzes

v - £ (« v ^ ♦ . . . ( 98)

Trägt man ( 98 ) in ( 97 ) ein , so erhält man durch skalare Multiplikation mit £ n bzw . $ n

. . . ( 99)7* 7

Xz ‘ 7
Für die Gezeiten der Atmosphäre ist der Pall wichtig , dass eine nach Westen

:iv'

I
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laufende halbtägige Welle lat

£ = ( $ (
f + i $£

>) e Ut
. . . ( 100)

Da die Abweichungen der gestörten Eigenfunktionen von den ungestörten 3ehr klein

sind , ao kann man näherung3welae setzen

t - ( t * + i yj « i2t

Dann veraohwinden alle Entwioklungskoeffizienten ausser

Cf - — C , = - X-
Yi ~ y — iL - y

Diese Koeffizienten werden 3ehr gross , wenn y in der Nähe von oder liegt . Da
diese beiden jedoch nicht mehr zusammenfallen , 30 werden die beiden stehenden Wel¬
len , die zusammen die laufende bilden , nicht in gleichem Masse verstärkt . Man er¬
hält daher bei der Zusammensetzung keine normale laufende Welle , sondern eine sol¬
che mit ab - und anschwellender Amplitude.

Um ein mit den Beobachtungen vergleichbares Zahlenbeispiel zu bekommen , wird

y in folgender Weise bestimmt : Wegen der beobachteten Vergrösserüng der Resonanz¬
höhe liegt y in der Nähe von y z . Die Gezeiten sind direkt , also |

*
j/ | < j y z j

Schliesslich ist die beobachtete Resonanzvergrösserung etwa 60fach ( c2 = i 60 ) ,
Hieraus ergibt sioh : .

r

. . ( 101 )

60 .5T XL - 3,75
Die andere stehende Welle bekommt dann den Koeffizienten

o 2 = 9,15

Sie wird also nur neunfach vergrössert . Zusammen i3t

= ^ = ^ 9,15 cos (2Ä)+ 60 i - sin (2^ e 1^

Pur die numerischen Rechnungen wird der Realteil von £ und benutzt:

Re £
'

=. J = | 9,15 cos (2^ cos ( 2l )- 60sin (2l )sin (21^

Die luftdruckwelle an einem Ort X ist von der Porm

c sin ( 2t + C ) => c sin [ 2 ( t +A ) + fiJ

Der Bhasenwinkel 6 ' = £ ' {X) nach Weltzeit ergibt sich aus

* 6 « ' = “ “ 0,15 2 ctg ( 2X.)

Weiter kann man dann den Phasenwinkel £ ( * ) nach Ortszeit berechnen aus

£ ( X) = £ ' ( Ä.) - ZI

Die Amplitude c = o( A ) beträgt

c ( i)
^ ( 9,15 cos ( 2J) )

2 + ( 60 sin ( 2A))
‘

Das Ergebnis der Rechnung ist in Abb . 2 dargestellt . Die Pfeile bezeichnen darin
den jeweiligen Stand der Sonne . Während eines Umlaufes wächst die Amplitude vier¬
mal von 9,15 auf 60 und . klingt wieder ab . Durch diese Veränderungen der Amplitude
werden auch die Phasenwinkel £ variabel : Beim Anschwellen wird das Maximum an ei¬
nem Ort erst erreicht , nachdem der Kamm den Ort passiert hat ( £ > 90 °

) und beim

Abklingen ist es umgekehrt ( £ < 90 ° ) . Dieses ist am deutlichsten aus den Perioden¬
uhren '*' ) in Abb . 3 zu ersehen : Zwischen 03trand (X = 15 °

) und Westrand ( X = - 15 ° )

L
) Von jeder Periodenuhr ist immer nur der Zeiger gezeichnet . Der Mittelpunkt

'
je¬

der Uhr liegt in dem X - Wert , für den die Uhr gilt.
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nt? ”

/ ///S///ST77■̂ 7T7T7TTTTT7 -rrTT7 -r

Abb . 2

Erzwungene halbsonnentägige wandernde Welle.

des Gebirges ändert sich der Phasenwinkel von 135 ° 2 auf 44 ? 8 . Das ist zwar erheb¬
lich mehr , als bei den sonnentägigen Wellen beobachtet wird ( vgl . p . 2 ) , liegt
aber in der richtigen Richtung.

« \ V I / / 1 \ \ I / / \ \ \ I / / 1 \ \ I / / i
Periodenuhren für die wandernde halbsonnentägige Welle

I \ \ I / / l \ \ I / / I \ \ I / / I \ \ I / / I
Periodenuhren für die wandernde halbmondentägige Welle

( in 5 - mal so grossem Masstab wie oben)

// 777T77777777777777T77777-

Schema der Periodenuhren
Relative Einheiten der 10‘

Amplituden

!
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In dem unteren Teil der Abt . 3 eind die entsprechenden Periodenuhren für die halb-

mondentägige Welle gezeichnet . Da
1 Mondtag *= 1,035 Sonnentag

30 gilt

T<r =
( i,035 '

) 2 Y® “ " 5,50
Mit diesen Werten wird

o 2 = 5,50 o^
= i - 11,30

Die Amplituden sind erheblich kleiner geworden , da y weiter von den Resonanzstel¬
len entfernt ist . ( In der Abb . ist deshalb ein anderer Masstab gewählt ) Die örtli¬
chen Unterschiede in Amplituden und Phasen sind nicht mehr so gross . An der 03t-
aeite ist £ *■ 111 ° und an der Westseite ist £ =• 69 ° .

Bei den Beobachtungen ( vgl . p . 2 ) ist die Amplitudenveränderung beim Mond am
ausgeprägtesten und die Phasenänderung bei der Sonne , während nach der Theorie bei¬
des bei der Sonne am stärksten und beim Mond etwas schwächer sein müsste . Prof.
Bartels erklärt diese Unstimmigkeit durch die Rückwirkung der halbmondentägigen
Gezeiten des Meeres und der festen Erde auf die Gezeiten der Lufthülle mit glei¬
cher Periode , während bei den halbsonnentägigen Wellen keine bemerkenswerte Bewe¬

gung der Unterlage mit gleicher Periode stattfindet.

Dieses Zahlenbeispiel entspricht qualitativ den Beobachtungen . Quantitativ
ist die VergrÖ3serung von H zu klein ( 5,5 statt 15# ) und die Phasenänderung zu

gross ( 90 ° statt 20 °
) . Eine Vergrösserung von würde H vergrössern , aber auch

die Phasenänderung noch grösser machen . Die Betrachtung des Grenzfalles legt es
nahe , daran zu denken , dass die Verhältnisse sich günstiger gestalten , wenn man
höhere Näherungen bei der Störungsrechnung erfassen könnte ; denn y^ ist viel wei¬
ter von y 2

* entfernt als Entsprechendes wird wohl auch bei und y 2 durch
die höheren Näherungen bewirkt werden , wie ja schon if zeigt . So ergibt sich ei¬
ne Vergrösserung von H gegen H (a) , ohne dass sich die beiden Resonanzstellen nooh
weiter auseinander schieben und damit die Phasenänderung vergrössern.

4 » Grenzfall auf der Kugel.

Um die Abänderung der Ergebnisse der Kanaltheorie bei den Schwingungen auf der
Kugel zu studieren , betrachtet man am einfachsten den Grenzfall eines Luftozeans,
der von den beiden Meridianen A = + 15 °

begrenzt wird : Setzt man in den Gleichungen
( 13 ) zu diesem Zweck s = 0 und zunäohst tu - 0 , so erhält man bei Elimination von
u und v _ 2 2

gH 1 3T^ { ^ ( 3in * E ) + sTHT IS} . . . ( 102 )
Genau wie auf p . 22wird eine neue V - Zählung eingeführt , die am Ostrand der Sohei-
dewand beginnt und für X - - 15 ° den Wert A 1 - 360 °

ergibt . Dann wird aus ( 102)

7^ " ■ST53. p, ( sla 'S>U ) + *SIa** CSf tjfc
wobei jetzt 2 2ff a

v muss an den beiden Meridianen X - + 15 ° verschwinden . Da
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ao helaut die Randbedingung

= 0 für * ' « 0 ° und 560 °
. . . ( 103)

Macht man zur Lösung von ( 102 ) , ( 103 ) einen Separationsanaatz

{ - A (X ') ■ 0 (♦)
ao ergeben sich für A und 8 die Be3timmungsgleichungen

= - o*A . . . ( 104)

snry aind> sf ) ~
Y

6 - “f -rr 6 . . . dos)
sin * v'

# O
wobei o eine nooh zu bestimmende Konstante bedeutet . Aua ( 104 ) und ( 103 ) folgt

A = co3(oV) wobei o = ^ , 1 , 3 f 2, . . .
Teilt man nun wieder auf

A
m

= ooa (ml1) A m = ooal '^ 1̂ 1') mit m = 1 , 2 , . . .
und setzt m ' o und n ' ( n ' + l ) « - y dann iat ( 105 ) die Differentialgleichung
der Kugelfunktionen

8 - *® l (+)
Ihre Löaungen sind nur dann in den Polen ^ - 0 und ♦ = » endlich , wenn n ' - m ' ganz.
Diese Forderung bestimmt die möglichen Werte von n ' und damit die Eigenwerte Yn
des Problems . Mit den gegebenen Zahlenwerten ergibt sich folgende Matrix:

In dieser Tabelle sind die für die Gezeiten der Atmosphäre in Frage kommenden Wer¬
te eingerahmt.

Für Sektormeere auf rotierender Kugel sind eine ganze Reihe Berechnungen an¬
gestellt worden , aber den Verhältnissen der Ozeane entsprechend für schmalere Sek¬
toren . Jetzt können wir aber von den Ergebnissen des zweiten Kapitels Gebrauch ma¬
chen , Bei der glatten Erdoberfläche bleibt bei den freien Schwingungen die Phase
in 1 völlig unbestimmt . Man kann daher über diese ao verfügen , wie es oben für die
ruhende Erde geschehen ist , und erhält dann als Lösungen Kugelflächenfunktionen
von unganzer Ordnung und unganzem Grad . Alle Reihenentwicklungen werden nach die¬
sen Kugelfunktionen vorgenommen . Es ist also immer n ' statt n und m ' statt m in
den Formeln zu 3etzen . Das geht auch ; denn die Formeln ( 46 ) , ( 47 ) gelten auch im

^
) Die zonalen Schwingungen sind völlig unabhängig vom Öffnungswinkel des Sektor¬

meeres . Lässt man diesen immer kleiner werden , so erhält man einen Kanal , der
aber einen veränderlichen Querschnitt hat . Für diesen gilt auchv ■■ - n ( n+ l ) ,wie man auch direkt zeigen kann . *
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Pall unganzer n und m . Infolgedessen gelten alle abgeleiteten Formeln auoh für den
Grenzfall.

Für die numerische Rechnung wurde die dritte Näherung und im zonalen Pall die
vierte Näherung verwandt . Die Ergebnisse stehen in Tabelle 3.

Wellentyp: W° . Eigenwert in Vielfachen von co als Funktion von H

H bei ruhender Erde bei rotier . Erde
ln km mit glatter Oberfl. mit glatter Oberfl.

6,00 1,289 1,778
7,00 1,592 1,861
8,00 1,490 1,941
8,76 1,558 2,000
9,00 1,578 2,017

Wellentyp: w | . Eigenwert in Vielfachen von « als Funktion von H
H bei ruhender Erde hei rotier . Erde bei rotier . Erdein km mit glatter Oberfl. mit glatter Oberfl. im Grenzfall

6,00 1,289 1,913 1,886
7,00 1,592 1,993 1,934
7,12 1,404 2,000 1,941
8,00 1,490 2,065 1,987
8,29 1,516 2,085 2,000
9,00 1,578 2,145 2,040

Wellentyp: w3V Eigenwert in Vielfachen von oj als Funktion von H

H bei ruhender Erde bei rotier . Erde bei rotier . Erdein km mit glatter Oberfl. mit glatter Oberfl. im Grenzfall

6,00 2,358 2,762 2,653
7,00 2,545 2,934 2,810
7,45 2,616 3,000 2,875
8,00 2,713 3,085 2,950
8,39 2,788 3,148 3,000
9,00 2,885 3,245 3,087

Tabelle 3

Die wirkliche Resonanztiefe muss zwischen der der glatten Oberfläche und der
des Grenzfalles liegen . Das ist für w| zwischen 7,12 und 8,29 km, für zwi¬
schen 7,45 und 8,39 km. Für Z 2 beträgt sie 8,76 km . Es liegt also noch kei¬
ne Übereinstimmung der Resonanztiefen vor . Aber die Vermutung wird bestätigt,
dass die amerikanischen Kettengebirge auf die wandernden Wellen w| und Ŵ ver¬
zögernd einwirken . Auch ' die beobachteten örtlichen Phasen - und Amplituden¬
veränderungen stimmen qualitativ mit der Theorie überein . Quantitativ ist
der Einfluss der Kettengebirge auf die Periode stärker und auf Amplitude und
Phase schwächer als nach der Theorie zu erwarten wäre . Diese Unterschiede
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können auf der der Theorie zu Grunde gelegten Annahme einer autobarotropen Atmo¬
sphäre sowie den vereinfachenden Annahmen über die Gestalt des Erdkörpers beruhen.

Zum Schluss möchte ich Herrn Prof . Bartels vielmals danken für die Anregung
zu dieser Arbeit und für die freundliche Unterstützung bei der Ausführung derselben.
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