Theorie der gezeitenartigen Luftschwingungen als Eigenwertproblem.

Yon Walter K e r t z, Gittingen, 1}

Zusammenfassung: Die Bewegungsgleichungen einer autobarotropen Atmosphire liber ei-
nem rper mit beliebig gestalteter Oberfliche werden aufgestellt und durch
Operatoren ausgedriiockt. Dadurch wird deutlich, dass es sioh hier um ein lineares
Eigenwertproblem handelt. Von den bekannten Losungen fiir die ruhende Erde mit

glatter Oberfliche ausgehend, werden mit Hilfe der Jtdérungsrechnung die Abwei-
chungen ermittelt, die durch die Erdrotation und ein den westamerikanischen Kor-
dilleren Bhnliches Hindérnis entstehen. .Beim Vergleich der Beobachtungen'mit der
Theorie erglbt sich eine qualitative Ubereinstimmung.

Summa;x: The equations of motion in an auto-barotropic atmosphere on an earth with

1;

purface-irregularities are formulgted and expressed, by means of operators, in
terms of a linear eigen-value problem., Starting from the solutions for a non-
rotating earth with smooth surface, the theory of perturbations is applied to
£ind the deviations produced by the earth's rotation and by an obstacle corres-
ponding to the cordilleras in western America, The oomparlson of observatlonal
results on tidal atmospheric oscillations with theory shows qualitative agree-
ment.

I, Einleitung und Aufstellung der Bewegungsgleichungen,

Beobachtungsergebnisse, Problematellung,

ne

Bei den sonnentigigen Luftdruckschwankungen hat man im wesentlichen drei pla-
tarische Typen sicher nachgewiesen ([1] bis [3]). Bezeichnet man mit A die geo-

graphische Linge Ostl.Greenwich, 4 die Poldistanz und t die Weltzeit, so kdnnen

di

ese dargestellt warden:
1) halbtigige stehende Welle
2, = 0,121 P}(#) sin (2t + 105°) mbar °)
2) halbtigige wandernde Welle
W3 = 1,395 (23(#)-0,14025 () s1n (2(t+A)+154°) mbar
3) dritteltigige wandernde Welle

{4 ]
W2 = 0,293 Pi(%}ﬂin(?ﬁ(ta—l} . gigojmm. Tinter

Als mondentigige Luftdruckwelle 1at die halbtigige wandernde Welle bekannt([l]hla
[6]). Bei ihr sind Amplitude und Phase weniger regelmissiz verteilt als bei der
entaprechenden halbsonnentéigigen Welle, Die Amplitude betrigt am Aquator etwa

0,

060 mbar und in mittleren Breiten 0,015 mbar, Die FPhase lisgt in der Nihe von 90

Grad, so dass das Druckmaximum mit den Kulminationen fast zusammenfzllt,

1

2)

Die vorliegende Arbeit wurde von der Mathematisoh-Naturwissenschaftlichen Fa-
kultat der Universitit Gottingen als Doktordissertation D 7 angenommen,

Die PO(#) sind die nach Ad, SCHMIDT normierten Kugelfunktionen
Tlff f %:{@}uus wa] sindadad = yoiy
Die oben vorkommenden Fﬁﬁfflonen 8ind:
P3(P) = 0,500 (300s®H - 1) 25(#) = 0,559 8in®H(Toos’H - 1)
Pg(#) = 0,866 ginZ ?3(#) = 2,092 sin’Poos P

In 45 Grad Brelte und Null m SeehBhe ist 1 mbar = 0,75008 mmHg.
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Da beil all diesen Wellen die beobachteten Amplituden im Verglelch zu den an-
regenden Kriften (Gravitationswirkung der Sonne und des Mondes, Temperaturachwan-—
kungen) gross sind, ac muss man annehmen, dass es sich um Resonanzeracheinungen
handelt. Man kann nun zeigen, dass eine autobarotrope Atmosphire, d.h. eine sol-
che, die sich im konvektiven Gleichgewicht befindet, in erster Raherung die glei-
chen Schwingungsformen und Perioden besitzt wie ein Wasserozean, der die ganze
Erdkugel mit einer Tiefe, die gleich der Skalenhihe H (Héhe der homogenen Atmo-
sphire) ist, bedeckt. (vgl. unten p, 4 ). Die Rechnung liefert fiir dis 3 genann-
ten Schwingungsformen Resonanztiefen von 8,76 km fiir Zpy 7,12 km fiir Wy und 7,45
kn fiir w4. Die Resonanztiefen der belden wandernden Wellen stimmen einigermasaen
liberein, aber sie weichen um 15% von dem Wert der stehenden Welle ab, Prof.BAR-
TELS vermutete nun ([15] P.11), dasa diese Abweichung durch die Nord- und Sidame-
rikanischen Kordilleren bedingt sei, welche die von Osten nach Westen wandernden
Wellen atédrker behindere als die stehende zonale Schwingung. Den Einflusa eines
solchen Gebirges auf dle Gezeitensohwingungen der Atmosphire zu untersuchen, iat
die Aufgabe der vorliegenden Arbeit,

Bei einer genaueren Betrachtung der geographischen Verteilung der Luftdruck-
wellen erkennt man den Einfluss der westamerikanischen Kettengebirge auch in ver-
schiedenen anderen Einzelheiten: Die wandernde halbsonnentigige Welle zeigt an der
Ostkiiste einen um 20 Grad grdsseren Phasenwinkel als an der Westkiiste, und zwar
dndert sich die Phase sprunghaft iiber dem Felsengebirge [7]. Die Amplitude wird
auch etwas kleiner von Osten nach Weaten, Bei der halbmondentégigen Welle dagegen
ist in der Fhase kein merklicher Unterschied zwischen Ost- und Westkiiste festzu-
gtellen, aber die Amplitude ainkt auf Wweniger als die Hialfte ihres Betrages an der
Ostkiiste,

2. Analogie zwischen den Gezeiten des Meeres und der Atmosphire,

Ea werden folgende Bezeichnungen gebraucht

g = Schwerebeschleunigung = 9,81 m seo™?

® = Winkelgesohwindigkeit der Erdrotation = 0,729-10 %gec=1
a = Erdradius = 0,637-10'm

R = Gezeitenpotential

t = Weltzeit

® = Polabstand = 90 Grad - geogr. Breite

A = Linge (von einem Nullmeridian aus nach Osten positiv)

2 = Hbhe iiber einer festen Potentialfliche

u Siiden
V= Geschwindigkeit der Luft naoch{Osten

w oben (Zenit)
p = Druck :
§ = Dichte der Luft
T = Temperatur
Po
§o¢ Deziehen sich auf den Ruhezustand und sollen nur von z abhingig aseln,
To
Dann gelten bei Vernachlissigung kleiner Gréssen die folgenden Bewegungsgleichun-
gen: du - ks 9 TR
5% - 2wv cosd ~ 3% Ty
v z 1 p 1
$7 + 20uoc0sd - g, STaW B'E'_i“?sun.» 'g'g.l
0 11.2. 'l'(l}
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und die Kuntiguitﬁtsgleichung
p ]
5 *+ m{ﬁf §ou 8ind) + a%( 90'3} + 3%'1 g, =0 ceil2)

Die Bewegungsgleichungen zaind die linearisierten Eulergleichungen mit Coriolis =
gliedern. Insbesondere 1st aber in der dritten Gleiochung von (1) die Vertikalbe-
schleunigung 15; gestrichen, so dass nur die statische Grundglelchung iibrigbleibt.
SOLBERG bezeichnet deshalb diese Niherung als ®guasistatisch™ und hat selbst filr
das Meer eine Berechnung ohne diese Vernachlissigung ("Dynamische Theoris"™) in
Angriff genommen {[}0], vgl. auch [41]). Es zeigt sich dabel jedoch, dass die An-
derungen gegen dle guasistatische Theorie bei den schnellen Sohwingungen (Periode
kleiner als 12 Sternstunden) nicht so erheblich sind, Grosse Unterschiede treten
erst bel den langsamen Schwingungen auf. Fir solche langsamen Luftdruckschwingun-
gen benutzt deshalbd WUNSCHE‘[S] das Gleichungessystem der dynamiachen'Theorie. In
der vorliegenden Arbeit gilt aber das Hauptinteresse den sohnellen Sehwinszungen.
Deshalb kann die quasistatische Niherung verwandt werden,

Die Tiefe der Erdoberfliche unter der festen Potentialfliche sei s = s(®,4).
B3 muss an der Erdoberfliche gelten:

w(-8) = -u 333 - T goraIA =e2{3)

Unter der Annahme einer glatten kugelfirmigen Erdoberfliche (s = const) ist das
Gleichungsaystem (1) bis (3) von verschiedenen Verfassern behandelt worden. Aller-
dings hat man meist noch andere vereinfachende Annahmen gemacht, um es auf das
Gleichungssystem, das fir die Gezeitenbewegung eines Wasserozeans (@=oonat) gilt,
zuriickzufiihren. So nahmen MARGULES ([9],[10] vgl. such [11]) und nach ihm LETTAU
[12] eine isotherme Atmosphire und isotherme Zustandsinderungen an. BARTELS ([15],
vgl. auch eine Korrektur in [16] D. 315) zeigte eine Analogie zwischen den Gezei-
ten der Atmosphire und des leeres bei beliebiger Temperaturverteilung und adiaba-
tischen Zustandsinderungen auf. Diese sind wegen der grossen geugraphischsﬁ Aus~
dehnung der Wellen den wirklichen Verhidltnissen besser angepasst als isotherme
Zustandsénderungen. Allerdings gilt diese Analogle nur streng, wenn sich die At-
mosphire im konvektiven Gleichgewiocht befindet., Piir eine solche autobarotrope At-
mosphire gelten die Rechnungen von V,BJERENES ( 17],[}8]} und HAURWITZ [19]. LAMB,
TAYLOR, PEKERIS, WEEKES und WILKES ([20] bis [28]) und auf anderem Wege SOLBERG
[29] suchten sich noch von dieser Beschrinkung zu 1l6sen. Ihre Rechnungen werden
aber zu umfangreich, um sie auch noch auf den Pall variabler Erdoberfliche zu iliber-
tragen. Daher setze ich fiir diese Rechnungen eine autobarotrope Atmosphire voraua.l}
Auf alle Pédlle kann man an Hand dieser Rechnungen den Einfluss des Gebirgea auf

die Gezeliten der Atmoaphire qualitativ studieren.

Die Annahme des autobarotropen Zustandes bedeutet, dass ™(z,b4t) = T,(z).
Aus der Gasgleichung und der statischen Grundgleichung folgt dann

l?ﬁ - ----..-1 o
Py 4
und welter s fo : ; e
g (z) "E’Jz"z}
P ('5} - Pofz-tjl ---(5}

1
JHE1t man an dem Begriff der dquivalenten Hohe auch bei einer anders geschichte-

ten Atmosphire fes g0 kann man in den folgenden Gleichungen H h die & -
valente Hihe eraetzén. - 5 o i
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wobei { nicht mehr von z sondern nur noch von t, & und © abhingt. Da die Lnde-
rungen von @ und p gegen den Ruhezustand als klein angenommen werden, so kann

man entwickeln:
¢(z) = g (z) - et

[ —

p(z) = py(z) - G2t . Po(z) + go b ess(6)
g Diese Ausdriicke werden in (1) eingesetzt.
% %%-vaooai"e-é%&—%%% R by i)
i v P o E -] 1
E H . bk aos# & 8in a-i = a afna; }? 100(8)

Die Kontinuititagleichung (2) wird
2go 1
- %o 3% a-m{za; (gou sin®) + :% f%"} + 4 (gm =0 | (g

Aus (7) und (8) ersieht man, dass u und v unabhingig von z sind, Deshalb kann man
die Kontinuit#tsgleichung (9) von der Erdoberfliche (z = =-s) bis zur oberen Gren-
ze der Atmoaphire (zeoce) integrieren. Da }EE §o = O iat, ergibt gich

2
%+H—-—m Bln {5%(&31:1‘5)+511}+ uEa?%"!' v-—masans = 0 ...(10)
-8
mit H = EQol-8) Skalenhihe, susltil)
Die entsprechende Glelchung fiir einen Wasserozean ist
1 ;
B %— e e {%{u sind) + g{-}-l- u%ﬁ e ) E":h =0 vee(12)

wobel l’, jetzt die Erhebung der freisn Oberfliche und & die Tiefe des Uzeans unter
der ruhenden Oberfliche hedsu‘bet.l) Sowohl beim Meere als auch bei der Atmosphire

iat durch Verwendung der statischen Grundgleichung das Problem auf eine zweldimen-
sionale Bewegung zurilickgefiihrt, da w aua den Gleichungen verschwunden ist. Wenn

die Bezupsfliche so gewidhlt werden kann, daas %@1 iat, so ur;taprisht (10) fast

der Kontinuitdtsgleichungz eines Meeres der Tiefe h = H-(1 + E) ; aber die Ana-
logie ist bei variabler Tiefe ( s O ) nicht mehr v5llig, Eine solche wire ja

auch nicht zu erwarten; denn wenn dle Geblrge des Untergrundes etwa die Hohe H
erreichten (ﬁ = -1), so wire doch der Einfluss im Wasserozean der Tiefe h = BE-(1 + I?_':’

Luf it H = =g
and im tozean m g?n ==

3+ Operatoren im Hilbertraum,

eln ganz verachiedener,

Das Gezeitenproblem ist mathematisch eln Eigenwertproblem., Die klasaiache Be-
rechnung der Gezelten eines leeres (LAPLACE), das eine rotierende Xugel mit kon =
atanter Tiefe bedeckt, beruhte auf dem Ansatz einer Potenzreihe mit unbestimmten
Koeffizienten. Zur Bestimmung der Koeffizienten erhilt man eine Differenzenglei-
ohung zweiter Ordnung, Aus dieser kann man mit Hilfe eines unendlichen Kettenbru-
ches die Eigenwerte berechnen, In derselben Weise berechnete auch MARGULES [10]
die Gezeiten einer isothermen Atmosphire. HOUGH ([30], vgl. auoh [31]) vervesser-

; 1 1) Beim Wasserozean ist £ eine viel anachaulichere Grisse als beim Luftozean. In
! : beiden F&illen bestimmt ¥ den zeitlich und Ortlich verinderlichen Beatandteil

dea Bodendruckes (vgl. Gl. 6),
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te das Kettenbruchverfahren, indem er elne Kugelfunktionsentwicklung statt der Po-
tenzreihenentwicklung ansetzte., Er zeigte auch, dass man mit der gleichen Methode
noch den Fall vertnderlicher Tiefe behandeln kann, wenn

h=a+b ainzﬁ. .
Wenn h aber einem allgemeineren Gesetz geniigt, so wird die zugehSrige Differenzen-
gleichung wvon hiherer als 2, Ordnung, und es liésst sich keine Kettenbruchgleichung
mehr bilden. In verschieden gestalteten HMeeresteilen und Kan#dlen hingegen konnte
HIDAKA ([71] bie [73]) fir einige spezielle Tiefengesetze mit der gleichen Metho-
de Lisungen sgngeben,

Pir beliebig berandete Meere bietet sich vor allem die Integralgleichungsme-
thode zur Lésung der Gezeitenglelichungen an. Mit Hilfe der Greenschen Funktion
geht man von den Differentialgleichungen zu einer Integralgleichung zur Bestim -
mung der Eigenwerte und Eigenfunktionen iiber. Diese Behandlungsweise hat den Vor-
zug, dass die Randbedingungen gleich mit in die Bestimmungsgleichung hereingezo-
gen werden, In dieser Weise wurde das Problem von POINCARE [35] und OSEEN [39] in
Angriff genommen. Zur Erlangung humerischer Resultate wurde diese Methode aller-
dings nicht verwandt.

In einer Reihe von Arbveiten ([34], [44] (1950), [58], [59]) wird von den Be-
wegungsglelchungen zu derjenigen Variationsaufgabe iibergegangen, deren Eulerglei-
chungen mit den Bewegungsgleichungen identisch sind, und diese behandelt. Eine
'wirklich numerische Berechnung der Gezeiten beliebig berandeter Meere und Meeres-
teile wurde von DooDSON ([55], [56]) und vor allem von mansen [60], [61] mit Hilre
eines Differenzenverfahrens durchgefilhrt.

Fir die Lisung der vorliegenden Aufgabe erschien mir von den Verfahren zur
Losung von Eigenwertproblemen die Stﬁrungarechnungl} am geelgnetsten, handelt es
sich doch um eine vermutlich kleine Abidnderung, die das EKettengebirge an den be-
kannten Perioden und Druck- und Geschwindlgkeitsverteilungen der atmoaphériscﬁen
Eigenschwingungen iiber elner glatien Kugel bewirkt. Die Sttrungsrechnung wurde
gchon von ERTEL {65] auf Gezeitenprobleme angewandt, Er benutzte sie zur Berech-
nung der Seichesn in Seen unregelmissiger Gestalt, indem er von den bekannten Li-
sungen fir einen abgeschlossenen Kanal ausging. Zur Anwendung ist erforderlich,
dass in der Gleichung des Froblems der Eigenwert nur linear auftritt., Dies wird
durch die folgende operatorenmiissige Darstellung der Bewegungsgleichungen er -
reicht,

Vor der Untersuchung der erzwungenen Schwingungen berechnet man zweckmissig
die freien Schwingungen, oder mathematisch ausgedriickt: Man 1dst das homogene
Gleichungssystem vor dem inhomogenen. Man setzt in (7) und (8) also =0, Damit
man iiberhaupt Schwingungen erhilt, miissen u,v und § periodische Funktionen der
Zeit sein, Sle seien von der Zeilt abhinglg durch den Faktor ei’t. Wird nun die
Eontinuititsgleichung (10) noch mit e multipliziert, so kann man (7), (8) und

{10) schreiben: 1 12 20
G‘Eucgsgui?v coad

ﬂ%?=ﬁ}n—’—ﬁ-+i%u003% .'.(13]
oh & b {Rebe siah + )

l) COURANT HILBERT, "Methoden der mathematischen Physik" I. 2.Aufl.p.296=302 Ber-
1in 15931. COLL&&Z L. "Eigenwertprobleme und ihre numerische Behandlung."-p.

305-313 Leipzig 1945.
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Dazu kommen noch die Randbedinpgungen
n(d) =u@+2r) v (R)=v @A+ 2n) L(A) =@+ 2m) v k)
u, v,% in den Polen ¥ = 0 und P=m endlich

(13) und (14) stellen ein Eigenwertproblem mit den Eigenwerten ¢ dar. Solche Ei -
genwertprobleme lassen sich besonders gut diskutieren und 1ldsen, wenn man sich der
Sprechweise eines unendlichdimensicnalen Funktionen- oder Hilbertraumes bedient.
Es geil

fus= fv - Sl
ef u =@ et v =9 e (15)

WP
g

Mit diesen Definitionen werden Vektoren }:. eingefiihrt CP

Die Funktionen P P und t, sollen periodisech in A mit der Periode 27x und iiber die

ganze Kugel gquadratisch integrierbar sein. Die Vekﬁoreng;werden wie gewdhnliche
Vektoren komponentenwelse addiert und mit einem Skalar multipliziert, Weiter wer-
de je zwel Vektoren pyundp, eine komplexe Zahl (J:L., ,3}2) zugeordnet, die skala -
res Frodukt heisse, veraniige der Gleichung

(1) = 1919, +¥ieLit ) otn DDA .22 (16)
wo 9‘-“ = konjugiert komplexer ilert zu @
Piir dieses skalare Prodult gelten folgende Rechenregeln:

1 (P1,p2) = (Paspy)
2) (J; ? )20 ,,=‘mu~ wenn =0 e Car)

3)  (CaPi+caPard) =Ci(Pe,q) + a, (B2,9)

Zur Behandlung des froblems (13), (14) werden in diesem Vektorraum folgende Opera-
toren definiert:

ia i
Ea_g -i—g—' us'&'eﬁlp %gﬁ'?
= i - =
Lp TSET 5 p= [ +1 2 oosdehg | wp-| lehy |(19)
i
2 siny {ﬁ(? gind) +g—%} 0 1 Bﬁ;;

Diese Operatoren ordnen jeuem Vektor des Vektorraumes einen anderen Vektor des
Raumes zu, Alle drei Operatoren sind lineare Operatoren, d.h. es gilt fir sgie

L (B]}1+ C2PZ:| = c L}."i' C _T.A 0-9(19]1}
und susserdem sind sie hermitesch, d,.h. es gpilt Pir alle ?1 uﬂ:’lé{)a aus ihrem Defi-
nitionsbereich

(?-"L?'z} = fLaD-j r?g} ---‘:20)1

Beweis:

(p1sTp2) = II {‘P‘l a3 +1p:§—§%?gr %—E& + C:(F[é%{%sinﬂ‘} +%%])}ain&l-ﬁd}{,

Du:reh partlelle Integration erhélt man
4+

J'J. o ?35 sinkdddi - ][M]le jf% q?aim?*} g adaa

=
‘Eit el

JJ Y ooy heindadar - j[ } ad - jj;%cahl

1) Die Gleiohungen (19) und (20) gelten genau so fir ¥ und N wie fir L.
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We;en dieser Formeln geht (Pl,Lou,) durch partielle Integration fiber in

II {m[ (y8ind) + @%‘];z- = —%—ﬁ —-——1-—-;- n"!h}sin'} ad» di » (L?.,,?z) ‘1]

l?fir W und N ist der Bewels trivial,
N ist auch noch volldefinit, d.h, (,,N,)) 0 fir alle ? aus dem Definitionsbereich;

denn

(pp) 'j{ ["' ﬁi{ |9 + ‘}+ : alcﬁr‘] sindMaA >0 cee(21)

Mit diesen Definitionen kann man das Gleichungesystem (13) schreiben
{:L'I' WJ’-EH?- 100(22}

Vaktoren‘?n, die dieser Gleichung geniigen, nennt man Eigenvektoren und die zugehd-
rigen Verte ‘h Eigenwerte, Aus der Hermiteziltit folgt, dass alle Eigenwerte q,
reell Sein miissen. Bewels: Es sel L + W = A, Dann i3t auch A harmitesch und es
g2ilt

TalPorTpa) = gpn,%) = (Bpnspn) = a-;(nh' Pa) = d; (Prslipq)
Da bnturn.’*og g0 ist a-n =G;|wozdbl“o -00(23}2}

Fir zwel Eigenvektoren Fn und ?m ; Gie zu verschiedenen Elgenwerten G'n bzw, ‘m

gehiren, wird
(poiipy) = O
Bewels: _
LG (?n’a?m:' = (ﬁ?n'fﬂ = (g0 (PalPpo
Da @ "d'n, so folgt die Behauptung., Man sagt: Die Eigenvektoren sind (im verall-
gemeinerten Sinn) orthogonal zueinander. Da aus

Apr= €dipn folgt Alop ) =@ N(ep ), :
g0 sind die Eigenvektoren immer nur bis auf einen konstanten Faktor bestimmt. Man
kann diesen nun so wihlen, dasa

3
(?n’H’mJ -sm -'li(24} )

Dile Eigenvektoren sind dann orthogonzl und normiert,
PFiir die Vektoren des Vektorraumes muss ein Entwicklungssatz gelten, wie er im

eindimensionalen Funktionenraum gilt: Jeder Vektor : des Vektorraumea lisset aish
entwickeln nach den Eigemrektoren’ndas Problems (22} )

P- X Pada - «s4(25)

1) Um dies zu erreichen, war die Multiplikation der Kontinuititsglelchung mit ei
und die Substitution (15) erforderlich.

2) Pihrt man in das Gleichungesystem (22) auf der linken Seite noch einen Reibungs-
operator R ein

ixetg
RJ: = ixa'fhp
0
go ist das Problem (A+R)p = nicht mehr hermitesch, weil R nicht hermitesch

ist. Es treten dann nichtreelle Elgenwerte auf, d.h. die Schwingungen sind ge-

3
0 fir n#¥m
) 5 { 1 fir n=m

4) vgl, hierzu [503

E T

o

g

=

iy (Nl ol bl
i
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Physikalisch ist dieser Satz evident: Man kann ja irgend ejnen Anfangszustand in
w, v und ¥ herstellen, und dieser muss sich dann in freie Schwingungen bzw, Stri-
mungen aufldsen, Die Koeffizienten der Entwicklung (25) ergeben sich wegen (24)
gofért durch skalare Multiplikation mit ,_-Pn zu

Py = (Pos¥p) vee(26)
Entwickelt man nun in den einzelnen Operatoren o = 1+E- +2]:!'(§')2+" .Jand ebenso e-a‘
und bezeiohnet die dadurch entstehenden Teiloperatoren mit W, wl, WE...bzw. NooNq,
N,, ... 80 wird aus (22)

(LW +W 4 Wb oo ) Py = O (N #H +No+. .0 )pn sesl2T)
Das Problem
Lyn - ﬂ'n Hg}n -44(275}
ist daa der ruhenden Erde mit glatter Oberfliche, Die Gleichung
(I+¥,)Pn = Ol Pn oo+ (2T0)

gehirt zur rotlerenden Erde mit glatter Oberfliche. Die Wellen auf der nichtrotie-
renden Erde mit variabler Oberfliche endlich werden durch

Lpn - On (H°+N1+N2+...}?n sse(270)
gegeben.

II. Gezeltenschwingungen auf rotierender Erde mit glatter Oberfliche.

In diesem Eapitel soll der Schritt von (27a) zu (27b) durchgefiihrt werden. Es
ist 3(#A)=0, Da jetzt in dem Koeffizienten der Differentialgleichung keine Abhin-
gigkeit von 4 mehr steckt, so kann man,um die erste Gleichung von (14) zu befrie -
digen, ansetzen, dass u, v und § vond durch den Faktor eim“‘ abhingen, wo m eine
ganze Zahl 20 ist, Weiter seil oos'ﬂ'- g. Dann lau.tan die Bewegungsgleichungen (13)

i - —-!uL' ‘-2
d"gll. vlp. ig]nf

i o ek +1 22 4 i
o5V = 1—p"t' s .(28)
1 1 j — Lo
gl = ~3m (YE W W"{::Ev
oder in Vektorschreibweise

6 Np = Lp + Wp .o (28a)

Hier sind die Operatoren etwas anders definiert als in (18), da es sich in (28)
nor um gewdhnlioche Differentialgleichungen handelt. Entsprechend verwendet man im
Folgenden als inneres Prodl:kt

i) = [ Clpmingtty) o

Zundchat sollen jetzt die ILdsungen des Problems LJ; - u'Nep aufgestellt werden.

1, Freie Sohwingungen und Strimungen auf ruhender Erde.

Ruhende Erde bedeutet w = 0, Ist &# 0, so kann man aua den beiden ersten
Gleiohungen von (28) u und v eliminieren und in die dritte Gleichung einsetzen,

Man erhilt: :
[(1-112) -é] —24 + ’zg; £ =0

= n(n+l), so ist dies die Differentialgleichung der Kugelflichen-
den

oorfzgl

Setzt man

Po?
o
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funktionen, In der Theorie dieser Funktionenl} wird gezeigt, dass ‘ nur dann den
Randbedingungen (14) geniigt, wenn n eine ganze Zahl ist, Deshalb hat man als Lo-
sung die diskreten Eigenwerte
l fiirm=0
0]

) : 2 .
3 -:vn(mll 'df—} ) Beseli m =f Fon U3
Weil n{n+l) = (-n-1){-n kann man die Eigenwerte anordnen
Fn - Bg'l'.l(ﬂ)- n{n+1)- n= mlj+{m'+1)j+(m.+2]jfii ..-(3@)

Dann ist S'E = -6_1‘:_1. Die Eigenfunktionen Biﬂﬂ.::’- cP':(;l.} elf‘“m” (c = oconst).
Pir m = O sind das stehende Schwingungen und fiir m>0 Wellen, die die Erdkugel um-
kreisen, Fir positives & laufen die Wellen nach Westen und fiir negatives ¢ nach
Osten, Da Pﬁ(p) - P_g_lfp), B0 haben die zusammengehSrigen west- und ostwirtalau-
fenden Wellen die gleiche Gestalt, Die zugehirigen Werte von u und v kann man aus
den beiden ersten Gleichungen von (28) bereohnen und man erhilt die normierten Ei-

@ _ izml 2 P“‘
#n 8 ae ) Yo(n+1) fl-p.' e
fﬁ Pﬁ n=mn'y(n'+l),7(m'+2),...

Ist o= 0, 8o folgt aus (28) {=0. Aber u und v brauchen nicht zu verschwinden,
Man kann sogar u beliebig wihlen etwa

0
Wl = 1 nyToE PR n =m', (m'+1), (m'+2),
Dann sind die Glei:r%ngen (28) mit & = O befriedigt, wWenn
Es gibt also ein ﬂyatem von Luftstrimungen ohne Druckinderung, @ = 0 ist ein un -

endlichfacher Eigenwert, Die zugehtrigen orthogonalen und normierten Elgenvektoren
sind

3 E2)

e
9 - 15:? m i—-g
n 1 fT_T E“"}

n=m', (n'+1), (n'+2),...
Da Q? und zu verschiedenen Eigenwerten gehiren, so gilt nach (24) fiir alle
n und k (J,‘Q,N q‘ib = 0. Auf Grund des Bntwicklungssatzes kann ein beliebiger Vek -

tor ?.dea Vektorraumes in folgender Weise durch die Eigenvektoren dargestellt wer-

den:
me qu qJ

isallng)

J=-oc

jem'

Der Akzent =n dem ersten Summenzeichen soll andeuten,

dass die Summe nur iiber dile

J su erstrecken ist, zu denen FEigenwerte existieren. Also werden die Werte j = O,

: 5 _ = = () (@
%1, ...,5(m'-1), -m' avsgelassen. BEs ist p, f? I{P) und q (OIn'N)

l) z.B. HOBSON, The Theory of Spherical and Ellipsoidal Harmonies. Cambridge 1931

2) Die zu @ = O gehirigen Werte sollen den oberen Index (0} bekommen. Unter ]rh_soll
immer der positive Wert der Wurzel verstanden werden.

3} Hier und im Folgenden wird zur Abkiirzung der Fakior el{st+m1) hdufig fortgelas-

sen, - Dass im zonalen Fall der mi"envektargh 2\fortgelassen wurde, weil er

physikalisch sinnlos ist, bedeutet auch mathemfiisck keinen Fehler, weil ar Lé=-

sung von (IL+W) o =0N ist. Es wird nur in dem Teilraum aller Vektioren,

die orthogonal auf o ot hen gerechnet, Wenn (3. W = 0, so folgt auch (Aj 2 Jo)
(? %ﬁ) = 0, Der Tellraum ist also ein iHVarian»ef?Teilraam fiir den Operat®r A.

e i

N e o
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2, Freie Schwingungen bei Rotation,

Es sollen jetzt mit Hilfe der bekannten Eigenwerte und Eigenvektoren von
L?“‘"] O’E]N?g) die Eigenwerte und Eigenvektoren von (I+W)pp=0p Np n berechnet werden.
Man fiihrt nun den Stirungsparameter £ ein und schreibt

{Lﬁ.w}?n =OpNpp
E = O entspricht dann dem Fall der ruhenden Erde, dem "ungestirten"™ Problem, und
€ = 1 dem Pall der rotlerenden Erde, dem "gestdrten" Problem. Nun nimmt man bei
der Stﬁrungsraohnu.ngl) an, dass folgende Entwicklungen existieren und fiir € = 1

noch konvergieren,
Oy = crf'haa"* grathe. .
N eee(34)
Pn = prreplretpfr ...
Auch $, soll normiert sein, d.h,

1 = (pyalp,) = ((?{“:'+E‘Pm e },w,, oy H@l’o)_‘_ariﬂ __.+£|?(t_1,_._)
- ':}n_lenJhE[(?(;l,N! ’}4.{?(11 HM] e ,,_E!;[?rnj H:a\v)+-“+(}{z) Hfsnnjil = (35)

Damit die Normierung fiir alle £ aus 0SS £S5 1 gilt, miissen die Euei‘fizi.ﬂ:’ﬁ:an von
5"{!- 1, 2, ,..) versohwinden, Setzt man die Entwicklungen (34) in (33), so erhdlt

P (e (pepe. . )=(0Ee s, LN pDeepDs. . ) oo (36)

Koeffizientenvergleich liefert
a @ &ﬂ"? 1= 0 (@)
& @ # o.. # Ll - » - - 4 - - - - - - r » 1—
198 ot g oup s oDy ¢ v o gl wp

Die erste dieser Gleichungen ist von selbst erfiillt. Auf Grund des Entwicklungs-

gsatzea kann man ansetzen
-E’pi;:"{;) ;q;i‘q;o) tc-(ja)
Diese Entwicklung wird 1n die zwei"Ee Gleichung von (37) eingetrage
C)] (@ (4) {0} My (9 _ (o) vaal39)
L Pyp(1-0N) 3 an(wf'm N = o p’) - wpl
Ihu-ch skalare Multipli '1‘.10:1 mit ék erbalt man

3:" v 69 §9) + q:fﬂ ©, (1~ £O) ”1.1) o8, -p% W)

Es werde bezeiohnet dk_n = (? QJ,W? &) .s.(40a)
Wegen der Hermitezitit von L und N und der Orthogonalitidt der Eigenvektoren erhilt
man
= ) (o) _ g0 )
?Z n (O n})ka = 06 - Ay =y
- -l
Hieraus ergibt sich fir k = n
e“ . a
n nn ..-(428)
und fir k#n
¥ pf.l] ﬂ‘!m
[y m = TP +s0(420)
i 4 Aus der Normierungsbedingung (35) folgt 2y n
e Pan = © ...(420)

l) vgl, die in der Fussnote auf p, 5 angegebene Literatur

£ Gaﬂau genommen folgt i:am.ﬂ (35) nioht 'p,‘.ﬂ- 0, sondern (i Np¥ )+ (o9 "’J) =
+(D )%= 2 Re pi¥ = 0. Rellioh zeigte aber in Mat "yanffen B 11798 P.3582¢. ,
&ass msn ein regulb.rea Element ¢ (&) =¢®+29¥W+,,, immer so normieren kann,
dass (¢(€), N@(€)) = 1 und (g, Ng®) Teell fiir n = 1, 2, ...
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(
Durch skalare Multiplikation von (39) mitq]:;I erhilt man

T
(4) = kn e . B2
i £ Cowa)
mit xn = {AkVpn «++(400)

Genau so wie hier bei der ersten Niherunz kann man auch die {-te Niherung aus den
weiteren Gleichungen von (37) berechnen und erhilt,

wenn gkn = (?';],Wq“gl = {WJII:‘I df(3)=(fnk)x +++(400)
{qt"’,ﬂq“"i v..(404)

£ 1-1) () z
oy Z dndpdn €ny%yn ~ (‘Mpm + ...+ athltd)
m-u

p}m *F”{Z‘ﬂkj (-0, ; tH} a(t-qlp “) . 4.5{*);{(;?)} fiir X ¢ n
p@ = - ?{Z{ o @, 0 pu-ﬂ‘ (4 E{qf‘?‘ @y ok qu’;‘}'q:f},’)}

e - {f'f s J+ }:h o - (ekqf) s W‘n“l[m}

2=l jam'
Zur weiteren Rechnung benatig‘b man also die Gré:issen d‘k 5 fkn und hk » B3 sel zu-

nichat k und n>»0
= {?k’w.?{aj} = B—ET?-E-}IT 2k+1 m - 2w{j u &p, Ip p}
Nun fol.{rt. durch partielle Integration fiir m#0
e aa ap’ " o
:[llau— dp = |p 4d —:[ %Pk—ﬁﬂu-:[ P
Pir m = O ist 4, ohnehin gleich Null, Also ist allgemein

Gz ™ O wenn k+n
1 mew
ﬂ -
nn = G{oFL)
Beriieksiohtigt man auch negative Indicea, ao ergibt sich:
d =4 L h . 2ma
n,n -n-1l,-n-1 ~ Alo+l] n,n n(o+1)
r:1—':1-1,,:.'1 2 dn,—-n—l = 'dnn «s0(43a)
d = 0 sonst By e 0 sonst

Grissere Schwiérigkeiten bereitet die Berechnung von fknl' Es sel zundchat wieder
k und n>0

+1 +1 iPm
= (qk’,wy‘ 21,:+1 Zni ] n’_ omoms j(l_ 2)“:"'1!:]II B
Man ersieht aus dleser Formel sofort, dass £, = f .. Da £, sicher reell ist, so
folgt aus (400), dass fkn = Byn’ d.h, die Matrix der f]m ist symmetrisch und iden-

tisch mit der Matrix der Eype Hun folgt durch partielle Integration und weiter auas
der D:n.ff‘erent:.algleichung der Kugelfunktionen

Joerghge - [t ot 8 -Jat e

I—m—1Pmmedu 4 k:(k:-:-l)f qu.l.Pmti;.L J.(l-p } I“m
Daher erhdlt man, wenn man in (44) die night normiertan Kugalfu.nktionen
me_ \o+m)
Th 2 (o-m Pm

einfuhrt

+1 +4 m

am

2+l k—-m) ! 2n+l =m) ! 2 k
o - o Pt Vet Tarag 2o{-x0en) [ Bntan o [ ey 22
4.!(45}

Nun gelten fiir die zugeordneten Kugelfunktionen folgende Formeln:

uT"‘ [€k+m)T ml+(k—m+l]'1'k+1] .ss(46)

2k1

o

e

I B i S SR T N R e

S Y
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= il
2 dT L ¢?
(1-p )'d_px [k+l)(k+m}mk“_11—k(k—m+1)TkT£| e

Diese Formeln werden in (45) e}ngesetzt. Dann ist der Klammerauadruck:

{} = 'ZIE%I El-k)(k+1}{k+m) I kal'rﬁdp - (k+2) (k-m+1) }:kalT;ldg

Daher ist fkn =0, wenn k#n - 1, n+ 1
X 2in-1)(n+l){n+m) | n=m
fn...l’n"“’ ne(2n- n+

Wegen der Symmetrie muss gelten T

n+l,n = fn,n+l' Man erhilt daher diesen Vert,
wenn man in der obigen Formel n durch n+l ersetzt. Nimmt man auch die Grdssen mit
negativen Indices hinzu, so erhdlt man:

fn_l’}:1 = 2(n-1)(n+1l){n+m) (n-m
i = nl{a+2) (o+l+m) (n+l-m
n+l,n - St
Eon-2,n" _fn+1,n fiir n > O ees(43D)
Bonyn T~ -fn—l,n fir n>0
fkn = W = 0 sonst

Diese Werte werden zur Berechnung der ersten Niherungen benutzt:
)= @ (1) = (1)
n A(n+1) S .n-1 Sh ...(48)

Im zonalen Fall {m = O) verachwindet dieses Glied. Dann ist es fiir beide Wellen,
die mit positivem & und die mit negativem, gleichgilltig nach welcher Seite aloch
die Erde dreht, d.h. 0, muss eine gerade Punktion von @ sein. Genau so darf die
Entwiocklung von { nach @ nur gerade Potenzen enthalten. Wenn m+#0, so werden durch
dieges Glied die westwirts wandernden Wellen, bei denen das Vorzeichen von &
gleich dem Vorzeichen von @ ist, beschleunigt und die ostwirts wandernden Wellen
im gleichen Masse verzigert,

mew : z
(1) _ - A(n+]) 612 BN (1)

Popn-1,n zm Pn,-n-1 = “Pon-i,n
Alle anderen plg"} und pkE 3_'31_1 veraschwinden, Bel den westwirts laufenden Wellen
wird hierdurch T verkleinert und die Geschwindlgkeitskomponenten verstirkt. Bei
den ostwarts laufenden Wellen ist es genau umgekehrt.

: 2in-1)(n+l)(n+m)(n-m
(1) 2. ‘91 nZ(2n-1 52n+1£ q (1) o €D
qn—l,n n(n+l) 1?_ n-1,-n-1 n-1,n

2nins2)(n+lem) (nel-m

(1) _ 90 Tns1)%(2n+1)(2n43) (1) (1)

p4l,n ~ ‘;n—(;';ll)—).g;g' nse1,-n-1 = %nel,n

Alle anderen qﬁ;} und q, En—l verschwinden, Diese Koeffizienten sind auch bei m =0
]
vorhanden, Sie wirken ja auch nur in den Geschwindigkeitskomponenten und dienen

dazu, die Ausdriioke —12011?5_10) und izupusla} darzustellen. Weiter ergibt sich

[ﬂ: Pl m2 (n=1}(n+1){nem)(n-m) . n(n+e2)n+eism)nii-m) (2). &)
n 7—-‘[“1@{&:1!(",1}1"""( n2@n-12ned) T (n41)Z(2n+0)(2ns3 Tn-1 279" | (49)

Das ist im zonalen Fall die erste nicht verschwindende Niherung fiir dna). (abgese-

1
) Herleitung der G1.(46) und (47) bei HOB3ON, The Theory of Spherical and Ellip-

soidal Harmonics. Cambridge 1931 p. 108 bzw. 289, Diese Gleichungen gelten auch
fir unganze k und m.

2} 6[,:}+O'E.f) ist genau der Wert, den auch HOUGH [30] als Ndherungswert aus seiner
Gleichung L, = O ausrechnet,
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hen von d‘#’). Diese zwelte Niherung.wirkt in der gleichen Richtung wie G:.‘," und be-
wirkt in allen Pillen eine Beschleunigung der Wellen, Schliesslich sei noch die
dritte Niherung angegeben:

&
( ) A n+1)? (n+m) (n-m) . n2(n+lem) (n+l-m (3) (3) i
G'n”- [nimlf.i]! ZarT) { nlizn-%s b o+ O on1 =Tn | #=e(50)

Die weiteren Niherungen rechnet man numerisch besser gleich nach den angegebenen
Formeln. Es handelt sich dann um Multiplikation von unendlichen Matrizen, beil de-
nen aber in jeder Zeile immer nur einige von Null verschiedene Elemente stehen, Es

ergeben sich Wellen, bei denen & eine gerade Funktion von p ist, wenn n - m gerade
ist, andernfalls ist { eine ungerade Funktion,

3. Frele Stromungen bei Rotation,

Ea ist Lqﬁ] = OHq',:J n=mn', n'+l,... PP L

Null ist daher unendlichfacher Eigenwert. Man kann statt dessen auch sagen, es
g£ibt unendlichviele Eigenwerte

Eg’-ﬂ n=mt misl, <.
Aber die zugehbrigen Eigenvektoren aind in keiner Weise eindeutlig festgelegt. Die
ﬂf.‘w waren ja ganz Willkiirlich gewihlt., Genmau so gut bilden irgend welche Linear-
kombinationen

@
In * ?: Pin uh es+(52)
ein Syatem von Eigenvektoren, Wenn die qn auch ein orthogonales und normiertes
System werden sollen, ao muss nur

(af,"q%) -?: YinPik = Snk .o (53)
Es miissen nun im Folgenden dlejenigen- q“ bestimmt werden, die bei einsetzender
Rotation in die Eigenvektoren O des gestirten Systems Ubergehen, Analog zu (33)
wird gesetzt

{Iﬂ'equn = t" Hqﬂ n= m', m""l, eaw : 000(54)
und
v.= 0+ et e 2@, ., vee(55)
Un = qn + "'Qn *a‘lqﬁ}’“ ro
die n 80llen asuch normiert sein, 3.h,
1= (9n,8gn)= (qnlﬂqnhe[{'qﬂ,ﬂqu )+(q,.“Hq“}] Fins : «+4(56)

Setzt man (55) in (54) ein, so ‘erhalt man, wenn man die Koeffizienten von E.‘l'
(= 1,2,...) gleichsetzt:

L =7l &y, N - Fpia e

La® =t¥Ng2+ TiNol -WqW

Lol ~TONg® +TiINgis . J,_.‘t_:}ﬂ;’?:q]_w ) eeel57)
Lq{!d) .r{lﬂ}“q +T.'"‘-‘Nﬁm+ 2 +‘Emﬂqu}-qu

— o — e S e e S S e A S S e

Auf Grund des En‘t‘Nickllmgﬂsatzes werde gesetzt

Larl 0(58)

= e

.._l,_

P
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Diese Entwicklung wird i.n die erste Gleichu.ng von (57) eingetragen

= (*J (© (1) — (8 (1) ¢
F Ly E tin Lg)’=T ;: ¥ suliay - E‘-hanf‘i .. (59)
Duroh skalare Multiplikation mit ulf 9 erhilt man

0=« (hk *Tn‘}';kj}?'jn k=m', m'+l, ,., veelBO)
nim'
Das sind unendlich viele lineare homogene Bestimmungsgleichungen fiir die Unbekann--
ten ]"Jn-' In unserem Fall wvereinfacht sich alles sehr, weil
2wm

h‘kj"skjm fiir k und n = m' _
Es gibt nur dann eine Lésung, bei der nicht alle Yin= O sind, wenn 1‘:“} einen der ;
Werte ]:Lkk annimmt, Setzt man
TM a5k :
n nn realB6ls)
so folgt aus (60) und (53) Pig™ § : es iat bereits ‘In nqm : r;‘&l) erhiilt
man durch skalare Multlpllkauinn von (59) mitJ;m

rkn = 6"3' ..(611)

Um auch die tI(c111) berechnen zu konnen musa man die zweite Gleichung von (57) be-
nutzen, Darin wird eingesetzt

1
9% - ?: APy E**U . R e e (0
und man erhZlt durch skalare Hultiplik tion mit qtk’}(k*n)
1 1 4 =
tlﬂic:m ff*?—tﬁ'zsz;jr:fxi k+n13 e B3a)

Aua der Normierungsbedingung (56) folgt
(1) .o ...(614) E

Genau so erhilt man die Formeln der £ -~ten Niherung

,L.[!J wa 1.(1 1 (era} tfl} 3 T%} tgﬁzj

iy ft-ﬂ Ih t- (4] (1) [£1)

r]ifi} {rm r +2g t J {'rfﬂr o+ ese + Tl )]J
tlyn} = {-Elf r & (Tlﬁ,l 1-,(4] i s 4,,;-!1]1;%)} k#n
t(‘” A f'l’r “"]1- saand r” “?’r“} -t-i(t:f"]""t['r £ R tfuh; f‘])}

Pilr die erste N:a.herung erhilt man folgende Ausdrii cke |

n

T - el vu 1B2) |

Aus den Strimungen der ruhenden Erde entstehen alsc im nichtzonalen Pall langsam
westwarts wandernde Wellen,

{2 n-1l)(n+l n+m m
(1) #‘ﬂn 1 1
Tn-1,n = (n-1)n & 1'_1{1’31 5 rn—I(L,:]n

2 2 1 =
Gl “7/‘ nt;'+': 2 (one T 2n+3 (1) D
n+l,n };{m_l) (n+2) zi‘ T _n-2 ol Thel 1)

Alle anderen rm verschwinden, Diese Koeffizienten bewirken eine Erhebung in & ,
wihrend in den Geschwindif_,ke1uqkomponer1tnn keine Anderung gegen die Strdmung bei

rubender Erde erfolgt, denn, weil rg = T_ {“J 1,n fallen die Geschwindigkeitskom-

l} Diese Formel gilt nur, wenn 1;[‘] +‘t"m y das ist der Fall, wenn m#0, vgl.
P. 15.



W.Kertz: Theorie der gezeltenartigen Luftschwingungen 15

ponenten heraus, Auch die tgg Glieder wverschwinden, weil
+00

! 1
; fkjrg.n} = 0

oD : vt (63)

Ebenso wird

Tp muss ja auch eine ungerade Funktion von @ sein, denn bei entgegengesetzter Ho-
tation muss es in seinen negativen Wert iibergehen, Ebenso darf t in seiner Ent-
wicklung nach @ nur ungerade Potenzen enthalten., Die weiteren Niherungen berech -
net man numerisch wieder am besten unmittelbar nach den angegebenen Formeln,

Nun bleibt noch zu untersuchen, was aus den Strﬁmungent{ﬁfim zonalen Fall
wird. Nach Gleichung (62) wiirden dann ja alle tﬁ?- 0. Tatsichlich spaltet der un-
endlichfache Eigenwert auch in diesem Fall nicht auf, sondernT = O blelbt auch
beil rotierender Erde unendlichfacher Eigenwert., Es wird dann aus den Differentiasl-

leichungen (28 &= i 2, %; e 2w
gleichungen (28) &p‘lpz R B 0

i.g§?p u = 0O
-%%Tlvhfl-uz n) = 0O

Diese Gleichungen verlangen, dass u = O genau wie bei den Strimungen auf der ru-
benden Erde ist. (vgl. Gl, (32)). Genau so wenig wie bel der ruhenden Erde gibt
es jetzt bei den Strdimungen auf der rotierenden Erde ein eindeutig bestimmtes Li-
sungssystem, denn jedes Losungsaystem ist nur bis auf eine unitére Transformation,
d,h, eine solche, wie sie durch die Gleichungen (52) und (53) angegeben wird, be-
stimmt. Zur Aufstellung eines solohen L¥sungssystems scheint es mir nicht zweck-

es - (04}

missig zu sein, Kugelfunktionen zu benutzen, denn aus (64) folgt

viwedi g Tl-pt %;
I

Zw a B
Wiirde man etwa f, = oPn{u} setzen, so diirfte man nur gerade Kugelfunktionen zulas -
sen, weil sonst v ‘am Kquator unendlich wiirde. Es gibt aber auch ungerade Ldsungen

in p, nur muss %Q
inm S < oo
peo H

Ein Losungssystem ist

0
+
qn = | —(m1) V& Y1-u2 w21 ...(65)
a2
2‘“ -a—g}'l'ml n= 1’2,-00

Nur ist dleses System noch nicht orthogonal und normiert. Aber nach dem Orthogona-
lisierungsverfahren von Erhard SGHHIDle kann man daraus ein orthogonales, nor-
miertes Vektarenﬂystequlharatellen2}, wobel man es dann noch so einrichten kann,
dags alle Vektoren orthogonal auf ?o stehen (vgl, Fussnete 3 auf p, 9)

1) vegl. z.B. COLLATZ, Eigenwertprobleme und ihre numerische Behandlun f Leipzi
" g 4
1945 p. 227 ff.

2) Der Untersghied gégan das System der Kugelfunktionen besteht darin, dass hier
bei der Orthogonalisierung der Polynome in p das Polynom ersten Grades ausge-
lassen wird,

1
|
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4, Erzwungene Schwingungen,

Nachdem die freien Schwingungen berechnet sind, ist es leicht die erzwungenen

Sehwingungen zu behandeln, Iat t, = = %von der Zeit und von A durch den Faktor

i(€t+m.l.) abhingig, so kann man die Bewegungsglelichungen schreiben:

_Z%_;_ 2w sl _1],'_?.&
1-pn m igu.7 E‘Su 1;;35

e i i 2w Le=r=a Wt T
EWZ+1—-—uu-d’-§V— s z.' (66)
$E0HE W) -~ v-6g8 = 0
| 3‘.‘ -
| oder in Vektorschreibweise 5 1 1/—’“
i ? my
: (L+W)?-GH? = mit = E =2 f
' Man entwickelt } nach den Eigemrektnren Jlj 'l:u:ui‘\“1 des Syatems mit Rotation:
- $ppy E,“j"[j ces(6T)

jr-ea
Setzt man diese Entwmklun,g in die cbige Gleichung ein, so erhdlt man

dkalare 1 ul

tiplikation mit ?k bzw t‘Tk liefert die Koeffizienten

' (Pyr ) *)
-. TR e W P

Da das Stérpotential gewdhnlioh In einer Entwicklung nach Kugelfunktionen vor -
liegt, so geniigt es, den Fall zu behandeln, in d.emf; Pm(u). Piir diesen Fall muss
man (?k %) und (qk,‘lf) berechnen. Die Stérungsrechnung 11efert Entwicklungen

|
i1 (@ o) @)
|
1] \ e i k?k-a*’Pk kPk *Pri2, k.Pku* ik Saaw e Gy 1-c°[|m "‘11:+1 k‘flm
il | = (e) (e) , (o) )
Ui = oo atby ) Gic Feor *# eew ¥ Ty pp g 4P k}+rk+1,k(PR+1+?k ) tees
Daher ist

-I-ﬂ

()=, P(dr)* Baicloi®) (@)= Eri(aiim) T tidefe) .. (69

Man bendtigt daher d.ie Au.ad.ru.cke
(ﬂ} 2 +1 d'Pm + +1 -
) = E-j-h—n- { (1-p? } ﬂp + Pm?mdp 2i+1

7 © Ve s 2 - Yoty V5350 [ ¥5sma
i also ist (ap.j,‘r) = 0, wenn j#n u.mi -n -1 -1
il @) n ) 1 o)
Il‘l Skl IH% ,fg—! -0f Vzroerom (?—(n-ll’” c if.jl | ieran):l
'h Weiter ist
i S o

‘:[ f}nmﬁm{ ﬂ.p,+j1;-§1£’§du} =0

Die Gleichungen (69) vereinfachen sich daher zu (70)

|I T (ro¥) = Gy - Pnta 1) ag"}% @, %) = (rn k%o ) 00 o} ZTZav T

i Es wird also durch einen solchen Gezeitenterm?,n Pﬁ(p}eiwt"'m‘u nicht nur eine
i Schwingung angeregt, sondern alle Schwingungen flir die Qk‘t)fo. Wenn die Erreger-
i frequenz & gleich einer der Elgenfrequenzen ist, so geniigt es schon, wenn die zu-
| gehorige Eigenschwingung die gleiche Eigenschaft der Symmetrie oder Antisymmetrie
g zum Aquator hat wie die Erregung, um Resonanz zu bewirken. Es braucht sonst Ear
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nicht der gleiche Typ vorzuliegen. Dies liegt eben daran, dass die Schwingungen
bei rotierender Erde sich aus einer unendlichen Reihe von einfachen harmonischen
Sohwingungen bel ruhender Erde zusammensetzen. Schliesslich kaun durch das Zusam-
menwirken won If" und q::’ Gliedern, die ja im allgemeinen beide angeregt werden,

eine Phasenverschiebung gegen die erregende Schwingung entstehen,

ITI, Der Einfluss der amerikanischen Kettengebirge auf die Gezeitenachwingungen
der Atmosphire.

In diesem EKapitel soll der Schritt von (27b) zu (27) vollzogen werden, Von
den vorhandenen Gebirgen soll nur das amerikanische Kettengebirge beriicksichtigt
werden und dieses durch die Schale eines Kugelkeilal} mit einem Winkel won SOD und
der konatanten Hiéhe 0,4 H (entsprechend 3,2 km bei H = 8 km) angeniihert werden.

1
J + :
._.*__é --------- -—-—‘-é——-—.sfi‘—‘g—sﬂﬂ—ctle-——:i—px
x ) ¢?7
?ﬂﬂﬁ%ﬂﬂ”ﬂvﬂ”ﬂwﬂ?ﬂ”ﬂﬁ? Aﬁz

Da nun iiber die Lage der Bezugsfliche gar nichts vorausgesetzt war, kann man sie
mit dem glatten Erdboden zusammenfallen lassen, Der Anfangsmeridian werde in die
Mitte des Gebirges gelegt, so dass

-0,4 fir -15°<A<+ 15°

a

H= 0 sonst e 0o (72)
Die Funktion & ist zwar jetzt unstetig. Die Unstetigkeit wird aber dadurch besei-

tipgt, daas voi der harmonischen Entwicklung von g nur endlich viele Glieder beriick=-
sichtigt werden. Es zeigt sich bei der Rechnung, dass die hiheren Glieder fiir die
hier betrachteten Schwingungen keine Rolle spielen., Die ganzen Rechnungen &ndern
sich auch nicht wesentlioch, wenn man ein anderes Profil, etwa ein aus Parabelstiik-
ken zusammengesetztes, zu Grunde legt, nur ist dle Rechnung fiir das rechteckige
Profil einfacher,

1. Freie Schwingungen bei eindimensionsler Strimung.

Wie in der Theorle der Meeresgezeiten so kann man sich auch beil den Gezeiten
der Atmosphire schon einen guten (iberblick versohaffen, wenn man die Gezelten be-
rechnet, die in einem "Kanal" entstehen wiirden, der die Erde lings eines Breiten-
kreises umschliesst. Zu diesem Zweck wird in (13) u=0 gesetzt und auch die Rota-
tion vernachlédssigt (@ = O). Eliminiert man aus den beiden noch verbleibenden
Gleichungen v und aetzt'rn = M, 80 erhilt man

gH
ﬁ(eig}%} = Fe;iz s T2)
Dies ist mit der Randbedingung
((R) = §(R+2x)

ein Eigenwertproblem mit den Eigenwerten‘r. Statt des Vektorraumes kann man jetzt
einen eindimensionalen Punktionenraum benutzen. Die Elemente sind die periodischen

1 weniger exakt ein Stiick Apfelsinenschale
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von =% bls +7 quadratisch integrierbaren Funktionen. Das skalare Frodukt wird er-

klirt durch i R
(U e Jf:h {pdA

Die zu (72) gehirigen aperatoren sind
3
af= B(eh §p) wna nwE- K14
Beide sind wieder hermitesch, wie man durch partielle Integration leicht zeigen
kann und N ist auch wieder volldefinit (vgl. p.7 ). Mit diesen Operatoren kann man
(72) schreiben
Al = prg .r.(72a)
Alle Folgerungen, die auf p,7 £, fiir das Problem (22) gezogen waren, gelten auch
fiir diese Gleichung.

Entwieckelt man in (72) e%

4 g @2 0E] -yagd (9307 ... (720)
und fithrt ein '
e -AEEHH ni-R@tt a-one
ao wird (72):
(AgtAgthote o) = P (LeN Mo+, .. )E .+ (T20)

Die Gleichung ; ©
(0) 2y (o) (0)
Aﬂﬁn = % - rﬂ ;ﬂ ---(T’i]

gtellt das eindimensionale Problem mit glatter Erdoberfliche s = 0 dar. Es handelt
sich dabel um die gewihnliche Schwingungsgleichung, Wegen der Randbedingung der Pe-
riodizitat lst

e T e o(78)

Diese Eigenﬂert? aind alle dOppelt]‘), d.h. zu jedem Eigenwert gehtren 2 Eigenfunk-
tionen t;rj undsﬂa} . Diese lauten normiert:

C‘,:": -+ 008 nk

n=1,2, .0 010(75)

Sz)n % ain nk

Der Entwicklungssatz besagt jetzt nichts anderes als das Fouriertheorem. Jede
Funktion!,’ des oben angegebenen Punktionenraumes kann nach den Eigenfunktionen

CE:} und ?;{;? entwickelt werden:
S S e e . A76)
wobei o, = (f.(:?,t ) und 0 = f_l_".g_ﬁ )
Zur Durchfiihrung der Stérungsrechnung wird wiedef der Stdrungsparameter £ einge-
fihrt :
(A EA+EA 4. )on=Pn (Ll EN +E2 N4, )N SualTT)

und angesetzt .
rﬂ = r{:’ +Erpl:;+ Ezrn!‘]‘l' v

'l"{'fB]
(e 02 ottt .

(o)

' 1
l) Der einfache Eigenwert r:= O mit der Eigenfunktion Ct:‘-ﬁist Wieder ausgelas-
sen, weil er physikalisch keine Bedeutung hat (vgl.Fussnote 3 auf p,9),
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L
Gleiohsetzen der Koeffizienten von & (4= 0,1,2 .,.) auf beiden Seiten liefert

A ;f-] fnJ:(aJ
t(‘lj r{ﬂ)t[” = (ﬂ t‘(n:' 'cajn'l}t[u} I: lll{?g}
o a (1) (o) 4
T zu} ?,m:m _ngi-‘r s (32 o :-J'Nl,,-l,,na}n ”; )+ [z:l -(4a "‘]’:1 Nl”»n)
Dle erste Gleicbunb von ('?9] ist von selbst erfiillt. Da aber nun die Elgenwerte P"’J
alle doppelt sind, so sind genau so gut

(e} (
{n = Tobn +$n§.ﬂ? mit |r“| e, ’ [Ce ! [on I »«.(80)
& - i i oy e

orthogonale normierte LOsungen., Weil man nicht vorher entscheiden kann, welche
Losung des ungestérten Problema in die des gestdrten iibergeht, so muss man in
(79) statt tf,‘:} die allgemeine L¥sung (80) eintragen., Auf Grund des Entwicklungs-
gatzea wird angeasetzt

) GG T A ek B1)

und in die zweite Gleichung von (79) eingesetzt. Skalare Multiplikation mit f_{a}
bzw, C{c‘} Erglbt dann

= = o (o) (o
0 = plir, - (L0 a2y 59, (650 Caypnp) £F) o, o0 (82)
fﬁ - (g Ayl ) 7, ( £ (P §9) =y
Es sel
) (o) i ( (0} (o
09 = (59, (a,-pn,)69) = (G Ay 6%) 4
(@) _ 'f*'l {a) {a] (o) )
a4 _( ) (g1 )62) ey (t s (- )60
Damit das homogene Gleichungssystem (82) fir r, und 8, eine von r, = 8, = O ver-
schiedene Lisung hat, muss die Determinante
(o) _ () (o)
%n ~¥n & =0 et ...(84)
Das ist eine quadrau:l.sche Gleichu.:w fir y{"} « Ihre Tlurzeln aeien Im
S8ind diese voneindander verschipden, so lassen sich aus (B82) und (8{]} eindeutig

T no'bz.w. : S 31.1.. berechnen. Forthin wird immer mit den so beatimmtan Gruasenzn
und %, weitergerechnet und auch in (83) L2 statt £ vaw, .{'J. statt (: eingesetzt
und entsprechend dkn’dkg usw, geschrieben. Aus (82) und (80) folgt:
e _.,M0 8 _ @@
dn =7 Ben "Fn, - A= =0 e»4(85)
Genau wie auf p, 10 ergeben sich die weiteren Formeln der StSrungsrechnung:

e d en
a{1) - i w(1) . e ;
! (1‘) = _"'é“‘_-ﬂ_‘_‘. b(l] - -&ﬁn Fn r'F
| i e PR kn T PR AT
’ 1
B = - 460 mLD) o) - el e i, )l :
a(ﬂ W[Z {_gl’_anj + Eﬁiz) drﬁg} _hj_j_{ =-z (Eg,nl i] ... (86)
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. wobel
[ (1) (-] £) (o @
5 dyn” = ( k '(Az'l"n]"]_ 'J’n}nznn) saskBT)
; und entsprechende Ausdriicke fiir dcl} usw, In der zweiten Niherung gilt
2)_ (1) () e ,(1):0 a_ 4(1) (1) 0 ,o(1), e
Po= 430 +§{njn a+dyn’ d ) ya'= oy +§(aln a5*25n day) ...(88)
1 - — =

Alle diese Pormeln gelten nur unter der Voraussetzung, dass (84) zwel verschiede-
ne Wurzeln rg]undr{_:,’ hat. Anderenfalls miissten dle weiteren Gleichungen wvon (80)
herangezopgzen werden. Zur Anwendung der Stdrungsrechnung auf das Kanalproblem ist

| die Berechnung der Grissen déﬂ i df:: usw, erforderlich:

00 = Ty Mo W iy = G AL, g, = (22020

Nun ergibt sich durch partielle Integration
+T +TC
1 d (3 deosnd o kn J' 8 = =
£er --i_—'[:ooa ki ﬁ(ﬁ —a-l—-)dl T ) cos(k+nlh ~cos(k-nl}an
Eas wird jetzt angenommen, dass von g- eine harmoniache Analyse vorliege:

o0
g. =.az_'+ Z:a._,cdav.l +b,sinvd

Ved
Definiert man dariiber hinauas aueh fiir negative Indices:

By =3y by =-d, fllr w0 =1, 2 L,

und setzt schliesslich noch bo = 0, 30 kann man schreiben

: _kn
fkn _T(a!ﬂn 2 ak-n}
Genau so kann man fkn usw. und auch Brn aunadriicken, Mit ?'Sf)= —n2 erh#lt man
I 'I » schlieasslich: i
s (o) _ 1 2
I Ayn = B Enlay,p = 8 p) + 07(ay,, + 31:_11)}
I oy _ 1 2 =
j dyn = ’E{']m{sm:; + 8y p) - 0 (ag,, &k-n)} (89)
m] 5 1 4 2 LR RS P
i d'gn '2{ ken( Prin = Byp) + 2 (bk-i-n ¥ bk—n)]
i o) ==L 2
| dfcﬁ 'E{ kn(hlﬂn i b]:—n"J *iB (hk-l-n L bk—-n}}
E ist in unserem Pall nach (71) eine gerade Punktion von A . Deshalb kommen in
der Entwicklung nur cos-Glieder vor:
ol
E-%+z 8,008 »L
Pad
Mit den Koeffizienten o
‘. 3 = —M B - % i
l : a,, % __L’ooavl air o sin(¥15°)
i Wit diesen Werten wird die Matrix der di‘r’f berechnet. Weil alle b»,=0, so ist
8 : aﬁ;{ = 4 = O fiir alle k und n. Insbesondere ist also auch a4 = a(® - 0 und aa -
mit 5 = =3
i /] o) _ {0)
]I n ex dnn g o (90)
= )= i) o (o} Gt
i l’_n_') &g *Tn %2n
B Wenn 8,,#0, wie in dem fiir die Gezeiten wichtigen Fall n = 2, so spaltet Pn also

auf, und es gilt Zﬁ =ﬁ€:3 und Zﬁ = 2,‘:‘1‘ » Zum Vergleich mit den Beobachtungen inter-—
| & Ty o

| essiert vor allem die Anderung der Resonanztiefe H, Bezeichnet msn den fiir den Ka-
| 1 nal ohne Hindernis ausgerechneten Wert der Resonanztiefe mit _Hﬁfj und den aus der
|
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ersten Niherung filr den Eanal mit Hindernis bereohneten mit Hn, so ist
) 22
i, K5 (lta,) = H, (1%0,055) ..o(91)

wobel sich das obere Vorzelichen auf J, und das untere auf.zg bezieht, Die Reso-—
nanztiefe spaltet auf, In der Nachbarschaft der Resonanztiefe des ungestirten
Problems gibt es jetzt zwei, eine die kleiner ist als H, und eine dle grdsser
ist, Den Beobachtungen entsprechend, kime nur der grossere Wert also jﬁi als Re-
gonanzatelle in Prage.

Die aus (86) berechneten Entwicklungskoeffizienten fiir die ersten drel Elgen-
sohwingungen sind in Tabelle 1 zusammengestellt. Alle hﬁg und amI verschwinden, so
dasa &p unﬁlgn_ihre Eigengohaft der Geradheit bzw. Ungeradheit behalten, Uberhaupt
sind die Abweichungen vom ongestirten Zustand bei diesen Eigenfunktionen niederer

Ordnung #usserst gering.

£ 4 1,0159%-0,01914 -0, 00584%-0,0022¢¢"-0, 00074 -0,0000840,0004¢5°+0, 00055y’

$e= 0,98418_'?4-0,0411;?+0,021’?£+0,0142{§+D,00991’_,_:’+0,0070{_[."+0,0050;.;’-1-0,003253’
£, = 0,08224%+1,013884-0, 0360850, 0107450, 0031450, 00004540, 001487 +0,00218
g, =-0,038268%0, 98626540, 0624540,03198+0,020345'+0, 013845 +0, 009545 +0, 006485
%= 0,0651¢™%0,0936¢5+1,0107¢ -0, 038680, 008885 -0, 00015440, 0034 7+0,0049 8%
£3=-0, 01745‘1’ -0,0540§;+0,9893; +0, 06698, '+0, 032745"+0, 0201§'+0, 013 167+0,00865%
Tabelz; 1
Die Stérglieder zwe%ter Ordnung ergeben alch zu
Yo= +0,055 7%= 0,053

Zusammenfassend sind alao die Eigenwerte der zwelten Eigenschwiigung

Yo = PPy —4,00 - 0,22 + 0,06 = -4,16
¢! ‘J’gj+r¥)+?’¥]= -4,00 + 0,22 - 0,05 = -3,81

.

Das Storglied zweliter Ordnung bewlrkt, dass'rl’nieht ganz so stark vergrissert
wiainlverkleinert wird.

sal92y

2, Endlicher Kanal als Grenzfall,

Die Ergebnisse dieser Rechnungen werden veratindlicher, wenn man den Grenz-
fall betrachtet, bei dem die Gebirge bis zur oberen Grenze der Atmosphire ange-
waohsen 8ind., Dadurch wird der Kanal endlich. In diesem Fall kann man die Glei-
chungen des Problems wieder streng léasen: Es werde ein neues Koordinatenaystem
mit &' eingefiihrt. Die Zihlung von A’ beginne am Ostrand der Soheidewand (also bei
A = 15%) und die Einheit sei so gewshlt, dass am Westrande (4 = -15%)1'= 360°
wird
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Die Transformationsformeln lauten
A=A+ 15°
] 1 0
A=A -3415
Mit u =0, @ = 0 und s = 0 erhélt man aus (13) die Differentialgleichungen fiir
dle freien Schwingungen 1 1 12 4
Pl ST
0.1 el Ty
;| ar IT I

wo a' = a sin® gesetzt 1st. Elimination von v ergibt:

2 g2
S o (34)

An der Wand missen die Luftteilchen in Ruhe sein, daher hat man die Randbedingung
%-}, =0 fird' = 0% una 360°

asal95)

'l'[95}
Zu (94) und (95) gehdren die einfachen Eigenwerte

() 12,42 )
Yn = -(3m0) _(: =

- ZH? a=1,2,..| ...(9a)

mit den zugehdrigen Eigenfunktionen
=)
4%

ek 1 ()] 1
ﬁncs ni 5._11. =V_‘1r

Der obere Index (P®) soll andeuten, dass dies die Grenzwerte sind, gegen die die
Eigenwerte und Eigenfunktionen streben. Fiir n = 2 hat man die numerischen Werte

b = -a,76

oos 28710 5 = 1.2, .. ...(96D)

(o) _=0pr= -—4 16
ye 4,00 022715

-

[« T

7= -3,81

-

Wi = 2,60

Es ist also auch im Grenzwert y%> weiter von YS! entfernt als p§™ und daher die
Unsymmetrie des Stirgliedes zweiter Ordnung verstdndlich. Ist ﬁ’ die zu l‘z ge—
hérige Resonanztiefe im Grenzfall, so gilt

_g- -Z_EEH2 = 1,492 H
Um nun auch noch die Eigenfunktionen im Grenzfall mit den durch die S‘t.liru_ngaraah-
nung gelieferten Funktionen §, und §; vergleichen zu kénnen, sollen 2;{ huna !’,“;'
nach gfoj bzw, ﬂ’ antwickelt werden., Dazu muss man den Grenzfunktionen in ﬂen In -
tervallen =15 d.( +15 den Wert 1 bzw., Null erteilen. Zp ist dann eine gerade und
S(L eine ungararle Funktion von A& , so dass man anaetzan kann
= 1-‘;‘: Ay ti:) t‘::) s
Die Koeffizienten ergeben sich zu

ava (Z:’, z'-J:m’J - £ ﬁ.’"—[_vv—?)+ —%ain{vlsu)

bm]-(z t’MJ]-_;g.. 'vz
$3= 0,209%%0, 996;‘“‘-0 169¢9-0,05920-0 ,028t%0

,01682-0, 012850, 006 &’
Ef_.a,swﬁho, 83547+0,21443+0,095¢+0, 05742

-0, 02540, 04188’

...(950]

Tabslle 2
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Diese Zahlen sind vergleichbar mit denen der Tabelle 1, obwohl die Normierungen
hier und dort nicht dieselben sind. Man kann aber 8o aus dem Grenzfall ersehen, in
welcher Richtung dle Abinderung der Eigenfunktionen erfolgen wird. Dies soll nooh
einmal durch Abb, 1 veranschaulicht werden. Aus dieser Abbildung ersieht man auch,
dass nicht nur der Eiéanwert Ifdu.rch die Stirung stirker beeinflusat wird ala r(:'*'
sondern auch die Eigenfunktion t‘:}wird stirker abgewandelt als &‘:J.

P el Pl e Ll PSS T T T
ungestirtes Problem ‘:ml

Pr oo eIy 77
Grenzfall {‘f

P T T r iy iiiies
ungeatirtes Problem ;l!

frrs o AL AL 7. /////’.
Grenzfall {I:"

Abb. 1

5. Erzwungene Schwingungen,

Setzt man wiaderf- - ’?- und nimmt an, dass E von der Zeit abhingig ist
durch den Faktor e %%, so erh#lt man aus (8) und (20) mit den Vernachlissizungen
der eindimensionalen Behandlung

1 1 alt-o
1
oy = 3 gxleh v
Setzt man nun noch Z',-T:sf, und eliminiert ¥ aus den beiden Gleichungen, 80 ergibt
(e %*] = - %ﬁ'— M (1T

agder in Uperatorenachreibweise

F

At -png'= pug v (97) i

Zur Losung dieser inhomogenen Gleichung setzt man auf Grund des Entwicklungssatzes | >
an: )
:
: |

Trigt man (98) in (97) ein, so erhélt man durch skalars Multiplikation mit §, bzw._“m

el
n = gpp ontit) T '

e 5

o -_.r_(én‘yz)

o -
Fiir die Gezeiten der Atmosphdre ilst der Fall wichtig, dass -E eine nach Westen
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laufende halbtigige Welle 1at

g = Attt ++.(100)

Da die Abweichungen der gestirten Eigenfunktionen von den ungestirten sehr klein
sind, so kann man niherungswelse setzen
t“ (tq"' ih} 0121:

Dann veraohwinden alle Entwicklungskoeffizienten auaser

cz2 Ye-7 C2 -7 -«.(101)

Diese Koeffizienten werden sehr gross, wenn Y in der N&dhe von Yz ocler_yi liegt. Da
diese beiden jedoch nicht mehr zusammenfallen, so werden die beiden stehenden Wel-
len, die zusammen die laufende bilden, nicht in gleichem Masse verstirkt, Man er-
hélt daher bei der Zusammensetzung keine normale laufende Welle, sondern eine sol-
che mit ab- und anschwellender Amplitude.

Um ein mit den Beobachtungen vergleichbares Zahlenbeispiel zu bekommen, wird
Y in folgender Weise bestimmt: Wegen der beobachteten Vergriaserung der Resonanz-
hthe liegt p in der Nihe von ¥, . Die Gezelten sind direkt, also }?| <j]£ﬂ
Sohliesslich ist die beobachtete Resonanzvergrisserung etwa 60fach {°a“i 60),
Hieraus ergibt sich:

60
s ¢ ke A
Die andere stehende Welle bekommt dann den Koeffizienten
02 - 9]15
Sie wird also nur neunfach vergrfssert. Zusammen ist
y! =;%(9,,15 cos (2A4+601- sin (21.}) it

Piir die numeriaschen Rechnungen wird der Realteil von E'und t'benutzt:

Re ¢’ -%(9,1‘5 008 (2&)os (24-6081in (2sin (21))
Die Luftdruckwelle an einem Ort'A ist von der Form

¢ ain(2t+&') = o sin[E(t+l}+E]

Der Phasenwinkel g' = g'(A) nach Weltzeit ergibt sich aus

tgtta _,9!15 % = -0,152¢tg(22)

Weiter kann man dann den Phasenwinkel €(A) nach Ortszeit berechnen aus
E(A) = g'(A) -2A '

Die Amplitude ¢ = o(A) betrigt

c(d) 7#% (9,15 oos(Eﬂ)z + (60 ain[QH)z
Das Ergebnis der Rechnung ist in Abb, 2 dargestellt, Die Pfeile bezeichnen darin
den jewelligen Stand der Sonne, Wihrend eines Umlaufes wichst die Amplitude vier-
mal von 9,15 auf 60 und. klingt wieder ab. Durch diese Verinderungen der Amplitude
werden auch die FPhasenwinkel £ wvariabel: Beim Anschwellen wird das Maximum an ei-
nem Ort erst erreicht, nachdem der Kamm den Ort passiert hat (g;pBOD) und beim
Abklingen ist es umgekehrt (£< 90°).Dieses ist am deutlichsten aus den Perioden—
uhranl} in Abb. 3 zu ersehen: Zwischen Ostrand (4 = 15°) und Westrand (A = -15°)

1} Von jeder Periodenuhr ist immer nur der Zeiger gezeichnet., Der Mittelpunkt je-
der Uhr liegt in dem A -Wert, fir den die Uhr gilt,
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Abb. 2
Erzwungene halbsonnentégige wandernde Welle.
des Gebirges &ndert sich der Phasenwinkel von 135;2 auf 44?8. Das iast zwar erheb-

lich mehr, als bei den sonnentégigen Wellen beobachtet wird (vgl. p.2 ), liegt
aber in der richtigen Richtung.
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Periodenuhren fiir die wandernde halbsonnentdgige Welle

el il T

Periodenuhren fiir die wandernde halbmondentigige Welle
(in 5-mal Bo grossem liasstab wie oben)
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# ! In dem unteren Teil der Abb,3 sind die entsprechenden Periodenuhren fiir die halb-
mondentigige Welle gezeichnet, Da

1 Mondtag = 1,035 Sonnentag
3o gilt

1
Y& = Trossrle = - 350
Mit diesen Werten wird
e, = 5,30 32.- i-11,30

Die Amplituden sind erheblich kleiner geworden, da y weiter von den Resonanzstel-
len entfernt ist, (In der Abb, ist deshaldb ein anderer Masstab gewihlt) Die ortli-
ohen Unterschiede in Amplituden und Phasen sind nicht mehr so gross, An der Ost-
seite it € = 111° und an der Westseite ist € = 69°,

Bei den Beobachtungen (vgl. p. 2 ) ist die Amplitudenverinderung beim Mond am
ausgepréigteaten und die Phasenfénderung bei der Sonne, wihrend nach der Theorie bei-
des bel der Sonne am stirksten und beim Mond etwas schwicher seiln miiaste. Prof.
| Bartels erklért diese Unstimmigkeit durch die Riickwirkung der halbmondentigigen
Gezelten des Meeres und der festen Erde auf die Gezeiten der Lufthiille mit glei-
oher Periode, wihrend bei den halbsonnentéigigen Wellen keine bemerkenswerte Bewe-
gung der Unterlage mit gleloher FPeriode stattfindet.

Diesea Zahlenbeisplel entspricht qualitativ den Beobachtungen. Quantitativ
ist die Vergridsserung von H zu klein (5,5 statt 15%) und die Phaseninderung zu
groas (900 atatt 200). Eine Vergrisserung von a, wiirde H vergrissern, aber auch

: die Phaseninderung noch grieser machen, Die Betrachtung des Grenzfalles legt es
! \ nahe, daran zu denken, dass die Verhiltnisse sich giinstiger gestalten, wenn man

08 héhere Niherungen bei der Stirungsrechnung erfassen kénnte; denn Ig” ist viel wei-

“ il ter von ?gu entfernt als rgﬂ. Entsprechendes wird wohl auch bei IE. und ¥y, durch

| die hoheren Niherungen bewirkt werden, wie ja schon ng zelgt, 8o ergibt sich ei-
i{' ne Vergrisserung von H gegen H® , ohne dass sich die beiden Resonanzstellen noch
welter auseinander schieben und damit die Phaseninderung vergrdssern.

[ i : 4, Grenzfall auf der Kugel,

Um die Abéinderung der Ergebnisse der Kanaltheorie bei den Schwingungen auf der
EKugel zu studieren, betrachtet man am einfachsten den Grenzfall eines Luftozeans,
der von den beiden Maridianeni::t}SD begrenzt wird: Setzt man in den Gleichungen
(13) zu diesem Zweok 8 = 0 und zunZohst @ = O, so erhlt man bei Elimination von
u und v

’2 2

gt 1 2
__..é% t - m{%(siu*%} s s ﬁr@} eee(102)

l Genau wie auf p., 22wird eine neue Al =Zihlung eingefilhrt, die am Ostrand der Schei-
dewand beginnt und fiir 4 = -15° den Wert 4'= 360° ergibt. Dann wird aus (102)

B 1
£l 7 - s Semddp +H%mf%§fé‘ﬂ—,pf!

i wobel Jjetzt 2 2
HE 0 a
|

J -
v muss an den beiden Meridianen 4 = + 159 verschwinden, Da

dlkv ek =123
[ a sin¥ II 33
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go helsst die Randbedingung
2L - 0 fir 4'= 0° una 360° ... (103)
Msoht man zur Losung von (102), (103) einen Separationsansatz

¢ = A@R)-e(®)
so ergeben sich fiir A und @ die Bestimmungsgleichungen

2
- - o*A vo0(104)
¥ anein® i) -p0 - -——(ﬁu)ae (105)
Sin I‘F . r ﬂinl'& sre
wobei BE eine nooh zu bestimmende Konstante bedeutet. Aus (104) und (103) folgt
A = cos (o) wobei ¢ = % s I %, e

Teilt man nun wieder suf
Am = cos (mk') Am = cua(-&mf—ll‘) wit m= 1, 2, s

und setzt m' -%% o und n'(n'+l) = = dann ist (105) die Differentialgleichung
der Eugelfunktionen

r
8 ~ Iﬁr('&)
Thre Lisungen sind nur dann in den Polen % = O und =% endlich, wenn n'-m' ganz,

Diese Forderung bestimmt die miglichen Werte von n' und damit die Eigenwerte rﬂ‘
des Problems., Mit den gegebenen Zahlenwerten ergibt sich folgende Matrix:

m' !

0 1 3 4 o 1,
0,545 1 0,545~ 1,545 2,545 35,5451 1
1,091 { 1,091 2,091 3,091 4,091 1
1,636 1.636] 2,636 3,636 | 2
2,182 2,182 3,182 4,182 2
2,727 aver e 3
3,273 34275 4,273 3

1 2 3 4 o o

In dieser Tabelle sind die fiir die Gezelten der Atmosphire in Frage kommenden Wer-
te eingerahmt.

Piir Sektormeere auf rotierender Kugel sind eine ganze Reihe Berechnungen an-
geatellt worden, aber den Verh#ltnissen der Ozeane entaprechend fiir schmalere Sek-
toren, Jetzt kénnen wir aber von den Ergebnissen des zweiten Kapitels Gebrauch ma-
chen, Bei der glatten Erdoberfliche bleibt bei den freien Schwingungen die Phase
in & v&llig unbestimmt, Man kann daher iiber diese sc verfiigen, wie es oben fiir die
ruhende Erde geschehen ist, und erhilt dann als Lisungen Kugelflichenfunktionen
von unganzer Ordnung und unganzem Grad., Alle Reihenentwicklungen werden nach die-
sen Kugelfunktionen vorgenommen, Es ist also immer n' statt n und m' statt m in
den Formeln zu setzen. Das geht auch; denn die Formeln (46), (47) gelten auch im

1) Die zonalen Schwingungen sind v8llig unabhingig vom Offnungswinkel des Sektor-
meeres. l#sst man diesen immer kleiner werden, sc erhilt man einen Eansl, der
aber elnen verdnderlichen Querschnitt hat. Pir diesen gilt auchy, = -n(n+l),
wie man auch direkt zeigen kann,
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Fall unganzer n und m. Infolgedessen gelten alle abgeleiteten Formeln auch fir den
Grenzfall,

Pir die numerische Rechnung wurde die dritte NEherung und im zonalen Fall die
vierte Ndherung verwandt. Die Ergebnisse stehen in Tabelle 3,

Wellentyp: Wg. Eigenwert Gé in Vielfachen von & als Punktion von H
H bei ruhender Exde bei rotier.Erde

in km mit glatter Oberfl, mit glatter Oberfl.

6,00 : 1,289 1,778

7,00 1,392 1,861

8,00 1,490 1,941

8,76 1,558 2,000

9,00 1,578 2,017

Wellentyp: Wg. Eigenwert Gain Vielfachen von @ als Funktion von H
H bei ruhender Erde bei rotier.Erde bei rotier.Erde

in km mit glatter Oberfl, mit glatter Oberfl. im Grenzfall

6,00 1,289 1,915 1,886

7,00 1,592 1,995 1,934

7,12 1,404 2,000 1,941

8,00 1,430 2,065 1,987

8,29 1,516 2,085 2,000

9,00 1,578 2,145 2,040

Wellentyp: W5. Eigenwert ¢, in Vielfachen von @ als Funktion von H
H bei ruhender Erde bei rotier,Erde bei rotier,Erde

in km mit glatter Oberfl, mit glatter Qberfl, im Grenzfall

6,00 2,358 2,762 2,653

7,00 2,545 2,934 2,810

7,45 2,616 3,000 2,875

8,00 2,713 3,085 2,950

8,39 2,788 5,148 3,000

9,00 2,885 3,245 3,087

Tabelle 3

Die wirkliche Resonanztiefe muss zwischen der der glatten Oberfliche und der
des Grenzfalles liegen, Das iat fiir Wg zwlschen 7,12 und 8,29 km, fiir Wi ZWi-
schen 7,45 und 8,39 km, Pir Z, betrigt sie 8,76 km., Es liegt also noch kei-

ne Ubereinstimmung der Resonanztiefen vor, Aber die Vermutung wird bestédtigt,
dass die amerikanischqn Kettengebirge guf die wandernden Wellen W% und wﬁ ver-
zigernd einwirken, Auol’ die beobachteten 6rtlichen Phasen— und Amplituden-
verdinderungen stimmen qualitativ mit der Theorie iiberein,. Quantitativ ist

der Einfluss der Kettengebirge auf die Periocde stirker und auf Amplitude und

Phase schwhoher als nach der Theorie zu erwarten wiare, Diese Unterschiede
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ktnnen auf der der Theorie zu Grunde gelegten Annahme einer autobarotropen Atmo-
sphire sowie den vereinfachenden Annahmen iiber die Gestalt des Erdkdrpers beruhen,

Zum Schluss michte ich Herrn Prof,Bartels vielmals danken fir die Anregung

zl dieser Arbeit und fiir die freundliche Unteratiitzung bei der Ausfiihrung deraselben,
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